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列维-奇维塔张量𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎定义为全反对称量，并有𝜖0123 = +1。

空间三矢由黑体字母标记。

任意矢量上的“帽子”代表相应的单位矢量：因此v̂ ≡ v/ |v|。

任意量上加点代表该量对时间的导数。

狄拉克矩阵𝛾𝜇的定义满足𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜇 = 2𝜂𝜇𝜈。并且𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3，𝛽 = 𝑖𝛾0。

阶跃函数𝜃(𝑠)：当𝑠 > 0时为1, 𝑠 < 0时为0。

矩阵或矢量A的复共轭、转置、厄米共轭分别记为A*、A𝑇以及A† = A*𝑇。算符𝑂的厄米共

轭记为𝑂†，除了强调一个算符的矩阵或矢量是非转置的才用星号。在方程末尾的+H.c.或c.c.表

示前面几项的厄米共轭或复共轭。狄拉克旋量𝑢上加横线定义为𝑢 = 𝑢†𝛽。

除了第一章，我们取~和𝑐为单位1。这样−𝑒是电子的电荷，精细结构常数是𝛼 = 𝑒2/4𝜋 ≃
1/137。
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第 1 章 历史介绍

沉湎在现代物理之中使我们很难体会到短短几年前物理学家的艰难, 也很难从他们的经验中

获益. 同时, 关于历史的知识对于我们而言是喜忧参半的, 它阻碍了以逻辑重建物理理论的道路,

而这条道路似乎也一直是必要的.

在本书中, 我尝试以逻辑的方式展现量子场论, 强调从狭义相对论和量子力学的物理原理所

出发的演绎道路. 这种方法必然使我远离事实发展的真实次序. 举一个例子, 历史上, 量子场论部

分衍生于对相对论波动方程的研究, 这包括Maxwell方程, Klein-Gordon方程以及Dirac方程. 由于

这些原因, 量子场论相关的教程和专著首先介绍这些波动方程并给予它们相当大的篇幅是十分自

然的. 然而, 长久以来, 于我而言, Wigner将粒子定义为非齐次Lorentz群的表示是一个更好的出发

点, 尽管这个工作直到1939年才发表, 并且在之后的很多年里没有很大的影响. 在这本书里, 我们

从粒子出发, 然后才是波动方程.

这并不意味着粒子肯定比场更基本. 在1950年之后的很多年, 大家广泛地承认自然法则采取

量子场论的形式. 在本书中, 我从粒子出发, 并不是因为它们更基本, 而是因为从相对论和量子力

学原理出发可以更确定、更直接地推出我们所了解的粒子. 如果发现一些量子场论无法描述的物

理系统, 这将是一个轰动; 如果发现不服从量子力学和相对论法则的系统, 这将是一场灾难.

事实上, 稍后便有了反对将量子场论作为基础的观点. 基础理论可能不是场或粒子的理论, 而

是一些完全不同的东西, 比如弦. 这种观点认为: 我们引以为傲的量子电动力学和其它量子场论仅

仅是“有效场论”, 是更基础理论的低能近似. 我们的场论如此的成功并不是因为它们是基本真理,

而是因为在足够低的能量状况下, 将相对论性量子理论用于粒子使得任何相对论量子理论看起来

都像个场论. 在此基础上, 如果我们想知道为什么量子场论是它们所呈现的形式, 就不得不从粒子

出发.

然而我们不想以完全忘掉过去为代价. 因此本章将呈现早期到1949年的量子场论历史, 直到

那时它的现代形式才最终被接受. 在本书的其余部分, 我将会尽力避免历史介入物理.

在本章的撰写过程中, 我发现一个问题: 从一开始, 量子场论的历史与量子力学本身的历史就

不可避免地纠缠在一起. 因此, 熟悉量子力学历史的读者可能会发现一些早已知晓的素材, 尤其在

第一节, 在这一节我讨论了将狭义相对论和量子力学融合在一起的早期尝试. 在这种情况下, 我仅

能建议读者应该跳到那些不太熟悉的部分.

另一方面, 那些没有接触过量子场论的读者会发现本章的部分内容过于简洁以至于无法完全

理解. 我请这样的读者不要担心. 本章并不是作为量子场论一个自足的简介, 也不是本书其余部分

的基础. 一些读者甚至可能更倾向从下一章开始, 之后再回到历史. 然而, 对于大多数读者, 量子

场论的历史应该作为量子场论本身一个很好的导论.

我想补充一点: 本章并不是作为历史研究的原始工作而准备的. 它是基于真正历史学家的书

和文章, 再加上一些我读过的历史综述和物理原始论文. 它们中的大多数列于本章最后的附录和

参考文献中. 建议想要在这些历史资料中深入下去的读者去参考所列文献.
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· 2 · 第 1章 历史介绍

关于记号的说明. 为了保留过去的一些偏好, 在本章, 我将会写出因子~和𝑐(甚至ℎ), 但是为
了便于与现代物理文献进行比较, 我将会使用电荷更加现代合理的静电单位制, 使得精细结构常

数𝛼 ≃ 1/137为𝑒2/4𝜋~𝑐. 之后的章节我将几乎全部使用“自然”单位制, 简单地令~ = 𝑐 = 1.

1.1 相对论波动力学

波动力学源于相对论波动力学. 事实上, 正如我们将看到的, 波动力学的建立者, Louis de

Broglie(路易·德布罗意)和Erwin Schrödinger(埃尔温·薛定谔), 从狭义相对论中获得了大量的灵

感. 但那之后不久, 人们普遍认识到, 就作为粒子数固定的相对论量子理论的意义而言, 相对论波

动力学是不可能的. 因此, 尽管相对论波动力学取得了大量的成功, 却最终让位于量子场论. 然而,

相对论波动力学作为量子场论形式体系中的重要元素而存留下来, 并向场论提出了挑战, 再现了

它的成功.

物质粒子可以像光一样以波的形式描述, 这种可能性是Louis de Broglie在1923年首先提出

的.1 除了与辐射类比, 主要的线索是Lorentz不变: 如果粒子可以描述为相位的形式在位置x和时

间𝑡处为2𝜋(𝜅 ·x−𝜈𝑡)的波,并且,如果这个相位是Lorentz不变的, 那么矢量𝜅和频率𝜈必须像x和𝑡那

样变换, 因而类似于p和𝐸. 为此, 𝜅与𝜈必须有和p与𝐸相同的速度关系, 因而必须正比于它们, 并

保持比例常数不变. 对于光子, 已有了Einstein关系𝐸 = ℎ𝜈, 因而, 很自然的可以假定, 对于实物粒

子,

𝜅 = p/ℎ , 𝜈 = 𝐸/ℎ , (1.1.1)

正好与光子相同. 那么, 波的群速度𝜕𝜈/𝜕𝜅等于粒子速度, 所以波包与它们所代表的粒子同步.

通过假定任意闭合轨道是粒子波长𝜆 = 1/ |𝜅|的整数倍, de Broglie可以导出Niels Bohr(尼

尔森·玻尔)和Arnold Sommerfeld(阿诺德·索末菲)的旧量子化条件, 这一条件虽然相当神秘, 但

用来解释原子光谱中却十分有效. 另外, de Borglie和Walter Elsasser(沃尔特·埃尔萨瑟)2认为de

Broglie的波动理论可以通过寻找电子在晶体上的干涉效应来检验；数年后, 这种效应被Clinton

Joseph Davisson(克林顿·约瑟夫·戴维森)和Lester H. Germer(莱斯特·革默)3发现. 然而, 对于非自

由粒子, 例如处在普通库仑场中的电子, 该如何对de Broglie关系(1.1.1)进行修正依旧是不清楚的.

在量子力学的历史中,波动力学成为下一步发展的支路之一,另一支路是, Werner Heisen-

berg(沃纳·海森堡), Max Born(马克思·玻恩), Pascual Jordan(帕斯夸尔·约当)和WolfGang Pauli(沃

尔夫冈·泡利)在1925-1926年所发展的矩阵力学.4 至少, 矩阵力学的部分灵感是坚持这个理论应该

仅包含可观察量, 例如能级、发射和吸收速率. Heisenberg在他1925年的论文里以这样的宣言开

头: “本篇论文尝试去建立理论量子力学的基础, 这种基础原则上完全只建立在可观测物理量之间

的关系上.” 尽管现代量子场论已经远离这种想法了, 这种实证主义将在量子场论的历史上多次出

现, 例如, John Wheeler(约翰·惠勒)和Heisenberg引入的𝑆-矩阵(见第3章)以及20世纪50年代色散

理论的复兴(见第10章). 在这里叙述矩阵力学的任何细节都将使我们远离主题

正如大家所知道的那样, Erwin Schrödinger再次发展了波动力学. 在他1926年的一系列论

文5中, 著名的非相对论波动方程第一次出现, 然后被用来重现矩阵力学所导出的结果. 之后

不久, 在第四篇论文的第六节就给出了一个相对论波动方程. 而按照Dirac的说法,6 历史是

完全不同的: Schrödinger首先导出了相对论性方程, 却由于它给出错误的氢原子精细结构而

沮丧, 数月之后, 他就意识到他的相对论方程的非相对论近似是很有价值的, 哪怕相对论性

方程是错误的！正当Schrödinger准备去发表他的相对论波动方程时, Oskar Klein(奥斯卡·克莱
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因)7和Walter Gordon(沃尔特·戈登)8再次独立的发现了这个方程, 由于这个原因这个方程通常称

为“Klein-Gordon方程”.

要导出Schrödinger的相对论波动方程首先要注意到, 对于处在矢势为A和库仑势为𝜑的外场

中, 质量为𝑚, 电荷为𝑒的“Lorentz电子”, 哈密顿量𝐻和动量p存在如下关系*

0 = (𝐻 + 𝑒𝜑)2 − 𝑐2(p+ 𝑒A/𝑐)2 −𝑚2𝑐4 . (1.1.2)

对于一个由平面波exp
{︁
2𝜋𝑖(𝜅 · x−𝜈𝑡)

}︁
描述的自由粒子, de Broglie关系(1.1.1)可以通过如下的代

换获得:

p = ℎ𝜅 → −𝑖~∇ , 𝐸 = ℎ𝜈 → 𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
, (1.1.3)

其中~是ℎ/2𝜋的简记(由Dirac引入). 通过一个显然的形式类比, Schrödinger猜测, 在外场A, 𝜑中的

电子可以由波函数𝜓(x, 𝑡)描述, 这个波函数所满足的方程可以通过在(1.1.2)中做相同的替换获得:

0 =

[︃(︂
𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑒𝜑

)︂2

− 𝑐2
(︂
−𝑖~∇+ 𝑒

A

𝑐

)︂2

−𝑚2𝑐4

]︃
𝜓(x, 𝑡) . (1.1.4)

特别地, 对于氢原子的定态, 我们有A = 0以及𝜑 = 𝑒/4𝜋𝑟, 并且𝜓有时间相关因子exp(−𝑖𝐸𝑡/~), 所
以(1.1.4)变成

0 =

[︃(︂
𝐸 +

𝑒2

4𝜋𝑟

)︂2

+ 𝑐2~2∇2 −𝑚2𝑐4

]︃
𝜓 (x) . (1.1.5)

满足合理边界条件的解可以在如下能量值得到9

𝐸 = 𝑚𝑐2

[︃
1− 𝛼2

2𝑛2
− 𝛼4

2𝑛4

(︃
𝑛

ℓ+ 1
2

− 3

4

)︃
+ · · ·

]︃
, (1.1.6)

其中𝛼 ≡ 𝑒2/4𝜋~𝑐是“精细结构常数”, 约为1/137；𝑛是正整数, ℓ是以~为单位的轨道角动量, 为

一整数, 并满足0 ≤ ℓ ≤ 𝑛 − 1. 𝛼2项与氢原子光谱的总体特征非常一致(莱曼系, 巴尔末系等), 并

且, 据Dirac所说,6 正是这种一致性引导Schrödinger最终去发展他的非相对论波动方程. 另一方

面, 𝛼4项所给出的精细结构与Friedrich Paschen(弗里德里希·帕邢)当时已得到的精确测量结果却

并不一致.10

比较Arnold Sommerfeld(阿诺德·索末菲)10a与Schrödinger的结果是有意义的, Sommerfeld的

结果是通过旧量子论获得的:

𝐸 = 𝑚𝑐2

[︃
1− 𝛼2

2𝑛2
− 𝛼4

2𝑛4

(︂
𝑛

𝑘
− 3

4

)︂
+ · · ·

]︃
, (1.1.7)

其中𝑚是电子质量. 这里的𝑘是介于1和𝑛之间的整数, 在Sommerfeld的理论中则是以轨道角动

量ℓ~的形式给定: 𝑘 = ℓ+1. 这给出了与实验吻合的精细结构分裂: 例如,对于𝑛 = 2,方程(1.1.7)给

出了两个能级(𝑘 = 1和𝑘 = 2), 它们的差正是观测到的能级分裂𝛼4𝑚𝑐2/32, 即4.53 × 10−5eV . 然

而, Schrödinger的结果(1.1.6)给出的𝑛 = 2的精细结构分裂是𝛼4𝑚𝑐2/12, 远大于实验值.

Schrödinger正确地意识到这个差异的根源正是他对电子自旋的忽略. 碱原子中非平方反

比的电场以及弱的外磁场所造成的原子能级分裂(所谓的反常Zeeman效应)揭示出态的多重

*它们是Lorentz不变的, 这是因为A和𝜑与𝑐p和𝐸有着相同的Lorentz变换性质. Schrödinger实际上将𝐻和p写成了

作用量函数的偏导数形式, 但这并不与我们现在的讨论有很大差异.



· 4 · 第 1章 历史介绍

性远超于Bohr-Sommerfeld理论所给出的数目；这导致了1925年George Uhlenbeck(乔治·乌伦贝
克)和Samuel Goudsmit(塞缪尔·古茲密特)11提出电子有一个内禀角动量~/2. 另外, Zeeman分

裂12的大小允许他们进一步估计出: 电子存在磁矩

𝜇 =
𝑒~
2𝑚𝑐

. (1.1.8)

电子自旋应该与它的轨道角动量耦合是十分显然的, 所以不能指望Schrödinger的相对论波动方程

给出正确的精细结构分裂.

确实, 在1927年, 数位学者13就已经可以证明自旋-轨道耦合能够解释Schrödinger的结

果(1.1.6)与实验的差异. 这里其实有两个效应: 一个是电子磁矩(1.1.8)与它在原子的静电场中运动

时所感受到的磁场的直接耦合；另一个是由于自旋电子的圆周运动所引起的相对论“Thomas进

动”14(即使没有磁矩). 这两个效应使得总角动量𝑗 = ℓ + 1
2的能级被提高到Sommerfeld所给出

的𝑘 = ℓ+ 1 = 𝑗 + 1
2的能级(1.1.7), 而𝑗 = ℓ− 1

2的能级则降至Sommerfeld所给出的𝑘 = ℓ = 𝑗 + 1
2的

能级. 因此, 能级仅依赖于𝑛和𝑗, 而不另外依赖于ℓ:

𝐸 = 𝑚𝑐2

[︃
1− 𝛼2

2𝑛2
− 𝛼4

2𝑛4

(︃
𝑛

𝑗 + 1
2

− 3

4

)︃
+ · · ·

]︃
. (1.1.9)

Sommerfeld的理论恰好给出氢原子能级分裂的大小(𝑗 + 1
2像𝑘一样取遍从1到𝑛的所有的正整数),

哪怕对于不同能级, 轨道角动量值ℓ的指定是错误的. 另外, 在氢原子中, 精细结构能级的简并度现

在是可以预测的,对于𝑗 = 1
2 ,简并度为2,对于𝑗 > 1

2 ,简并度则是2(2𝑗+1)(相对应的ℓ取值为𝑗± 1
2),

这与实验吻合.

这些理论尽管如此成功, 但这并非是一个从开始就包含电子自旋的彻底的相对论理论. 那样

的理论直到1928年才被Paul Dirac(保罗·狄拉克)发现. 然而, 他开始时并没简单地做电子自旋的

相对论理论；相反, 他解决这一问题的方法是提出一问题, 该问题今天看起来依旧十分奇怪. 在

他1928年论文15的开头, 他问“自然为什么要为电子选择这个特殊的模型, 而不满足于用点电荷模

型来代替. ”直到今天, 这个问题就像问为什么细菌只有一个细胞一样: 拥有~/2自旋是定义粒子
为电子而不是现今已知的拥有各种自旋的众多其它粒子的性质之一. 然而, 在1928年, 大家相信所

有的物质可能是由电子以及某些在原子核中带正电的类似物质组成. 因此, 在它被提出的时代思

潮中, Dirac问题可以重述为: “为什么物质的基本组成部分不得不有自旋~/2？”

对于Dirac, 问题的关键是几率必须是正的这一要求. 已知16非相对论Schrödinger方程的几率

密度是|𝜓|2, 并且它满足如下形式的连续性方程:

𝜕

𝜕𝑡
(|𝜓|2)− 𝑖~

2𝑚
∇ · (𝜓*∇𝜓 − 𝜓∇𝜓*) = 0

所以对|𝜓|2的空间积分, 其结果是与时间无关的. 另一方面, 唯一的几率密度𝜌和几率流J, 可以由

相对论Schrödinger方程的解构成, 并满足守恒律,

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · J = 0 , (1.1.10)

其有如下的形式:

𝜌 = 𝑁 Im𝜓*
(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑖𝑒𝜑

~

)︂
𝜓 , (1.1.11)

J = 𝑁𝑐2 Im𝜓*
(︂
∇+

𝑖𝑒A

~

)︂
𝜓 , (1.1.12)
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其中𝑁是一任意常数. 把𝜌定义成几率密度是不可能的, 因为(无论有没有外场势𝜑)𝜌没有确定的符

号. 这里引述Dirac关于这个问题的回忆:17

我记得当我在哥本哈根时, 有一次Bohr问我正在研究什么, 我告诉他我在

尝试得到一个令人满意的电子的相对论理论, 玻尔说“但是Klein和Gordon已

经完成了它！”这个答案起初对我的触动非常大. Bohr似乎对Klein的解非常

满意, 但是我因为它所导致的负概率而对它并不是很满意. 我只好继续研究,

对得到一个只含有正概率的理论而烦恼不已.

根据George Gamow(乔治·伽莫夫)回忆, 在1928年的一个晚上, Dirac在凝视剑桥大学圣约翰

学院里的一个壁炉时发现了这个问题答案.他意识到Klein-Gordon方程(或者相对论Schrödinger方

程)可以给出负概率的原因是因为守恒方程(1.1.10)中的𝜌包含一个波函数对时间的偏导数. 反过

来, 这是因为波函数满足的微分方程对于时间是二阶的. 于是问题变成了用另一个对时间是一阶

的方程替换现在的波动方程, 例如非相对论Schrödinger方程.

假定电子自旋波函数是一个多分量的量𝜓𝑛(𝑥) , 其满足如下形式的波动方程,

𝑖~
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= H 𝜓 , (1.1.13)

其中H是空间导数的某个矩阵函数. 由于这个方程对时间的导数是一阶的, 为了使所得到的理论

有可能是Lorentz不变, 我们必须假定其对空间也是一阶的, 这使得H采取如下的形式:

H = −𝑖~𝑐𝛼 ·∇+ 𝛼4𝑚𝑐
2 , (1.1.14)

其中𝛼1, 𝛼2, 𝛼3和𝛼4是常矩阵. 从(1.1.13)我们可以导出二阶方程

−~2
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
= H 2𝜓 = −~2𝑐2𝛼𝑖𝛼𝑗

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

= −𝑖~𝑚𝑐3 (𝛼𝑖𝛼4 + 𝛼4𝛼𝑖)
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
+𝑚2𝑐4𝛼2

4𝜓

(这里使用了求和简记；在这里, 𝑖和𝑗取遍值1, 2, 3或𝑥, 𝑦, 𝑧. )但是这必须与相对论Schrödinger方

程(1.1.4)的自由场形式一致, 这个形式恰好表达了相对论的能动量关系. 因此, 矩阵𝛼和𝛼4必须满

足如下的关系

𝛼𝑖𝛼𝑗 + 𝛼𝑗𝛼𝑖 = 2𝛿𝑖𝑗1 , (1.1.15)

𝛼𝑖𝛼4 + 𝛼4𝛼𝑖 = 0 , (1.1.16)

𝛼2
4 = 1 , (1.1.17)

其中𝛿𝑖𝑗是克罗内克符号(𝑖 = 𝑗, 值为1；𝑖 ̸= 𝑗, 值为0), 1是单位阵. Dirac找到一组满足这些关系
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的4× 4矩阵

𝛼1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, 𝛼2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0

0 −𝑖 0 0

𝑖 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, (1.1.18)

𝛼3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, 𝛼4 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

为了证明这个公式是Lorentz不变的, Dirac给这个方程左乘𝛼4, 使得它可以采取这样的形式
[︂
~𝑐𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚𝑐2

]︂
𝜓 = 0 , (1.1.19)

其中

𝛾 ≡ −𝑖𝛼4𝛼 , 𝛾0 ≡ −𝑖𝛼4 . (1.1.20)

(希腊指标𝜇, 𝜈等取遍值1,2,3,0, 其中𝑥0 = 𝑐𝑡. Dirac使用了𝑥4 = 𝑖𝑐𝑡, 相应地, 𝛾4 = 𝛼4. )矩阵𝛾𝜇满足

反对易关系

1

2
(𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜇) = 𝜂𝜇𝜈 ≡

⎧
⎪⎨
⎪⎩

+1, 𝜇 = 𝜈 = 1, 2, 3

−1, 𝜇 = 𝜈 = 0

0, 𝜇 ̸= 𝜈

. (1.1.21)

Dirac注意到这些反对易关系是Lorentz不变的, 即矩阵Λ𝜇𝜈𝛾𝜈 , 其中Λ𝜇𝜈是任意的Lorentz变换, 他得

到这样的结论Λ𝜇𝜈𝛾𝜈必须通过一个相似变换与𝛾𝜇相关:

Λ𝜇𝜈𝛾
𝜈 = 𝑆−1(Λ)𝛾𝜇𝑆(Λ) .

这说明在Lorentz变换𝑥𝜇 → Λ𝜇𝜈𝑥𝜈的同时, 如果波函数经历一个矩阵变换𝜓 → 𝑆(Λ)𝜓, 那么波动方

程保持不变. (这些事情将在第5章从一个相当不同的角度进行更加全面的讨论. )

为了研究电子在任意外电磁场下的行为, Dirac沿用了方程(1.1.4)中做代换的“通用步骤”

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
→ 𝑖~

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑒𝜑 −𝑖~∇ → −𝑖~∇+

𝑒

𝑐
A (1.1.22)

那么, 波动方程(1.1.13)就会变成这样的形式
(︂
𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑒𝜑

)︂
𝜓 = (−𝑖~𝑐∇+ 𝑒A) ·𝛼𝜓 +𝑚𝑐2𝛼4𝜓 . (1.1.23)

Dirac利用这个方程证明了在中心力场, 角动量守恒采取这样的形式

[H ,−𝑖~r×∇+ ~𝜎/2] = 0 , (1.1.24)

其中, H是矩阵微分算符(1.1.14), 𝜎是由Pauli引入的自旋矩阵的4× 4版本19

𝜎 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
𝛼 . (1.1.25)
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既然𝜎的每个分量都有本征值±1, (1.1.24)中额外项的出现说明电子有内禀角动量~/2.

Dirac又对方程(1.1.23)进行迭代, 获得一个二阶方程, 这个方程除了在右边出现了如下额外的

两项, 正好与Klein-Gordon方程有相同的形式

[−𝑒~𝑐𝜎 ·B− 𝑖𝑒~𝑐𝛼 ·E]𝜓 . (1.1.26)

对于低速运动的电子, 第一项占主导地位且代表了磁矩, 这个磁矩的值与Goudsmit和Uhlenbeck11

所发现的(1.1.8)相符. 正如Dirac所意识到的, 磁矩与这个理论的相对论性质, 保证了这个理论将会

给出精细结构分裂(𝛼4𝑚𝑐2阶), 这个结果同Heisenberg, Jordan和Charles G. Darwin(查尔斯·G·达
尔文)13的发现相符. 稍后不久, Dirac理论中氢原子能级的一个“精确”公式由Darwin20和Gordon21

导出

𝐸 = 𝑚𝑐2

⎛
⎜⎜⎜⎝1 +

𝛼2

{︂
𝑛− 𝑗 − 1

2 +
[︁(︀
𝑗 + 1

2

)︀2 − 𝛼2
]︁ 1

2

}︂2

⎞
⎟⎟⎟⎠

−1/2

. (1.1.27)

在𝛼2的级数展开式中, 前三项与近似结果(1.1.9)相符.

这个理论达到了狄拉克的初始目的: 带有正概率的相对论公式. 由(1.1.13)我们可以导出连续

性方程
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · J = 0 (1.1.28)

其中

𝜌 = |𝜓|2 , J =𝑐𝜓†𝛼𝜓 , (1.1.29)

这样, 正值|𝜓|2可以解释为几率振幅, 总几率为
∫︀
|𝜓|2 𝑑3𝑥. 然而, 出现了另一个Dirac没有立即解决

的困难.

对于给定动量p, 波动方程(1.1.13)给出了四个平面波解

𝜓 ∝ exp

[︂
𝑖

~
(p · x−𝐸𝑡)

]︂
. (1.1.30)

两个解给出能量𝐸 = +
√︀

p2𝑐2 +𝑚2𝑐4,对应电子的两个自旋态𝐽𝑧 = ±~/2. 另外两个给出𝐸 =

−
√︀
p2𝑐2 +𝑚2𝑐4, 没有明显的物理解释. 正如狄拉克指出, 这一问题相对论Schrödinger方程也遇

到过: 对于每一动量p, 存在两个如同(1.1.30)形式的解, 一个对应正𝐸, 另一个对应负𝐸.

当然, 即使在经典物理中, 相对论关系𝐸2 = p2𝑐2 + 𝑚2𝑐4有两个解, 𝐸 = ±
√︀
p2𝑐2 +𝑚2𝑐4.

然而, 在经典物理中, 我们可以简单地假定物理粒子是那些能量为正𝐸的. 这是因为正解

有𝐸 > 𝑚𝑐2而负值给出𝐸 < −𝑚𝑐2, 它们之间有一个有限宽度隙, 并且没有连续的步骤使得粒子从

正能量到达负能量.

负能量的问题在相对论量子力学中更加麻烦. 正如Dirac在他1928年的论文15中指出的那样,

电子与辐射的相互作用可以产生跃迁, 在这个跃迁中, 电子从正能态落到负能态, 并通过两个或更

多的光子带出能量. 那么之后为什么物质稳定了？

在1930年, Dirac给出了一个卓越的解决方法.22 Dirac的方案基于不相容原理, 在这里简要陈

述这个原理的历史.
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元素周期表和X射线光谱学分类法, 在1924年共同揭示出了原子能级的一个电子排布模型:23

壳层内电子的最大数目𝑁𝑛由主量子数表征, 𝑁𝑛由轨道量子态数目的二倍给定,

𝑁𝑛 = 2

𝑛−1∑︁

ℓ=0

(2ℓ+ 1) = 2𝑛2 = 2, 8, 18, . . . . (1.1.31)

在1925年, Wolfgang Pauli(沃尔夫冈·泡利)24提出如果𝑁𝑛是第𝑛个壳层内所有可能的态的总数, 并

且, 如果有一些奇怪的“不相容原理”禁止了多个电子占据同一态, 这个模型可以被解释. 他认

为(1.1.31)中奇怪的因子2是缘于电子态的“奇怪的, 经典不可描述的二重性”, 正如我们之后所了

解到的, 这正是电子的自旋.11 不相容原理回答了Bohr和Sommerfeld的旧原子论中一直灰暗的一

个问题: 为什么在重核里不是所有的电子都掉到了最低能级的壳层内？随后, 泡利的不相容原理

被数位学者25公式化为: 多电子系统波函数关于所有电子的坐标, 轨道以及自旋是反对称的要求.

这个原理被包含在了Enrico Fermi(恩里克·费米)26和Dirac27的统计力学中, 并且由于这个原因, 服

从不相容原理的粒子被广泛称为“费米子”, 正如类似光子的粒子, 这种粒子的波函数是对称的

并服从Bose和Einstein的统计而被称为“玻色子”. 不相容原理扮演了金属、白矮星、中子星等

理论中的基础角色, 但是对于这些问题的讨论将会使我们偏离主线.

Dirac的提议是: 之所以带正能的电子不会掉落到负能态, 是因为“除了会有少量速度较小的

态, 所有的负能态已经被占满了. ”这几个空的态, 或者说“空穴”, 处在负能态电子的海洋中,

其行为正像带有反量子数的粒子: 正能量和正电荷. 当时唯一知道带正电的粒子是质子, 并且正

如Dirac稍后回忆到的,27a “当时所有观点都趋向于反对新粒子”所以Dirac认为他的空穴就是质

子；事实上, 他1930年的论文22标题正是“电子和质子的一个理论. ”

这个空穴理论面临着很多直接的困难. 一个很明显的问题是由这种无处不在的负能电子的

无限大电荷密度引起的: 它们的电场在哪？Dirac提议重新解释出现在麦克斯韦方程中的电荷密

度, 将其解释为: “与正常状态世界带电量之间的差值. ”另外一个要处理的问题是观测到的电

子和质子的质量和相互作用的巨大差异. Dirac希望电子间的库仑相互作用将以某种方式解释这

些差异, 但是Hermann Weyl(赫尔曼·外尔)28证明了空穴理论实际上对正电荷和负电荷完全是对

称的. 最后, Dirac预测了一个电子-质子湮没过程的存在, 在这个过程中, 一个正能量电子对遇

到了负能电子之海的一个空穴并掉入这个未被占据的能级, 发射一对𝛾-光子. 就其本身而言, 这

本不会为空穴理论创造困难, 甚至希望解释恒星缺失的能量之源. 然而, 不久之后Julius Robert

Oppenheimer(朱利叶斯·罗伯特·奥本海默)和Igor Tamm(伊戈尔·塔姆)指出29原子中电子-质子湮

没过程将发生的如此之快以至于与普通物质观测到的稳定性不合. 由于这些原因, Dirac在1931年

改变了他的想法, 并认定这个空穴并非以质子的形式出现, 而是以一种新形式的正电荷粒子出现,

这种粒子与电子质量相同.29a

随着Carl D. Anderson(卡尔·D·安德森)30发现正电子, 这些问题中的第二个和第三个被消除

了, 而Anderson本人并不知道Dirac已经做出了正电子的预测. 1932年8月2日, 在一个15kG磁场中

的Wilson云室观测到了一条诡异的宇宙射线轨迹. 通过观察到的轨迹弯曲的方向, 预期是由一正

电荷粒子, 可是轨迹的范围却至少是质子轨迹范围期待值的十倍大！轨迹的范围和电离比都和这

是一种新粒子的假设相吻合, 这种新粒子与电子的差异仅在电荷符号, 正是Dirac空穴所期待的.

(P.M.S. Blackett(P.M.S.布莱克特)更早发现了这件事情, 但是他没有立即发表. Anderson引用的

宇宙射线轨迹中正电荷轻粒子的证据报告, 是由Blackett和Giuseppe Occhialini(朱塞佩·奥基亚利
尼)获得的. )因此Dirac仅仅错在把这个空穴误认为质子.



1.1 相对论波动力学 · 9 ·

或多或少的, 预言的正电子的发现, 与Dirac方程在解释电子磁矩和氢原子精细结构上的早期

成功, 使得Dirac理论的威望保持了至少六十个年头. 然而, 尽管对Dirac理论能否在任何未来物理

理论中以某种形式幸存抱有一点疑问, 但是有一些严格的原因使得它不满足本身最初的原始基本

原理:

(i) Schrödinger相对论波动方程中负几率问题的Dirac分析, 似乎是将任何零自旋粒子的存在排

除在外的. 然而, 在20世纪20年代就知道了零自旋粒子的存在——例如, 处在基态的氢原子, 以及

氦核. 当然, 你可以说氢原子和𝛼粒子不是基本的, 所以不需要用一个相对论波动方程来描述, 然

而, 基本这个概念如何被吸收进相对论量子力学的形式体系中是不清楚的(现在依然是). 现今, 我

们知道大量的零自旋粒子——𝜋介子, 𝐾介子, 等等——质子与中子并不比它们基本. 我们同样也

知道一些自旋1的粒子——𝑊±粒子和𝑍0粒子——它们看起来和电子以及其他粒子一样基本. 更

进一步的, 将强作用效应排除在外, 对于一个束缚在原子核周围的零自旋负𝜋介子或𝐾介子所组成

的“介子原子”, 从相对论Klein-Gordon-Schrödinger方程的定态解出发, 我们现在可以计算它的

精细结构！因此, 相对论方程对于零自旋粒子出现了一些基础性错误而迫使了Dirac方程的发展,

这一观点是很难赞同的——问题仅是电子碰巧有自旋~/2, 而非零.

(ii) 迄今为止, 就我们知道的每一种类的粒子, 都存在一个“反粒子”, 其质量相同, 荷相反.

(一些纯中性粒子, 例如光子, 其反粒子是他们本身. )但是对于有荷玻色子, 诸如𝜋±介子或𝑊±粒

子, 我们如何将它们的反粒子解释为负能态海洋中的空穴呢？对于根据Bose-Einstein统计规则进

行量子化的粒子, 并不存在不相容原理, 因此不管负能态是否被占据, 都没有什么机制阻止正能

态粒子掉落到负能态. 并且, 如果这个空穴理论对玻色反粒子并不奏效, 我们凭什么相信它对于

费米子就是成立的呢？在1972年, 我问过Dirac这一观点的看法；他告诉我, 他并不认为诸如𝜋介

子或𝑊±粒子之类的玻色子是“重要的”. 在稍后几年的一篇文章27a中, Dirac指出了对于玻色

子“我们不再有一个负能态被填满的真空态的图景”, 并说, 在这种情况下“整个理论变得更复

杂”. 下一节将会说明量子场论的发展如何使反粒子的空穴解释不再必要, 即使不幸的是, 它依旧

在很多教科书中苟延残喘. 引用Julian Schwinger(朱利安·施温格)的话,30a “负能电子的无限海洋

这一图景, 最好视为一个历史古董并忘掉它. ”

(iii) Dirac理论的伟大成功之一是它对电子磁矩的正确预测. 磁矩(1.1.8)是角动量为~/2的带电
点粒子做轨道运动所期望磁矩值的两倍大是相当显著的；直到Dirac理论出现, 因子2一直是个迷.

然而, 在Dirac的论述中, 真的没有什么东西明确地引出了磁矩这个特定值. 在波动方程(1.1.23)电

场和磁场所代入的地方, 我们可以再加上一个“Pauli项”31

𝜅𝛼4 [𝛾
𝜇, 𝛾𝜈 ]𝜓𝐹𝜇𝜈 (1.1.32)

𝜅为任意系数. (𝐹𝜇𝜈是通常的电磁场应力张量, 有𝐹 12 = 𝐵3, 𝐹
01 = 𝐸1等)通过先给自由场方程加

上一正比于[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]
(︀
𝜕2/𝜕𝑥𝜇𝜕𝑥𝜈

)︀
𝜓的项, 很显然, 该项为零, 然后像之前一样做代换(1.1.22), 就可

获得Pauli项. 一个更加现代的方法将简单地认为(1.1.32)项与所有可接受的不变原理一致, 这些原

理中包括Lorentz不变和规范不变, 因而没有理由说明为什么这样的项不应该被包含在场方程中.

(见12.3节)这一项将给出电子磁矩正比于𝜅的额外贡献, 所以除了一个纯粹为形式简单的可能需求,

没有理由期待Dirac理论中的电子磁矩有任何的特定值.

正如我们将在这本书中看到的, 通过量子场论的发展, 这些问题最终都将被解决(或者至少被

阐明).
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1.2 量子场论的诞生

光子是唯一一个在作为粒子之前被当成场探测的粒子. 因此发展量子场论形式体系的第一个

实例与辐射相联系是十分自然的, 直到后来, 才应用到其它粒子和场.

1926年, 在矩阵力学的核心文章之一中, Born, Heisenberg和Jordan32将他们的新方法应用到

自由辐射场中. 简单起见, 他们忽视了电磁波的极化并且在一维空间中处理, 坐标𝑥从0取到𝐿；如

果辐射场𝑢 (𝑥, 𝑡)在端点处被约束从而为零, 那么它的行为和端点固定在𝑥 = 0和𝑥 = 𝐿弦的位移行

为是相同的. 通过类比弦的情况或全电磁场的情况, 哈密顿量取成如下的形式

𝐻 =
1

2

∫︁ 𝐿

0

{︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2

+ 𝑐2
(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂2
}︃
𝑑𝑥 . (1.2.1)

为了将这个表达式简化为平方和, 将场𝑢展为Fourier分量的和, 并且在𝑥 = 0和𝑥 = 𝐿处𝑢 = 0:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=1

𝑞𝑘(𝑡) sin
(︁𝜔𝑘𝑥

𝑐

)︁
, (1.2.2)

𝜔𝑘 ≡
𝑘𝜋𝑐

𝐿
, (1.2.3)

所以

𝐻 =
𝐿

4

∞∑︁

𝑘=1

{︁
𝑞2𝑘(𝑡) + 𝜔2

𝑘𝑞
2
𝑘(𝑡)

}︁
. (1.2.4)

因此弦或场的行为类似于角频率为𝜔𝑘的独立谐振子的和, 其在20年前被Paul Ehrenfest32a(保罗·埃
伦菲斯特)预言.

特别地, 正如粒子力学中那样, 𝑞𝑘(𝑡)的正则共轭“动量”𝑝𝑘(𝑡), 由𝐻是否表述为𝑝和𝑞的函数这一

条件决定, 那么

𝑞𝑘(𝑡) =
𝜕

𝜕𝑝𝑘(𝑡)
𝐻 (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡)) .

这产生“动量”

𝑝𝑘(𝑡) =
𝐿

2
𝑞𝑘(𝑡) (1.2.5)

所以正则对易关系可以重写为

[︁
𝑞𝑘(𝑡), 𝑞𝑗(𝑡)

]︁
=

2

𝐿

[︁
𝑝𝑘(𝑡), 𝑞𝑗(𝑡)

]︁
=

−2𝑖~
𝐿

𝛿𝑘𝑗 , (1.2.6)
[︁
𝑞𝑘(𝑡), 𝑞𝑗(𝑡)

]︁
= 0 . (1.2.7)

另外, 𝑞𝑘 (𝑡)的时间相关性由哈密顿运动方程给定

𝑞𝑘(𝑡) =
2

𝐿
�̇�𝑘(𝑡) = − 2

𝐿

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘(𝑡)
= −𝜔2

𝑘𝑞𝑘(𝑡) . (1.2.8)

通过之前对谐振子的工作, Born, Heisenberg和Jordan是知道方程(1.2.6)—(1.2.8)所定义的矩

阵形式的. 𝑞-矩阵为

𝑞𝑘(𝑡) =

√︃
~
𝐿𝜔𝑘

[︁
𝑎𝑘 exp (−𝑖𝜔𝑘𝑡) + 𝑎†𝑘 exp (+𝑖𝜔𝑘𝑡)

]︁
(1.2.9)
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其中, 𝑎𝑘是一时间无关矩阵而𝑎
†
𝑘是它的厄密伴, 满足如下对易关系

[︁
𝑎𝑘, 𝑎

†
𝑗

]︁
= 𝛿𝑘𝑗 , (1.2.10)

[︁
𝑎𝑘, 𝑎𝑗

]︁
= 0 . (1.2.11)

这些矩阵的行与列由一组正整数𝑛1, 𝑛2, . . . ,标记,每一个整数对应于一个简正模. 矩阵元是

(𝑎𝑘)𝑛′
1,𝑛

′
2,...,𝑛1,𝑛2...

=
√
𝑛𝑘 𝛿𝑛′

𝑘,𝑛𝑘−1

∏︁

𝑗 ̸=𝑘
𝛿𝑛′

𝑗𝑛𝑗
, (1.2.12)

(𝑎†𝑘)𝑛′
1,𝑛

′
2,...,𝑛1,𝑛2... =

√
𝑛𝑘 + 1 𝛿𝑛′

𝑘,𝑛𝑘+1

∏︁

𝑗 ̸=𝑘
𝛿𝑛′

𝑗𝑛𝑗
. (1.2.13)

对于单一简正模, 这些矩阵可以显式地写出来

𝑎 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
1 0 0 . . .

0 0
√
2 0 . . .

0 0 0
√
3 . . .

0 0 0 0 . . .
...

...
...

...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 𝑎† =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .√
1 0 0 0 . . .

0
√
2 0 0 . . .

0 0
√
3 0 . . .

...
...

...
...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(1.2.12)和(1.2.13)满足对易关系(1.2.10)和(1.2.11)的检验是直接的.

一个带有整数分量𝑛1, 𝑛2, . . .的列矢量的物理解释是, 它代表在每个简正模𝑘下有𝑛𝑘个量子的

态. 矩阵𝑎𝑘或𝑎
†
𝑘作用在这样的列矢量上将相应的降低或提升𝑛𝑘一个单位, 但使所有ℓ ̸= 𝑘的𝑛ℓ不

变；它们因此可以解释为, 第𝑘个简振模下, 湮灭或产生一个量子的算符. 特别的, 所有𝑛𝑘等于零的

矢量代表真空态；它被任意𝑎𝑘所湮灭.

通过代入哈密顿量, 这一解释可以进一步被证实. 在(1.2.4)中使用(1.2.9)和(1.2.10)给出

𝐻 =
∑︁

𝑘

~𝜔𝑘
(︁
𝑎†𝑘𝑎𝑘 +

1
2

)︁
. (1.2.14)

那么在𝑛-表象中, 哈密顿量是对角的

(𝐻)𝑛′
1,𝑛

′
2,...,𝑛1,𝑛2...

=
∑︁

𝑘

~𝜔𝑘
(︀
𝑛𝑘 +

1
2

)︀∏︁

𝑗

𝛿𝑛′
𝑗𝑛𝑗

. (1.2.15)

我们看到态的能量正是出现在态中的每个量子能量~𝜔𝑘之和, 再加上一个无限大零点能𝐸0 =
1
2

∑︀
𝑘 ~𝜔𝑘. 将其应用到辐射场, 这个形式体系阐明了, 根据每个简正模中的量子数目𝑛𝑘计数辐射

态的Bose方法.

Born, Heisenberg和Jordan利用这个形式体系导出了黑体辐射中能量涨落的方均根公式. (对

于这个目标, 他们实际上仅使用了对易关系(1.2.6)—(1.2.7). )然而, 不久之后这个方法就应用到一

个更加急迫的问题, 自发辐射速率的计算.

为了领会这里的困难,往回走一点是必要的. 在矩阵力学的首批文章中的一篇, Born和Jordan33

实际上假定了, 一个原子从态𝛽掉落到更低的态𝛼上时, 会像一个经典带电振子那样发生辐射, 类

比振子的位移为

r(𝑡) = r𝛽𝛼 exp (−2𝜋𝑖𝜈𝑡) + r *
𝛽𝛼 exp (2𝜋𝑖𝜈𝑡) , (1.2.16)
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其中

ℎ𝜈 = 𝐸𝛽 − 𝐸𝛼 (1.2.17)

而r𝛽𝛼是联系电子和质子的𝛽, 𝛼矩阵元. 这样一个振子的能量是

𝐸 =
1

2
𝑚
(︁
ṙ2 + (2𝜋𝜈)2 r2

)︁
= 8𝜋2𝑚𝜈2 |r𝛽𝛼|2 . (1.2.18)

一个直接的经典计算就给出了辐射能, 然后除以每个光子的能量ℎ𝜈就给出了光子发射速率

𝐴(𝛽 → 𝛼) =
16𝜋3𝑒2𝜈3

3ℎ𝑐3
|r𝛽𝛼|2 . (1.2.19)

然而, 为什么在处理自发辐射的过程中要使用经典偶极子的辐射公式是不清楚的.

稍后, Dirac34给出了一个尽管直接推导较少但更加可信的想法. 对于一个振荡的经典电磁场,

若频率(1.2.17)中其每频率间隔的能量密度为𝑢, 通过考察处在其中的量子化原子态行为, 他可以

导出吸收与受激辐射的速率𝑢𝐵(𝛼→ 𝛽)和𝑢𝐵(𝛽 → 𝛼)的公式:

𝐵(𝛼→ 𝛽) = 𝐵(𝛽 → 𝛼) ≃ 2𝜋2𝑒2

3ℎ2
|r𝛽𝛼|2 . (1.2.20)

(注意到, 由于r𝛼𝛽正是r *
𝛽𝛼 , 右边的表达式关于态𝛼和𝛽是对称的.) Einstein34a在1917年已经证明

在原子和黑体辐射之间的热平衡几率赋予了自发辐射速率𝐴 (𝛽 → 𝛼)与受激辐射或吸收速率𝑢𝐵一

个关系:

𝐴 (𝛽 → 𝛼) =

(︂
8𝜋ℎ𝜈3

𝑐3

)︂
𝐵 (𝛽 → 𝛼) . (1.2.21)

在这个关系中使用(1.2.20)就立刻得到了Born-Jordan的自发辐射速率结果(1.2.19), 然而, 在导出

仅涉及单原子过程的公式中却需要热力学讨论这一点看起来仍不让人满意.

最终, 在1927年, Dirac35给出了自发辐射的一个全量子力学处理. 在这个处理中, 矢

势A (x, 𝑡)就像在方程(1.2.2)中那样展成简正模, 并且其系数被证明满足类似(1.2.6)的对易关

系. 结果, 自由辐射场的每个态由一组整数𝑛𝑘指定, 每个整数对应于一个简正模, 并且电磁场相互

作用𝑒ṙ ·A的矩阵元采取一个简正模之和的形式, 其矩阵系数正比于由方程(1.2.10)—(1.2.13)定义

的矩阵𝑎𝑘和𝑎
†
𝑘, 这里的关键结果是方程(1.2.13)中的因子

√
𝑛𝑘 + 1；简正模𝑘中的光子数目从𝑛𝑘升

到𝑛𝑘 + 1的跃迁几率正比于这个因子的平方, 即𝑛𝑘 + 1. 但在一个简正模𝑘中有𝑛𝑘个光子的辐射场

中, 每频率间隔内的能量密度𝑢为

𝑢(𝜈𝑘) =

(︂
8𝜋𝜈3𝑘
𝑐3

)︂
𝑛𝑘 × ℎ𝜈𝑘 ,

所以, 在简正模𝑘中的自发辐射速率正比于

𝑛𝑘 + 1 =
𝑐3𝑢(𝜈𝑘)

8𝜋ℎ𝜈3𝑘
+ 1 .

第一项解释为受激辐射的贡献, 而第二项则解释成自发辐射的贡献, Dirac可以总结出受激辐射的

速率𝑢𝐵和自发辐射速率𝐴的比值由Einstein关系, 即方程(1.2.21)给定. 利用他的关于𝐵的早期结

果(1.2.20), Dirac因而能重新导出自发辐射速率𝐴的Born-Jordan公式33(1.2.19). 之后, 通过Victor

Weisskopf(维克托·魏斯科普夫)和Eugene Wigner(尤金·魏格纳)对谱线形状所做的细致研究,36a
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Dirac利用类似的方法给出辐射的散射和原子激发态寿命的量子力学处理,36 Dirac在他的工作中,

将电磁势分为辐射场A和一个静态库仑势𝐴0, 这个形式并不能保证经典电磁学中显然的Lorentz不

变和规范不变. 稍后, 这些结果被Enrico Fermi(恩里科·费米)36b置于了一个更加坚实的基础之上.

20世纪30年代的很多物理学家从Fermi的1932年的综述文章中学会了他们的量子电动力学.

𝑞和𝑝的对易关系或𝑎和𝑎†的对易关系的使用也产生了关于量子理论Lorentz不变性的问题.

Jordan 和Pauli37在1928年证明了, 场在不同时空点的对易子实际上是Lorentz不变. (这些对易子

将在第5章计算. )之后, Bohr和Leon Rosenfeld(利昂·罗森菲尔德)38利用一些精巧的思想实验证明

了, 对于类时间隔时空点, 这些对易关系表述了对我们测量场的能力的限制.

在成功量子化电磁场之后不久, 这些技巧就被应用到其它场. 起初, 这被视为“二次量子化”;

所要被量子化的场是单粒子量子力学中使用的波函数, 例如电子的Dirac波函数. 这个方向上的第

一步似乎是Jordan在1927年作出的.39 Jordan和Wigner在1928年提出了一个显著的要素.40 他们

认为Pauli不相容原理阻止了电子在任意简正模𝑘中的占有数𝑛𝑘(算上自旋和位置变量)取除0和1以

外的任何值. 因此, 电子场不能展开为满足对易关系(1.2.10)和(1.2.11)的算符的叠加, 这是因为这

些关系要求𝑛𝑘取从0到∞ 的任意整数值. 他们转而认为电子场应该展开为满足如下反对易关系的

算符𝑎𝑘, 𝑎
†
𝑘的和

𝑎𝑘𝑎
†
𝑗 + 𝑎†𝑗𝑎𝑘 = 𝛿𝑗𝑘 , (1.2.22)

𝑎𝑘𝑎𝑗 + 𝑎𝑗𝑎𝑘 = 0 . (1.2.23)

这个关系可以被一个矩阵满足, 这个矩阵由一组整数𝑛1, 𝑛2, . . .标记, 每一个整数对应一个简正模,

每个整数仅取值0或1:

(𝑎𝑘)𝑛′
1,𝑛

′
2,...,𝑛1,𝑛2...

=

{︃
1 𝑛′𝑘 = 0, 𝑛𝑘 = 1, 对于𝑗 ̸= 𝑘, 𝑛′𝑗 = 𝑛𝑗

0 其它,
(1.2.24)

(𝑎†𝑘)𝑛′
1,𝑛

′
2,...,𝑛1,𝑛2... =

{︃
1 𝑛′𝑘 = 1, 𝑛𝑘 = 0, 对于𝑗 ̸= 𝑘, 𝑛′𝑗 = 𝑛𝑗

0 其它.
(1.2.25)

例如, 对于一个单一简正模, 我们仅有两行两列, 对应于𝑛′和𝑛的值0和1; 矩阵𝑎和𝑎†的形式为

𝑎 =

[︃
0 0

1 0

]︃
, 𝑎† =

[︃
0 1

0 0

]︃
.

读者可以检查(1.2.24)和(1.2.25)确实满足对易关系(1.2.22)和(1.2.23).

由整数𝑛1,𝑛2,. . .所表征的列矢量的含义与玻色子相同, 即在每个简正模𝑘上有𝑛𝑘个量子的态.

当然, 所不同的是, 由于每个𝑛𝑘仅能取值0和1, 在每个简正模上最多有1个量子, 这正是Pauli不相

同原理所要求的. 另外, 如果简正模𝑘上已经有一个量子, 𝑎𝑘将会消灭这个量子, 否则给出零；除

非简正模𝑘上已经有量子, 否则𝑎†将会产生一个量子, 如果简正模上有量子则给出0. 很久以后,

Fierz(菲尔兹)和Pauli40a证明了, 选择对易关系还是选择反对易关系由粒子的自旋单独决定: 对于

像光子那样自旋为整数的粒子必须使用对易子, 而对于像电子那样自旋为半整数的粒子则必须使

用反对易子. (在第5章将会以一种不同的方式证明它. )

一般量子场的理论首次在1929年Heisenberg和Pauli的两篇综合文章中提出.41 他们工作的出

发点是将正则体系应用到场本身, 而不是出现在场中的简正模的系数. Heisenberg和Pauli令拉格
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朗日量𝐿为一个定域函数的空间积分, 这个函数是场和场的时空导数的函数; 那么当场变化时作用

量
∫︀
𝐿𝑑𝑡应该是稳相的这一原理决定了场方程; 而对易关系通过一个假设决定: 拉格朗日量相对于

任意场的时间导数的变分导数, 其行为类似于共轭于这个场的“动量”(对于费米场, 对易关系变成

反对易关系). 他们继续将这个普遍的形式体系应用到电磁场和Dirac场, 并且探讨了不同的不变性

和守恒率, 包括荷的守恒, 动量的守恒与能量的守恒, 以及Lorentz不变性和规范不变性.

Heisenberg-Pauli体系显然与我们第7章所描述的是相同的, 因而现今我们将讨论限于一个例

子, 这个例子在本节后面是非常有用的. 对于一自由复标量场𝜑(𝑥), 拉格朗日量取为

𝐿 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
�̇�†�̇�− 𝑐2 (∇𝜑)† · (∇𝜑)−

(︂
𝑚𝑐2

~

)︂2

𝜑†𝜑

]︃
. (1.2.26)

如果我们使𝜑(𝑥)有一无限小变分𝛿𝜑(𝑥), 拉格朗日量的变化为

𝛿𝐿 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
�̇�†𝛿�̇�+ �̇�𝛿�̇�† − 𝑐2∇𝜑† ·∇𝛿𝜑− 𝑐2∇𝜑 ·∇𝛿𝜑†

−
(︂
𝑚𝑐2

~

)︂2

𝜑†𝛿𝜑−
(︂
𝑚𝑐2

~

)︂2

𝜑𝛿𝜑†

]︃
. (1.2.27)

在使用稳相作用量原理时, 假定了场的变分应在积分的时空区域的边界处是为零的. 因此, 在计算

作用量
∫︀
𝐿𝑑𝑡的变化时, 我们可以立刻使用分部积分, 得到

𝛿

∫︁
𝐿𝑑𝑡 = 𝑐2

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
𝛿𝜑†

(︂
�−

(︁𝑚𝑐
~

)︁2)︂
𝜑+ 𝛿𝜑

(︂
�−

(︁𝑚𝑐
~

)︁2)︂
𝜑†
]︂
.

因为对于任意的𝛿𝜑†和𝛿𝜑, 上式必须为零, 所以𝜑必须满足熟悉的相对论波动方程
[︂
�−

(︁𝑚𝑐
~

)︁2]︂
𝜑 = 0 (1.2.28)

以及上式的伴方程. 场𝜑和𝜑†的正则共轭“动量”由𝐿相对于�̇�和�̇�†的变分导数决定, 我们可以

从(1.2.27)看出

𝜋 ≡ 𝛿𝐿

𝛿�̇�
= �̇�† , (1.2.29)

𝜋† ≡ 𝛿𝐿

𝛿�̇�†
= �̇� . (1.2.30)

这些场变量满足通常的正则对易关系, 不过克罗内克𝛿-符号由一个𝛿-函数所替代
[︁
𝜋 (x, 𝑡) , 𝜑 (y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜋† (x, 𝑡) , 𝜑† (y, 𝑡)

]︁
= −𝑖~𝛿3 (x− y) , (1.2.31)

[︁
𝜋 (x, 𝑡) , 𝜑† (y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜋† (x, 𝑡) , 𝜑 (y, 𝑡)

]︁
= 0 , (1.2.32)

[︁
𝜋 (x, 𝑡) , 𝜋 (y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜋† (x, 𝑡) , 𝜋† (y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜋 (x, 𝑡) , 𝜋† (y, 𝑡)

]︁
= 0 , (1.2.33)

[︁
𝜑 (x, 𝑡) , 𝜑 (y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜑† (x, 𝑡) , 𝜑† (y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜑 (x, 𝑡) , 𝜑† (y, 𝑡)

]︁
= 0 . (1.2.34)

这里的哈密顿量由所有的正则动量乘以相应场的时间导数之积的“和”, 再减去拉格朗日量(就像

粒子力学中那样)得到:

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
𝜋�̇�+ 𝜋†�̇�†

]︁
− 𝐿 (1.2.35)
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或者, 利用(1.2.26),(1.2.29)和(1.2.30):

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
𝜋†𝜋 + 𝑐2 (∇𝜑)† · (∇𝜑) +

(︂
𝑚2𝑐4

~2

)︂
𝜑†𝜑

]︂
. (1.2.36)

在Heisenberg和Pauli的文章之后, 再差一个元素, 量子场论就能达到它最终的“战前”形式:

负能态问题的解. 在上一节我们看到, 在1930年Heisenberg-Pauli的文章发表的时候, Dirac已经提

出了电子负能态是被填满的, 所剩的只是负能态海洋中可以观测的空穴, 而不是电子负能态本身.

1932年正电子的发现似乎巩固了Dirac的想法, 这之后, 他的“空穴理论”被用来计算几个微扰论

的最低阶过程, 其中包括电子-正电子对的产生和散射.

同时, 大量的工作发展了Lorentz不变性非常显然的形式体系. 最有影响的工作是Dirac, Vl-

-adimir Fock(弗拉基米尔·福克)和Boris Podolsky(鲍里斯·波尔多斯基)42的“多时(many-time)”

体系, 在这个体系中, 态矢由一波函数表示, 这一波函数依赖于所有的, 无论是正能的还是负能的,

电子的时空和自旋坐标. 在这个形式体系中, 负能电子和正能电子的总数是守恒的, 例如, 一个电

子-正电子对的产生被描述为负能态电子到正能态的激发, 而电子和正电子的湮灭被描述成相对

应的退激发. 多时体系的优点在于显然的Lorentz不变性, 但它有一些缺点: 尤其是, 以量子化电

磁场所描述的光子的处理, 与电子和正电子的处理相比有一深刻的差异. 不是所有的物理学家认

为这是个缺点；不像电磁场, 电子场并没有一个经典极限, 所以关于它的物理意义存在疑问. 另

外, Dirac42a确信场是我们观测粒子的方法, 所以他不期望粒子和场可以通过相同的形式描述. 尽

管我不知道这在当时是否困扰了所有人, 但多时体系有一更实际的缺点: 对于类似核衰变的过

程, 产生了一个电子和反中微子却没有产生相伴的正电子或中微子, 用这一体系描述是困难的.

Fermi43对Beta衰变中电子能量分布所做的正确计算当得上是量子场论的早期成就之一.

为了例证Dirac空穴理论与电子的量子场理论之间的等效性, 需要一个由Fock,43a Wendell

Furry(温德尔·弗里)和Oppenheimer(奥本海默)44在1933-1934年所提出的重要概念. 为了从一个

更现代的观点接触这一概念, 假定我们尝试建立一个电子场, 这个电子场类似于电磁场或Born-

Heisenberg-Jordan场(1.2.2). 由于电子携带电荷, 我们不能将湮灭算符和产生算符混在一起, 因而

我们尝试将场写为

𝜓(𝑥) =
∑︁

𝑘

𝑢𝑘(x)𝑒
−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑎𝑘 , (1.2.37)

其中𝑢𝑘 (x) 𝑒
−𝑖𝜔𝑘𝑡是Dirac方程(1.1.13)的一个正交平面波解的完全集(𝑘现在标记3-动量, 自旋和能

量的符号):

H 𝑢𝑘 = ~𝜔𝑘𝑢𝑘 , (1.2.38)

H ≡ −𝑖~𝑐𝛼 ·∇+ 𝛼4𝑚𝑐
2 , (1.2.39)

∫ 𝑢†𝑘𝑢ℓ 𝑑3𝑥 = 𝛿𝑘ℓ , (1.2.40)

而𝑎𝑘是相对应的湮灭算符, 其满足Jordan-Wigner反对易关系(1.2.22)—(1.2.23). 根据“二次量子

化”或Heisenberg和Pauli的正则量子化步骤的想法, 用量子化场(1.2.37)取代“波函数”, 然后计

算H的“期望值”以得到哈密顿量

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝜓†H 𝜓 =

∑︁

𝑘

~𝜔𝑘𝑎†𝑘𝑎𝑘 . (1.2.41)
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当然,问题是,这并非一个正定算符—尽管算符𝑎†𝑘𝑎𝑘仅取正的本征值1和0(见方程(1.2.24)和(1.2.25)),

但𝜔𝑘的一半是负的. 为了克服这个困难, Furry和Oppenheimer采取Dirac的想法:42 正电子是负能

电子的缺失；反对易关系在产生和湮灭算符之间是对称的, 所以, 他们定义正电子的产生湮灭算

符为相应的负能电子的湮灭产生算符

𝑏†𝑘 ≡ 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ≡ 𝑎†𝑘 (对于𝜔𝑘 < 0) (1.2.42)

其中𝑏上的指标𝑘代表一个正能电子模, 其动量与自旋与电子模𝑘的动量与自旋相反. 那么,

Dirac场(1.2.37)可以重写为

𝜓(𝑥) =
∑︁

𝑘

(+)𝑎𝑘𝑢𝑘(𝑥) +
∑︁

𝑘

(−)𝑏†𝑘𝑢𝑘(𝑥) , (1.2.43)

其中(+)和(−)分别代表𝜔𝑘 > 0的简正模𝑘与𝜔𝑘 < 0的简正模𝑘的和, 以及𝑢𝑘(𝑥) ≡ 𝑢𝑘(x)𝑒
−𝑖𝜔𝑘𝑡. 类

似地, 利用𝑏的反对易关系, 我们将能量算符(1.2.41)重写为

𝐻 =
∑︁

𝑘

(+)~𝜔𝑘𝑎†𝑘𝑎𝑘 +
∑︁

𝑘

(−)~𝜔𝑘𝑏†𝑘𝑏𝑘 + 𝐸0 , (1.2.44)

其中𝐸0是无限大c-数

𝐸0 = −
∑︁

𝑘

(−)~ |𝜔𝑘| . (1.2.45)

为了使这个重定义不仅仅是个形式, 还必须将物理真空指定为不包含正能电子或正电子的态Ψ0:

𝑎𝑘Ψ0 = 0 (𝜔𝑘 > 0) , (1.2.46)

𝑏𝑘Ψ0 = 0 (𝜔𝑘 < 0) . (1.2.47)

因此, (1.2.44)所给出的𝐸0正是真空能. 如果我们测量任意相对于真空能𝐸0的能量, 那么物理能量

算符是𝐻 − 𝐸0；并且方程(1.2.44)证明这是一个正定的算符.

零自旋的带电粒子的负能态问题也被解决了, 这一工作是由Pauli和Weisskopf45在1934年做

出的, 他们的文章部分是为了挑战负能态被占满的Dirac图景. 在这里, 产生湮灭算符满足对易关

系而非反对易关系, 所以, 就像费米子那样的情况, 自由地交换这些算符的作用是不可能的. 转而,

我们必须要返回到Heisenberg-Pauli正则体系41中以决定不同简正模的那个系数是产生算符还是

湮灭算符.

Pauli和Weisskopf在一个空间体积𝑉 ≡ 𝐿3的正方体内将自由带荷标量场展成了平面波:

𝜑(x, 𝑡) =
1√
𝑉

∑︁

k

𝑞(k, 𝑡)𝑒𝑖k·x (1.2.48)

波数由周期性边界条件所约束, 即𝑗 = 1, 2, 3的量𝑘𝑗𝐿/2𝜋应该是一组三个正整数或负整数. 类似地,

正则共轭变量(1.2.29)被展为

𝜋(x, 𝑡) ≡ 1√
𝑉

∑︁

k

𝑝(k, 𝑡)𝑒−𝑖k·x . (1.2.49)

指数上放进负号是为了使(1.2.29)变成:

𝑝(k, 𝑡) = 𝑞†(k, 𝑡) . (1.2.50)
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Fourier逆公式给出

𝑞(k, 𝑡) =
1√
𝑉

∫︁
𝑑3𝑥 𝜑(x, 𝑡)𝑒−𝑖k·x , (1.2.51)

𝑝(k, 𝑡) =
1√
𝑉

∫︁
𝑑3𝑥 𝜋(x, 𝑡)𝑒+𝑖k·x , (1.2.52)

因此, 对于𝑞和𝑝, 正则对易关系(1.2.31)-(1.2.34)给出:

[︁
𝑝(k, 𝑡), 𝑞(l, 𝑡)

]︁
=

−𝑖~
𝑉

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒𝑖k·x𝑒−𝑖l·x = −𝑖~𝛿kl (1.2.53)

[︁
𝑝(k, 𝑡), 𝑞†(l, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝑝(k, 𝑡), 𝑝(l, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝑝(k, 𝑡), 𝑝†(l, 𝑡)

]︁

=
[︁
𝑞(k, 𝑡), 𝑞(l, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝑞(k, 𝑡), 𝑞†(l, 𝑡)

]︁
= 0 (1.2.54)

以及其它的一些关系, 那些关系可以通过取上式的厄密共轭得到. 通过将(1.2.48)和(1.2.49)代入哈

密顿量公式(1.2.36), 我们同样可以将这个算符写成𝑝和𝑞的形式:

𝐻 =
∑︁

k

[︁
𝑝†(k, 𝑡)𝑝(k, 𝑡) + 𝜔2

k𝑞
†(k, 𝑡)𝑞(k, 𝑡)

]︁
, (1.2.55)

其中

𝜔2
k ≡ 𝑐2k2 +

(︂
𝑚𝑐2

~

)︂2

. (1.2.56)

那么, 𝑝的时间导数由哈密顿方程给出

�̇�(k, 𝑡) = − 𝜕𝐻

𝜕𝑞(k, 𝑡)
= −𝜔2

k𝑞
†(k, 𝑡) (1.2.57)

(同时也给出了它的伴方程), 根据方程(1.2.50), 这个方程等价于Klein-Gordon-Schrödinger波动方

程(1.2.28).

我们看到, 正如1926年Born, Heisenberg和Jordan4的模型中那样, 自由场行为类似于无限多

个耦合谐振子. Pauli和Weisskopf可以构建算符𝑝和𝑞, 通过引入两类分别对应粒子和反粒子的产生

湮灭算符𝑎, 𝑏, 𝑎†, 𝑏†,使得𝑝和𝑞满足对易关系(1.2.53)-(1.2.54)以及“运动方程”(1.2.50)和(1.2.57):

𝑞(k, 𝑡) = 𝑖

√︃
~

2𝜔k

[︁
𝑎(k) exp(−𝑖𝜔k𝑡)− 𝑏†(k) exp(𝑖𝜔k𝑡)

]︁
(1.2.58)

𝑝(k, 𝑡) =

√︂
~𝜔k

2

[︁
𝑏(k) exp(−𝑖𝜔k𝑡) + 𝑎†(k) exp(+𝑖𝜔k𝑡)

]︁
(1.2.59)

其中

[︁
𝑎(k), 𝑎†(l)

]︁
=
[︁
𝑏(k), 𝑏†(l)

]︁
= 𝛿kl , (1.2.60)

[︁
𝑎(k), 𝑎(l)

]︁
=
[︁
𝑏(k), 𝑏(l)

]︁
= 0 , (1.2.61)

[︁
𝑎(k), 𝑏(l)

]︁
=
[︁
𝑎(k), 𝑏†(l)

]︁
=
[︁
𝑎†(k), 𝑏(l)

]︁

=
[︁
𝑎†(k), 𝑏†(l)

]︁
= 0 . (1.2.62)
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检查这些算符是否真的满足所希望的关系(1.2.53), (1.2.54), (1.2.50), 和(1.2.57)是直接的.

场(1.2.48)可以重写为

𝜑(x, 𝑡) =
𝑖√
𝑉

∑︁

k

√︃
~

2𝜔k

[︁
𝑎(k) exp(𝑖k · x− 𝑖𝜔k𝑡)

− 𝑏†(−k) exp(−𝑖k · x+𝑖𝜔k𝑡)
]︁

(1.2.63)

并且, 哈密顿量(1.2.55)采取这样的形式

𝐻 =
∑︁

k

1

2
~𝜔k

[︁
𝑏†(k)𝑏(k) + 𝑏(k)𝑏†(k) + 𝑎†(k)𝑎(k) + 𝑎(k)𝑎†(k)

]︁

或者, 利用(1.2.60)-(1.2.62)

𝐻 =
∑︁

k

~𝜔k

[︁
𝑏†(k)𝑏(k) + 𝑎†(k)𝑎(k)

]︁
+ 𝐸0 , (1.2.64)

其中𝐸0是无限大c-数

𝐸0 ≡
∑︁

k

~𝜔k . (1.2.65)

两类不同的算符𝑎和𝑏, 其在哈密顿量中以精确相同形式出现, 这证明了它是一个有两种相同质量

粒子的理论. 正如Pauli和Weisskopf所强调的, 这两个变量可以等价为粒子和对应的反粒子, 并且

如果带荷, 则会有反荷. 因此, 正如我们之上所强调的, 零自旋的玻色子和自旋1/2的费米子可以有

明显的反粒子, 不过对于玻色子, 其反粒子不能等效为负能粒子海中的空穴.

现在, 不管是𝑎和𝑏还是𝑎†和𝑏†, 通过取对易关系在真空态Ψ0上的期望值, 我们均可以称其为湮

灭算符. 例如, 如果𝑎†k是湮灭算符, 那么其作用在真空态上给出0, 所以(1.2.60)的真空期望值将给

出

− ||𝑎(k)Ψ0||2 =
(︁
Ψ0,

[︁
𝑎(k), 𝑎†(k)

]︁
Ψ0

)︁
= +1 (1.2.66)

这与左边必须是负定的要求相矛盾. 用这种方法我们得出结论: 𝑎k和𝑏k才是湮灭算符, 并且因此

𝑎(k)Ψ0 = 𝑏(k)Ψ0 = 0 . (1.2.67)

这与所有的对易关系式一致. 因此正则体系迫使场(1.2.58)中𝑒+𝑖𝜔𝑡的系数是一产生算符, 正如它在

自旋1/2的Furry-Oppenheimer体系中所扮演的角色.

方程(1.2.64)和(1.2.67)现在告诉我们𝐸0是真空态的能量. 如果我们测量任意相对于𝐸0的能量,

那么, 物理能量算符是𝐻 − 𝐸0, 并且(1.2.64)又一次证明它是正定的.

什么问题为Dirac提供了出发点呢？负几率问题. 正如Dirac意识到的, 唯一的几率密度量𝜌,

由Klein-Gordon-Schrödinger自由标量方程(1.2.28)的解构成, 并满足一个形式为(1.1.10)的守恒率,

必须正比于如下的量

𝜌 = 2 Im

[︂
𝜑†
𝜕𝜑

𝜕𝑡

]︂
(1.2.68)

因此它不一定是正定的量. 类似的, 在“二次量子化”理论中, 其中𝜑由方程(1.2.64)给定, 𝜌不是一

个正定算符. 由于这里𝜑† (𝑥)并不与�̇� (𝑥)对易, 所以我们可以以不同的方式写出(1.2.68), 它们之间

相差一个无限大的常数, 将其写为如下的形式被证明是方便的

𝜌 =
𝑖

~

[︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡
𝜑† − 𝜕𝜑†

𝜕𝑡
𝜑

]︂
. (1.2.69)
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这个算符的空间积分是很容易被计算的

𝑁 ≡
∫︁
𝜌𝑑3𝑥 =

∑︁

k

(︁
𝑎† (k) 𝑎 (k)− 𝑏† (k) 𝑏 (k)

)︁
(1.2.70)

显然其有两种符号的本征值.

然而, 在某种程度上, 这个发生在自旋零量子场论中的问题也出现在自旋1/2的量子场论中,

Dirac场的密度算符𝜓†𝜓确实是一正定算符, 但是为了构建一个物理的密度, 我们应该扣除已满电

子态的贡献. 特别的, 利用平面波分解(1.2.43), 我们可以将总密度算符写为

𝑁 ≡
∫︁
𝑑3𝑥𝜓†𝜓 =

∑︁

𝑘

(+)𝑎† (k) 𝑎 (k) +
∑︁

𝑘

(−)𝑏 (k) 𝑏† (k) .

𝑏的反对易关系允许我们将其重写为

𝑁 −𝑁0 =
∑︁

𝑘

(+)𝑎†k𝑎k −
∑︁

𝑘

(−)𝑏†k𝑏k , (1.2.71)

其中𝑁0是无限大常数

𝑁0 =
∑︁

𝑘

(−)1 . (1.2.72)

根据方程(1.2.46)和方程(1.2.47), 𝑁0是真空中的粒子数, 所以, Furry和Oppenheimer推断出物理的

数算符应是𝑁 −𝑁0, 并且, 现在它既有负的本征值又有正的本征值, 正如自旋零.

量子场论对于这个问题所提出的解答是: 无论是Furry和Oppenheimer的𝜓还是Pauli和Weiss-

-kopf的𝜑, 它们均不是必须要定义守恒正几率密度的几率振幅. 反而, 用以张开物理Hilbert空间的

态, 被定义为每个模下所包含的粒子和/或反粒子的数目是确定的. 如果Φ𝑛是这样态的正交完全

集, 那么在任意态Ψ下粒子数目的测定将会得出一个发现系统在Φ𝑛态的几率, 形式为

𝑃𝑛 = |(Φ𝑛,Ψ)|2 , (1.2.73)

其中, (Φ𝑛,Ψ)是通常的Hilbert空间标量积. 因此, 对于任何自旋, 负几率不会引出关于概率的任何

问题. 波动场𝜑, 𝜓等根本不是几率密度, 而是在不同简正模下产生或湮灭粒子的算符. 如果“二次

量子化”这个错误表述被永久的废除那真是一件好事.

特别的, 方程(1.2.46)和(1.2.47)的算符𝑁和𝑁 − 𝑁0并不解释为总几率, 而是数算符: 明确一

点, 是粒子与反粒子之差的数目. 对于带荷粒子, 荷的守恒迫使荷算符正比于这些数算符, 所

以(1.2.70)和(1.2.71)中的负号允许我们立即推断出粒子和反粒子有相反的荷. 在这个场论的形式

体系中, 相互作用对哈密顿量的贡献项是场变量的三阶, 四阶或者更高阶的项, 而不同过程的速率

通过在一个时间相关微扰论下使用这些相互作用算符给定. 以上的简短评论所描述的概念性框架

将充当本书中大多数工作的基础.

尽管它有如此明显的优点, 量子场论并没有立即取代空穴理论；反而, 在一段时期内这

两种观点共存, 并且场论思想和空穴理论思想的多种结合被用来计算物理反应速率. 在这个

时期, 对于不同过程截面的一些计算到了最低的𝑒2阶, 例如, 1929年Klein和Nishina(仁科)所做

的𝑒− + 𝛾 → 𝑒− + 𝛾；1930年Dirac所做的𝑒+ + 𝑒− → 2𝛾；1932年Møller(穆勒)所做的𝑒− + 𝑒− →
𝑒−+𝑒−；1934年Bethe(贝特)和Heitler(海特勒)所做的𝑒−+𝑍 → 𝑒−+𝛾+𝑍和𝛾+𝑍 → 𝑒++𝑒−+𝑍(其
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中𝑍代表重原子的库仑场)；1936年Bhabha(巴巴)所做的𝑒+ + 𝑒− → 𝑒+ + 𝑒−. (这样过程的计算过

程被放在了第8章, 并且在那里对于电子-光子散射过程进行了详细的求解. )这些最低阶的计算给

出了有限的结果, 与实验数据基本相合.

然而, 对量子场论普遍不满意的感觉(无论是否以空穴理论的形式)持续了整个20世纪30年

代. 其原因之一是量子电动力学对宇宙射线簇射中带荷粒子贯穿能力的明显的错误解释, 这一事

实在1936年由Oppenheimer和Franklin Carlson(富兰克林·卡尔森)注意到. 与第一个相比, 不满意

的原因表现为新粒子和新相互作用的连续发现. 我们已经提到的有: 电子, 光子, 正电子, 中微

子, 当然, 以及氢原子的核——质子. 贯穿20世纪20年代始终, 大家普遍相信重核是由质子和电

子构成的, 但是很难明白一个类似电子的轻粒子是如何被禁闭在核内的. 这一图景的又一严重

困难是在1931年由Ehrenfest和Oppenheimer指出的: 对于普通氮元素的核N14, 为了使其有原子

数7和原子重量14, 则氮核将必须由14个质子和7个电子构成, 并且因而不得不是一个费米子, 这

与N14是玻色子的分子光谱实验结果相矛盾. 这个问题(以及其他问题)在1932年因为中子的发现,

以及Heisenberg随后的核是由质子和中子构成而非质子和电子这一提议而被解决. 一个强的非电

磁的短距力作用在中子和质子之上以使核聚在一起是显然的.

在Beta衰变的Fermi理论成功之后, 几个作者推测核力可以解释为由于电子和中微子交换的

理论. 几年后, 在1935年, Hideki Yukawa(汤川秀树)提出一个相当不同的核力的量子场论. 在一个

著名的经典计算中, 他发现带核(质子或中子)标量场的相互作用将会产生一个中子-中子势, 依赖

于核间距𝑟, 由如下方程给定

𝑉 (𝑟) ∝ 1

𝑟
exp (−𝜆𝑟) (1.2.74)

而非电子场所产生的1/𝑟的库仑势. 在Yukawa的标量场方程中, 𝜆作为一个参量而被引入, 并

且当这个方程被量子化之后, Yukawa发现它描述了质量为~𝜆/𝑐的粒子. 根据核内强相互作用

的观测范围, Yukawa估计~𝜆/𝑐的量级是电子质量的200倍. 在1937年, 这样的“介子”在云室

中被Seth Neddermeyer(赛斯·尼德迈尔)和Anderson以及Jabez Curry Street(杰贝兹·柯里·斯特里
特)和Edward Carl Stevenson(爱德华·卡尔·史蒂文森)发现, 并且普遍认为它们正是Yukawa的假设

粒子.

介子的发现显示宇宙射线簇射中的带电粒子并不全是电子, 并且因此解决了这些簇射中困

扰Oppenheimer和Carlson的问题. Lothar Nordheim(洛塔尔·诺德海姆)在1939年指出, 通过相同的

强相互作用, 介子在高海拔中大量的产生(Yukawa理论的要求)本应导致大气层中介子的吸收, 这

与它们在低海拔处大量出现的结果相矛盾. 在1947年, Marcello Conversi(马尔塞洛·孔韦尔西),

Ettore Pancini(埃托雷·潘西尼)和Oreste Piccioni(奥雷斯特·皮西奥尼)的一个实验中证明, 在低海

拔处, 在宇宙射线中占主导地位的介子实际上与核子的相互作用非常弱, 因而不能与Yukawa粒

子等同. 这个谜题被一个理论提议, 以及随后它的实验所证实, 这个实验由Cesare Lattes(凯撒·拉
特斯), Occhialini(奥基亚利尼)和Cecil Powel(塞西尔·鲍威尔)所做—有两类介子, 它们的质量存在

轻微的差异: 重的(现在称为𝜋介子)有强相互作用并在核力中扮演Yukawa所想象的角色；轻的(现

在称为𝜇介子或𝜇子)仅有弱作用和电磁作用, 并且在海平面处的宇宙射线中占主导地位, 在𝜋介

子的衰变产生. 在同一年, 1947年, 宇宙射线中的新粒子(现在知道是𝐾介子和超子)被George

Rochester(乔治·罗切斯特)和Clifford Butler(克利福德·巴特勒)全部发现. 从1947年起直到现在,

粒子不断地被发现, 其种类令人眩晕, 但是去追溯它们的来历将会使我们脱离目前所研究的范围.

这些发现显然的证明了任何被限制在光子, 电子和正电子的概念框架太过于狭窄, 以至于不能严

格地作为一个基础理论. 但是一个更加重要的障碍被一个纯理论问题—无限大的问题展示出来.
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1.3 无限大的问题

量子场论所处理的场𝜓 (𝑥)在时空点𝑥消灭或产生粒子. 经典电子论的早期经验提供了一个警

示: 一个点电子将会有一个无限大的电磁自质量；对于电荷分布在半径为𝑎的球面上的电子, 这个

质量是𝑒2/6𝜋𝑎𝑐2, 因此当𝑎 → 0时奇异. 令人失望的是, 这个问题在量子场论的早期更加严重的出

现了, 尽管在这个理论随后的发展中, 它被极大地改善了, 但依旧留存至今.

量子场论中的无限大问题第一次被注意到, 是在Pauli和Heisenberg1929-1930年的文章中. 不

久之后, 无限大的出现在Oppenheimer的束缚电子的电磁自能计算中被证实了, 对于自由电子, 则

是IvarWaller(伊瓦尔·沃勒)发现的. 他们使用了普通的二阶微扰论, 不过这个微扰论中含有一个由

电子和光子组成的中间态: 例如在氢原子的第𝑛个能级中的电子, 它对能量𝐸𝑛偏移为

Δ𝐸𝑛 =
∑︁

𝑚,𝜆

∫︁
𝑑3𝑘

|⟨𝑚;k, 𝜆|𝐻 ′ |𝑛⟩|2
𝐸𝑛 − 𝐸𝑚 − |k| 𝑐 , (1.3.1)

其中求和与积分取遍所有的中间电子态𝑚, 光子螺度𝜆和光子动量k, 而𝐻 ′是哈密顿量中表示辐射

与电子相互作用的项. 这个计算所给出的自能是形式上发散的；更进一步；如果通过扔掉那些光

子波数大于1/𝑎的中间态以去掉发散, 那么自能行为当𝑎 → 0时类似于1/𝑎2. 这类无限大通常被称

为紫外发散, 这是因为它们是由那些包含波长非常短的粒子的中间态引起的.

这些处理电子的计算, 所依照的规则是负能态没有被填满的原始Dirac理论. 几年后, Weis-

skopf在新的空穴论中重复计算了电子自质量的计算. 在这个情况下, 又一新的项出现在二阶微

扰论中, 这一项以非空穴理论语言可以描述为, 产生于电子在它的末态中与光子, 正电子第一次

从真空中出现的过程, 这个正电子随后与初始的电子湮灭掉了. 最初, Weisskopf发现一个关于光

子波数截断1/𝑎的一个1/𝑎2的依赖关系. 在那时, Carlson和Furry(在Pauli的建议下)实现了相同的

计算. 在看到Weisskopf的结果后, Furry意识到尽管Weisskopf引入了他和Carlson所忽视的静电项,

Weisskopf却在磁性自能的计算中犯了一个新错误. 从Furry那里听到这件事之后, Weisskopf纠正

了自己的错误, 然后他发现在总质量偏移中的1/𝑎2项被抵消了！然而, 尽管这个无穷大被抵消了,

另一无穷大留了下来: 在波数截断1/𝑎下, 自质量被发现为

𝑚𝑒𝑚 =
3𝛼

2𝜋
𝑚 ln

(︂
~
𝑚𝑐𝑎

)︂
, (1.3.2)

与经典的1/𝑎关系或者早期量子的1/𝑎2关系相比, ln 𝑎对于截断的依赖变弱了, 在那时是有点鼓舞

人心的, 稍后, 在重整化理论的发展中, 这变得极其重要.

一个相当不同的无限大显然是由Dirac在1933年发现的. 他考察一个静态近均匀外电荷密

度𝜀 (x)在真空上的效应, 这里的真空指的是用于填满空穴理论中负能级的电子. 𝜀 (x)与负能电子

的电荷密度之间的库仑作用产生了一个“真空极化”, 其感应电荷密度为

𝛿𝜀 = 𝐴𝜀+𝐵

(︂
~
𝑚𝑐

)︂2

∇2𝜀+ · · · . (1.3.3)

常数𝐵是有限的, 并且为𝛼量级. 另一方面, 𝐴是对数发散的, 量级为𝛼 ln 𝑎, 其中1/𝑎是波数截断.

无限大似乎也出现在一个相关的问题上, 即光与光的散射. Hans Euler(汉斯·欧拉), Bernard

Kockel(伯纳德·库卡尔)和Heisenberg在1938-1939年证明了, 通过使用Dirac和Heisenberg早期所建
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议的多少有点任意的方案, 这些无穷大可以被消除. 他们针对由虚电子-正电子对产生的非线性电

磁效应计算了有限拉格朗日量密度:

L =
1

2

(︁
E2 −B2

)︁
+

𝑒4~
360𝜋2𝑚2

𝑒𝑐
7

[︁(︁
E2 −B2

)︁2
+ 7
(︁
E ·B

)︁2]︁
+ · · · , (1.3.4)

上式适用的频率𝜈 ≪ 𝑚𝑒𝑐
2/ℎ. 不久之后, Nicholas Kemmer(尼古拉斯·克默尔)和Weisskopf展示了

一个讨论: 在这种情况下, 无限大是假的, 并且在没有任何削减方案下可以导出(1.3.4)

与无限大的斗争中, 一个闪光点是红外发散的成功处理, 这些发散来自于积分区域的低能部

分而非高能部分. 在1937年, Felix Bloch(费利克斯·布鲁赫)和Arne Nordsieck(阿恩·诺德西克)证明

了在提供一个可以有任意数目的低能光子产生的过程后, 这些发散会被抵消. 这些将在第13章以

一个现代的形式讨论.

另一无限大出现在1939年, Sidney Michael Dancoff(西德尼·迈克尔·丹科夫)所做的电子在一

个原子的静库仑场散射的辐射修正计算. 这个计算包含一个错误(有一项被省略了), 但直到后来才

被意识到.

贯穿20世纪30年代, 所看到的不同的无穷大不仅仅是一个特定运算的失败. 而是, 标明了在更

基础的层面上理解相对论量子场论的一个沟壑, 利用上节的宇宙射线方法, 一个观点被这个问题

加强了.

这些令人不快的悲观症状之一是对候选形式体系的持续探索贯穿了20世纪的30年代和40年

代. 正如Julian Schwinger(朱利安·施温格)稍后回忆到, “大多数领域内的物理学家的当务之

急不是分析并仔细的应用已知的电子和电磁场耦合的相对论理论, 而是改变它. ”因此,

在1938年Heisenberg提议存在一个基本长度𝐿,类似于基本作用量ℎ和基本速度𝑐, 场论被认为仅适

用于远大于𝐿的尺度, 这使得所有的发散积分将有效地在𝐿或者动量ℎ/𝐿处截断. 几个具体的提议

是赋予场论非定域结构. 一些理论家开始怀疑态矢和量子场的形式体系应该被一仅基于可观测

量的体系所替代, 例如由John Archibald Wheeler在1937年和Heisenberg在1943年引入的𝑆-矩阵,

它的矩阵元是不同过程的散射振幅. 正如我们将看到的, 𝑆-矩阵的概念现在已经变成了现代量

子场论的一个至关重要的部分, 并且对于一些理论家, 一个纯𝑆-矩阵理论变成一个理想的典范,

尤其是作为强相互作用问题的一个可能解. 在另一方向, Wheeler和Richard Feynman(理查德·费
曼)在1945年尝试消除电磁场, 而是以一种距离作用的形式导出电磁相互作用. 他们能够证明一个

纯推迟(或纯提前)势可以通过, 不仅将源于检验电荷的之间的相互作用, 以及将这些电荷与宇宙中

其他电荷的相互作用考虑在内而获得. 虽然, 这个时期所建议的量子力学的最彻底修正, 是由用以

抵消态求和中的无穷大的负几率Dirac态引入的. Hilbert空间中的“不定度规”这一观点, 尽管不

是以原先提出的形式, 却也在量子场论中繁荣起来.

在20世纪30年代, 处理无限大的一个更加保守的观点在20世纪30年代也是悬而未决的. 尽

管这些无限大可以全被吸收进一个重定义, 即理论参量的“重整化”. 例如, 已知在所有

的Lorentz不变的经典理论中, 电子的电磁自能和自动量必须采取电子质量修正的形式；因此, 这

些量中的无限大可以被电子的“裸”非电磁质量中的负无限大所抵消. 另外, 方程(1.3.3)证明了

真空极化改变了电子电荷, 将𝑒 ≡
∫︀
𝑑3𝑥𝜀, 改为

𝑒TOTAL =

∫︁
𝑑3𝑥 (𝜀+ 𝛿𝜀) = (1 +𝐴) 𝑒 . (1.3.5)

如果类似散射截面的可观测量以𝑒TOTAL而非𝑒的形式表达, 那么真空极化在最低阶给出有限的结

果. 问题, 量子场论中的所有无限大是否都可以以这种方式处理. 在1936年, Weisskopf认为量子场
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论正是这种情况, 并且在几个简单的计算中证明了已知的无穷大可以通过物理参量的重整化来消

除. 然而, 将这个计算技巧用以说明无穷大总是可以以这种方式消除是不可能的, 并且Dancoff的

计算似乎证明了这一点.

无穷大出现的又一影响是倾向认为在量子场论中表现为无穷大的任何效应实际上根本不存

在. 尤其是, 1928年Dirac理论已经预言了氢原子2𝑠1/2-2𝑝1/2能级的完全简并性是直到𝛼的任意阶

的；任何这两个能级分裂的量子电动力学计算的尝试都遇到了束缚电子的无穷大自能这一问

题；因此这种分裂的存在不能认为是严格的. 稍后Bethe回忆到, “在所有现存的理论中这个偏

移结果是无限大, 并且因而总是被忽视的. ”这个态度甚至坚持到了20世纪30年代的后期, 当时

光谱实验开始表明一个量级为1000MHz的2𝑠1/2-2𝑝1/2分裂的出现. 一个值得注意的例外是Edwin

Albrecht Uehling(埃德温·阿尔布雷克特·尤林), 他意识到早先提到的真空极化效应将会产生一

个2𝑠1/2-2𝑝1/2分裂；不幸的是, 正如我们将在第14章看到的, 对分裂的这个贡献远小于1000MHz,

并且有一个符号错误.

二战开始不久之后, 围绕在量子场论周围的灰暗开始消散. 在1947年6月1-4日, 纽约牛尾

州(ShelterIsland)所召开的题为“量子力学的基础”(Foundation of Quantum Mechanics)将在整

个20世纪30年代从事量子场论无限大问题的理论物理学家, 在战争中开始科学工作的年青一代的

理论家以及——关键重要的——几个实验物理学家聚集起来. 讨论的领头者是Hans Kramers(汉

斯·克拉默斯), Oppenheimer和Weisskopf. 实验者中的一个(更准确的说, 转为实验者的理论家),

Willis Lamb(威利斯·兰姆), 描述了一个氢原子中2𝑠1/2-2𝑝1/2偏移的明确测量. 炉中的一束氢原子,

它们中大多是2𝑠和2𝑝态, 被瞄向了一个仅对处在激发态的原子敏感的探测器. 处在2𝑝态的原子通

过单光子发射(Lyman 𝛼)快速的衰减到1𝑠基态, 而2𝑠态只能通过双光子发射非常慢地衰减, 所以事

实上, 探测器所探测到仅测量的是在亚稳2𝑠态上原子的数目. 原子束会通过一个磁场, 这将在任何

自然出现的2𝑠1/2-2𝑝1/2分裂之外增加一个已知的Zeeman(塞曼)分裂. 这束原子同样也处在一个微

波电磁场的影响之下, 其有一个固定频率𝜈 ∼ 10GHz. 在一定磁场强度下, 所观测到的探测器信号

是瞬熄的, 这表明微波场产生了从亚稳2𝑠态到2𝑝态的一个共振跃迁, 然后通过一个快速的Lyman

𝛼光子发射到达基态. 在这个磁场强度之下, 总的(Zeeman加内禀)2𝑠1/2-2𝑝1/2分裂将不得不是ℎ𝜈,

从中可以推断出内禀分裂. 所公布的初始值是1000MHz, 这与早期光谱学实验是一致的. 这个发

现的影响可以总结为1954年, 我在哥本哈根做研究生时那里所流行的一句话: “仅因为它是无限

大并不意味它是零！(Just because something is infinite does not mean it is zero!)”

Lamb位移的发现引起了牛尾州上的理论家强烈的兴趣, 他们中的很多人已经开始致力于改

善量子电动力学的形式体系. Kramers描述了他的一个扩展电子的经典电动力学中的质量重整化

工作, 这证明了, 如果理论的重新表述使得体系中的质量参量等于实验测量电子质量的值, 那么在

半径为零的极限下与自能发散相联系的困难并不显式地出现. Schwinger和Weisskopf(已经听说了

关于Lamb结果的传闻, 并在去往牛尾州的旅途上讨论了这件事)认为既然中间态的包含物包括使

能级偏移中的发散从1/𝑎2变为ln 𝑎的正电子, 把中间态考虑进去后, 也许在原子能级中这个偏移的

差异会表现得有限. (事实上, 在1946年, 在他听闻Lamb的实验之前, Weisskopf将这个问题指派了

给一个研究生, Bruce French(布鲁斯·弗伦奇). )在会议之后几乎是立刻的, 在一趟去往斯克内克塔

迪(Schenectady)的火车上, Hans Bethe(汉斯·贝特)进行了一个非相对论运算, 依旧没有引入包含

正电子中间态的效应, 却使用了在虚光子在动量量级为𝑚𝑒𝑐
2处一个简单的截断以消除无限大. 他

得到了令人振奋的近似值——1040MHz. 用以消除无穷大的全相对论计算使用了重整化思想, 不

久之后被数位著者实现了, 与实验精确的一致.
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另一在牛尾州上激动人心的结果是由Isidor I. Rabi(伊西多·艾萨克·拉比)报告的. 在他的实验

室中, 氢和氘的精细结构的测量认为电子磁矩比Dirac值𝑒~/2𝑚𝑐大一个约为1.0013的因子, 并且随

后钠和镓的测量给出一个精密值

𝜇 =
𝑒~
2𝑚𝑐

[1.00118± 0.00003] .

了解到这些结果, Gregory Breit(格雷戈里·布赖特)提出它们产生于一个对电子磁矩的𝛼阶辐射

修正. 在牛尾州上, Breit和Schwinger都描述了他们对这个修正的努力计算. 这个会议不久之后,

Schwinger完成了对电子反常磁矩的成功计算

𝜇 =
𝑒~
2𝑚𝑐

[︁
1 +

𝛼

2𝜋

]︁
=

𝑒~
2𝑚𝑐

[1.001162]

这与实验结果完美的一致. 这个结果与Breit关于Lamb位移的计算, 至少使物理学家确信了辐射修

正的真实.

这个时期所使用的数学方法展示了各种各样使人困惑的概念和形式体系. 由Schwinger所发

展的方法基于算符方法以及作用量原理, 并且在1948年牛尾州会议的后续会议波克诺庄园会议上

做了展示. 另一个更早的Lorentz不变算符体系是由在日本的Sin-Itiro Tomonaga(朝永振一郎)和

他的合作者所发展, 但是他们的工作没有首先被西方知道. 在20世纪30年代, Tomonaga已经抓

住了Yukawa介子理论中的无穷大了. 直到1947年, 他和他的小组仍然在学术交流圈之外；他们

从News week(新闻周刊)上的一篇文章知道了Lamb位移.

一个显然相当不同的方法由Feynman发明, 并且他在波克诺会议做了简洁的描述. 代替引入

量子场算符, Feynman将𝑆-矩阵表示成exp (𝑖𝑊 )的一个泛函积分, 其中𝑊是一组与经典电磁场相

互作用的Dirac粒子的作用量积分, 对所有Dirac粒子轨道的积分在𝑡 → ±∞时满足一定的初态条
件和末态条件. Feynman工作中一个具有重大实际意义的结果是一组图形规则, 这个规则可以用

来计算到微扰论任意阶的𝑆-矩阵元. 不像20世纪20年代和30年代的老微扰论, 这些Feynman规则

自动的将粒子产生和反粒子湮灭过程混合在一起, 从而在任何场合下给出的结果都是Lorentz不变

的. 我们已经在Weisskopf的早期的电子自能计算中看到, 在这样的计算中, 即同等资格的包含粒

子和反粒子, 无限大的性质变得透明.

最终, 在1949年的一篇文章上, FreemanDyson(弗里曼·戴森)证明了Schwinger和Tomona-

-ga的算符体系将会得出与Feynman发现相同的图形规则. Dyson也对一般Feynman图中的无限

大进行了分析, 并且概述了一个证明: 这些无穷大精确地总是那类可以被重整化去除的无穷

大. 从Dyson的分析中得出的最显著结果之一是决定量子场论是否“可重整”的判据, 就这

个意义而言, 所有的无限大都可以吸收进个数有限的质量和耦合常数的重定义中. 尤其是,

像Pauli项(1.1.32)的相互作用, 其本要改变电子磁矩的预测值, 却将损坏量子电动力学的可重整

性. 随着Dyson文章的公布, 至少有一个普遍且系统的形式体系供物理学家轻松的学习, 并且为对

物理问题随后的量子场论应用提供了一个通常的语言.

我不能就这样留下无穷大而不谈谈这个故事一个让人迷惑的方面. Oppenheimer在1930年

已经发现当取两个原子能级偏移之差时, 束缚电子自能中的大多数紫外发散都可以被消除, 并

且Weisskopf在1936年已经发现当引入一个包含正电子的中间态时, 自由电子自能中的大多数发

散都可以消除. 即使在1934年, 猜测引入正电子中间态并且扣除成对原子态的能量偏移, 这是非
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常自然的用其消除它们相对能量偏移中的无穷大. *甚至对于2𝑠1/2-2𝑝1/2能级分裂我们有一个量级

为1000MHz的实验证据. 为什么在1947年之前没有人对这个能量差异进行一个数值估计呢？

严格来说, 在1939年有过这样的尝试, 但是它集中于问题的错误部分, 质子的荷半径, 其

在氢原子能级上仅有一个微弱的效应. 这个计算所给出的结果与早期实验粗略一致. 在1939年

被Lamb证明是一个错误.

在20世纪30年代, 可能已经尝试过使用旧的非相对论微扰论, 以进行引入含有正电子中间态

的Lamb位移的全相对论计算. 只要保持所有项到一个给定阶, 旧形式的非相对论微扰论将给出

与Feynman, Schwinger和Tomonaga明显是相对论的形式体系相同的结果. 事实上, 在Bethe的工

作之后, 在美国的第一个Lamb位移的精确计算正是由French, Weisskopf, Norman Kroll(诺曼·克
罗尔)和Lamb以这种方式完成的, 尽管日本的Tomonoga小组已经使用了协变方法解决了这个问题

以及其他问题.

一个缺失的要素是将重整化作为处理无限大方法的信心. 正如我们所看到的, 在20世纪30年

代后期重整化被广泛讨论. 但是在30年代它已经变成了公认的智慧, 并且Oppenheimer讨论过一

个观点, 即量子电动力学在能量超过100MeV时不能严格的处理, 所以它的问题的解只能在非常冒

险的新想法中找到.

在牛尾州上发生的几件事改变了这个期望. 一个是上节所讨论的考察宇宙射线的问题被重新

解决了；Robert Marshak(罗伯特·马夏克)提出假设存在两种质量相近的“介子”；𝜇子实际上已

经被观测到了, 而𝜋介子则用于核力. 更重要的是, 现在Lamb位移有了可信的实验值而反常磁矩迫

使物理学家仔细思考辐射修正. 可能同等重要的是这个会议将各自在以自己方式工作的理论家聚

集在一起以思考重整化是否是无限大问题的解答. 当在40年代后期革命来临时, 这场革命大部分

是由虽然年轻却扮演了保守的角色的物理学家构成, 使得他们从前辈们的研究转向了根本的解答.
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第 2 章 相对论量子力学

这本书的观点是量子场论是方法，这是因为（在一定条件下）这是协调量子力学和相对论

的唯一方法。因此我们的首个任务是研究类似Lorentz不变性的对称性如何出现在一个量子集合

中。

2.1 量子力学

首先是一些好消息：量子场论基于由Schrödinger，Heisenberg，Pauli，Born和其他人

在1925-1926年所发明的相同的量子力学，这个量子力学直到今日依然在原子，分子，核和

凝聚态物理中使用。假定读者是熟悉量子力学的；这节仅是以Dirac的推广版本来提供量子力学

最简单的总结1。

(i) 物理态被Hilbert空间中的射线表示。Hilbert空间是一种复矢量空间；即如果Φ和Ψ是空间

中的矢量（通常称为“态矢”），那么对于任意的复数𝜉, 𝜂，𝜉Φ + 𝜂Ψ也是这个空间中的矢量。

它有一个范数*：对于任意一对矢量，存在一个复数(Φ,Ψ)，满足

(Φ,Ψ) = (Ψ,Φ)* ， (2.1.1)

(Φ, 𝜉1Ψ1 + 𝜉2Ψ2) = 𝜉1 (Φ,Ψ1) + 𝜉2 (Φ,Ψ2) ， (2.1.2)

(𝜂1Φ1 + 𝜂2Φ2,Ψ) = 𝜂*1 (Φ1,Ψ) + 𝜂*2 (Φ2,Ψ) . (2.1.3)

范数(Ψ,Ψ)也满足一个正定条件：(Ψ,Ψ) ≥ 0，并且仅当Ψ = 0时为0。（也有一些技巧性的假定

允许我们对Hilbert空间中的矢量取极限。）一个射线是归一化矢量（即，(Ψ,Ψ) = 1）的一个集

合，即如果Ψ′ = 𝜉Ψ，则Ψ和Ψ′属于同一射线，其中𝜉是一满足|𝜉| = 1的任意复数。

(ii) 可观测量由厄密算符表示，这些算符是Hilbert空间到自身的映射Ψ → 𝐴Ψ，在这个意义下

是线性的

𝐴 (𝜉Ψ+ 𝜂Φ) = 𝜉𝐴Ψ+ 𝜂𝐴Φ (2.1.4)

并满足实条件𝐴† = 𝐴，其中对于任意的线性算符𝐴，其共轭算符𝐴†定义为

(Φ, 𝐴†Ψ) ≡ (𝐴Φ,Ψ) = (Ψ, 𝐴Φ)* . (2.1.5)

（这里也有关于𝐴Ψ连续性的技巧性假定使其作为Ψ的函数。）如果属于这个射线的矢量Ψ是𝐴的

本征值为𝛼的本征矢，那么射线所表示的态对于算符𝐴所表示的可观测量有一确定值：

𝐴Ψ = 𝛼Ψ 对于属于R的Ψ. (2.1.6)

一个基本定理告诉我们对于厄密算符𝐴，𝛼是实的，并且𝛼不同的本征矢是正交的。

*我们也经常使用Dirac左矢-右矢记号：取代(Ψ1,Ψ2)，我们可以写成⟨1|2⟩。
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(iii) 如果系统处在由射线R所表示的态中，并且做一个实验以检验它是否处在由互相正交的射

线R1,R2, . . .所表示的不同态中（例如，通过一个或多个可观测量）那么发现它处在由R𝑛所表示

的态中概率为

𝑃 (R → R𝑛) = |(Ψ,Ψ𝑛)|2 , (2.1.7)

其中Ψ和Ψ𝑛是分别属于射线R和R𝑛的任意矢量。（如果来自两个射线的态矢有一归零标量积，

则称这对射线是正交的。）如果态矢Ψ𝑛构成完全集，另一基本定理给出总几率1：

∑︁

𝑛

𝑃 (R → R𝑛) = 1 . (2.1.8)

2.2 对称性

一个对称变换是改变视角却不改变可能实验的结果。如果一个观测者𝑂看到一个系统，处在

由射线R或R1或R2. . . . . .所表示的态中，那么看到相同的系统的一个等价观测者会看到这个系

统处在一个不同的态中，分别由射线R′或R′
1或R′

2. . . . . .表示，但是两个观测者必得到相同的几

率

𝑃 (R → R𝑛) = 𝑃 (R′→ R′
𝑛) . (2.2.1)

（这仅是射线变换是对称的一个必要条件；进一步的条件在下一章讨论。）Wigner2在20世

纪30年代早期所证明的一个重要定理告诉我们，对于任意这样的射线变换R → R′，我们可以定

义Hilbert空间上的一个算符𝑈，使得如果Ψ在射线R中，那么𝑈Ψ在射线R′中，则𝑈要么是幺正

且线性的

(𝑈Φ, 𝑈Ψ) = (Φ,Ψ) ， (2.2.2)

𝑈 (𝜉Φ+ 𝜂Ψ) = 𝜉𝑈Φ+ 𝜂𝑈Ψ (2.2.3)

要么是反幺正且反线性的

(𝑈Φ, 𝑈Ψ) = (Φ,Ψ)* ， (2.2.4)

𝑈 (𝜉Φ+ 𝜂Ψ) = 𝜉*𝑈Φ+ 𝜂*𝑈Ψ . (2.2.5)

Wigner的证明省略了一些步骤。一个更加完整的证明在本章末尾的附录A中。

正如已经提到的，线性算符𝐿的共轭定义为

(Φ, 𝐿†Ψ) ≡ (𝐿Φ,Ψ) . (2.2.6)

对于反线性算符，这个条件是无法满足的，因为在这种情况下，方程(2.2.6)的右边对于Φ是线性

的，而左边对于Φ是反线性的。反而一个反线性算符𝐴的共轭定义为

(Φ, 𝐴†Ψ) ≡ (𝐴Φ,Ψ)* = (Ψ, 𝐴Φ) . (2.2.7)

在这个定义下，幺正或反幺正的条件均采取以下形式

𝑈 † = 𝑈−1 . (2.2.8)
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总有一个平庸的对称变换R → R，由单位算符𝑈 = 1表示。当然，这个算符是幺正且线性

的。那么连续性要求任何对称性（像旋转变换或平移变换或Lorentz变换）可以通过某些参量

（像角，距离或速度）的连续改变平庸的构成，那么这个对称性必须由一个线性幺正或反线性反

幺正的算符𝑈表示。（由反线性反幺正算符表示的对称性在物理中是不那么显著的；它们总涉及

一个时间流方向的逆转。见2.6节。）

特别的，一个无限小的接近于平庸的对称变换可以表示为一个线性幺正算符，其无限接近于

单位算符：

𝑈 = 1 + 𝑖𝜖𝑡 (2.2.9)

𝜖是一个实的无限小参量。由于𝑈是幺正且线性的，𝑡必须是厄密且线性的，所以它是可观测量的

一个候选者。确实，大多数（也许是全部）物理的可观测量，诸如角动量或动量，从对称变换中

诞生。

这组对称变换有一些性质可以将其定义为群。如果𝑇1是一变换使射线R𝑛变为R′
𝑛，𝑇2是另

一变换使射线R′
𝑛变为R′′

𝑛，那么进行两个变换的结果是另一对称变换，我们可以写为𝑇2𝑇1，

使R𝑛变为R′′
𝑛。另外，一个使射线R𝑛变为R′

𝑛的对称变换𝑇有逆，写为𝑇
−1，使射线R′

𝑛变为R𝑛，

并且总存在一个单位变换，𝑇 = 1，其保持射线不变。

幺正或反幺正算符𝑈 (𝑇 )所对应的对称变换有反映群结构的性质，但是却更加复杂，这

是因为不像对称变换本身，算符𝑈 (𝑇 )是作用在Hilbert空间中的矢量上，而不是射线上。如

果𝑇1使R𝑛变为R′
𝑛，那么作用在射线R𝑛中的一个矢量Ψ𝑛上，𝑈 (𝑇1)必须得到一个处在射线R′

𝑛上

的矢量𝑈 (𝑇1)Ψ𝑛，并且如果𝑇2使这个射线变成R′′
𝑛，那么作用在𝑈 (𝑇1)Ψ𝑛上，它必得出处在射

线R′′
𝑛上的矢量𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1)Ψ𝑛。但是𝑈 (𝑇2𝑇1)Ψ𝑛也在这个射线上，所以这些矢量仅能相差一个

相位𝜑𝑛 (𝑇2, 𝑇1)

𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1)Ψ𝑛 = 𝑒𝑖𝜑𝑛(𝑇2,𝑇1)𝑈 (𝑇2𝑇1)Ψ𝑛 . (2.2.10)

更进一步，在一个意义重大的期望下，𝑈 (𝑇 )的线性（或反线性）告诉我们这些相位独立

于态Ψ𝑛。这有一个证明。考察任意两个不同的矢量Ψ𝐴,Ψ𝐵，二者不成比例。那么应用方

程(2.2.10)于态Ψ𝐴𝐵 ≡ Ψ𝐴 +Ψ𝐵上，我们得到

𝑒𝑖𝜑𝐴𝐵𝑈 (𝑇2𝑇1) (Ψ𝐴 +Ψ𝐵) = 𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1) (Ψ𝐴 +Ψ𝐵)

= 𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1)Ψ𝐴 + 𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1)Ψ𝐵

= 𝑒𝑖𝜑𝐴𝑈 (𝑇2𝑇1)Ψ𝐴 + 𝑒𝑖𝜑𝐵𝑈 (𝑇2𝑇1)Ψ𝐵 . (2.2.11)

任意的幺正或反幺正算符有一逆（它的共轭），其也是幺正或反幺正的。给(2.2.11)左

乘𝑈−1 (𝑇2𝑇1)，那么我们得到

𝑒±𝑖𝜑𝐴𝐵 (Ψ𝐴 +Ψ𝐵) = 𝑒±𝑖𝜑𝐴Ψ𝐴 + 𝑒±𝑖𝜑𝐵Ψ𝐵 ， (2.2.12)

正号和负号分别指代𝑈 (𝑇2𝑇1)是幺正还是反幺正的。由于Ψ𝐴和Ψ𝐵线性独立，因而只有一种可能

𝑒𝑖𝜑𝐴𝐵 = 𝑒𝑖𝜑𝐴 = 𝑒𝑖𝜑𝐵 . (2.2.13)

正如所希望的，方程(2.2.10)中的相位是独立于态矢Ψ𝑛的，并且这可以写为一个算符关系

𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1) = 𝑒𝑖𝜑(𝑇2,𝑇1)𝑈 (𝑇2𝑇1) . (2.2.14)
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对于𝜑 = 0，这将视为𝑈 (𝑇 )提供了对称变换一个群表示。对于一般相位𝜑 (𝑇2, 𝑇1)，我们有所谓的

投影表示，或者“相位决定（up to a phase）”表示。这个Lie群不能通过自身的结构告诉我们

物理态矢是否提供一个普通表示或一个投影表示，但是正如我们将看到的，它可以告诉我们这个

群到底有没有任何内禀的投影表示。

导出方程(2.2.14)的讨论的例外是，未必能够在Ψ𝐴 + Ψ𝐵所表示的态上安置一个系统。例

如，众所周知的是，两个态，其总角动量分别是整数和半整数，在它们的叠加态上安置系统是不

可能的。在这种情况下，我们称在两类态之间存在一个“叠加规则”3，并且相位𝜑 (𝑇2, 𝑇1)也许

依赖于算符𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1)和𝑈 (𝑇2𝑇1)作用的态的种类。在2.7节，我们将会进一步讨论这些相位和

投影表示。正如我们在那里所看到的，任何有投影表示的对称群总能以这样的方式扩张（而不用

改变它的物理意义），它的表示总能定义为𝜑 = 0的非投影表示。直到2.7节，我们都将假定这个

扩张已经做了，并在方程(2.2.14)中令𝜑 = 0。

有一类群，称为连通Lie群，在物理中有特殊的重要性。它们是变换𝑇 (𝜃)的群，由实连续参

量𝜃𝑎的一个有限集描述，这个群的每个元素通过群内的一个路径与单位元相连。那么，这个群的

乘法规则采取这样的形式

𝑇 (𝜃)𝑇 (𝜃) = 𝑇
(︁
𝑓(𝜃, 𝜃)

)︁
(2.2.15)

其中𝑓𝑎(𝜃, 𝜃)是𝜃和𝜃的函数。令𝜃𝑎 = 0为其单位元的坐标，我们必须有

𝑓𝑎 (𝜃, 0) = 𝑓𝑎 (0, 𝜃) = 𝜃𝑎 . (2.2.16)

正如已经提到的，这类连续群的变换必须通过一个幺正（或者反幺正）算符𝑈 (𝑇 (𝜃))表示在物

理Hilbert空间上。对于一个Lie群，这些算符至少在其单位元的有限邻域内通过一幂级数表示

𝑈
(︁
𝑇 (𝜃)

)︁
= 1 + 𝑖𝜃𝑎𝑡𝑎 +

1

2
𝜃𝑏𝜃𝑐𝑡𝑏𝑐 + · · · ， (2.2.17)

其中𝑡𝑎, 𝑡𝑏𝑐 = 𝑡𝑐𝑏等，是独立于𝜃的算符，且𝑡𝑎厄密。假定𝑈 (𝑇 (𝜃))构成这个转换群的一个普通（即

非投影的）表示，即，

𝑈
(︁
𝑇 (𝜃)

)︁
𝑈
(︁
𝑇 (𝜃)

)︁
= 𝑈

(︁
𝑇 (𝑓(𝜃, 𝜃))

)︁
. (2.2.18)

让我们看看当被展为𝜃𝑎和𝜃𝑎的幂级数时，这个条件像什么。根据方程(2.2.16)，𝑓𝑎(𝜃, 𝜃)到二阶的

展开必须采取如下的形式

𝑓𝑎(𝜃, 𝜃) = 𝜃𝑎 + 𝜃𝑎 + 𝑓𝑎𝑏𝑐𝜃
𝑏𝜃𝑐 + · · · (2.2.19)

系数𝑓𝑎𝑏𝑐为实数。（任何𝜃
2或𝜃2的项的出现将违反方程(2.2.16)）那么方程(2.2.18)变为

[︁
1 + 𝑖𝜃𝑎𝑡𝑎 +

1

2
𝜃𝑏𝜃𝑐𝑡𝑏𝑐 + · · ·

]︁
×
[︂
1 + 𝑖𝜃𝑎𝑡𝑎 +

1

2
𝜃𝑏𝜃𝑐𝑡𝑏𝑐 + · · ·

]︂

= 1 + 𝑖
(︁
𝜃𝑎 + 𝜃𝑎 + 𝑓𝑎𝑏𝑐𝜃

𝑏𝜃𝑐 + · · ·
)︁
𝑡𝑎

+
1

2
(𝜃𝑏 + 𝜃𝑏 + · · · )(𝜃𝑐 + 𝜃𝑐 + · · · )𝑡𝑏𝑐 + · · · (2.2.20)

1, 𝜃, 𝜃, 𝜃2和𝜃2的项自动的在方程(2.2.20)两边匹配，但从𝜃𝜃项开始，我们得到一个不平庸的条件

𝑡𝑏𝑐 = −𝑡𝑏𝑡𝑐 − 𝑖𝑓𝑎𝑏𝑐𝑡𝑎 . (2.2.21)
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这说明如果我们给定群的结构，即，函数𝑓(𝜃, 𝜃)，以及因而所得到的二次项系数𝑓𝑎𝑏𝑐，我们可

以从出现在一阶项中的生成元𝑡𝑎得到𝑈 (𝑇 (𝜃))中的二阶项。然而，这里有一个一致性条件：算

符𝑡𝑏𝑐关于𝑏和𝑐是对称的（因为它是𝑈 (𝑇 (𝜃))相对于𝜃𝑏和𝜃𝑐的二阶导数），所以方程(2.2.21)要求

[𝑡𝑏, 𝑡𝑐] = 𝑖𝐶𝑎𝑏𝑐𝑡𝑎 ， (2.2.22)

其中，𝐶𝑎𝑏𝑐是一组实常数，称为结构常数

𝐶𝑎𝑏𝑐 ≡ −𝑓𝑎𝑏𝑐 + 𝑓𝑎𝑐𝑏 . (2.2.23)

这种类型的对易关系称为Lie代数。在2.7节，我们将证明对易关系(2.2.22)实际上是确定这

个过程能为连续所需的单一条件：假定我们知道一阶项，生成元𝑡𝑎，𝑈 (𝑇 (𝜃))完整的幂级

数可以从类似方程(2.2.21)的无限序列关系中计算出来。这不一定意味着如果我们知道𝑡𝑎，

那么算符𝑈 (𝑇 (𝜃))对于所有的𝜃𝑎唯一地决定，但是它却意味着至少在本身坐标𝜃𝑎 = 0的邻域

内，𝑈 (𝑇 (𝜃))以这样的方式被唯一的确定：如果𝜃, 𝜃和𝑓(𝜃, 𝜃)处在这个邻域内，方程(2.2.15)被满

足。到所有𝜃𝑎的扩张将在2.7节讨论。

这里有一些重要的特殊情况，我们会一次又一次的遇到。假定函数𝑓(𝜃, 𝜃)（也许仅针对于坐

标𝜃𝑎的某些子集）是简单地叠加

𝑓𝑎(𝜃, 𝜃) = 𝜃𝑎 + 𝜃𝑎 . (2.2.24)

这个情况针对于时空中的平移，或者是关于任意固定轴的旋转（却不是同时关于两者）。那么方

程(2.2.19)中坐标𝑓𝑎𝑏𝑐为零，并且因此结构常数(2.2.23)也为零。那么所有的生成元都交换

[𝑡𝑏, 𝑡𝑐] = 0 . (2.2.25)

这样的群被称为是阿贝尔的。在这种情况下，对于所有的𝜃𝑎计算𝑈 (𝑇 (𝜃))是不困难的。从方

程(2.2.18)和(2.2.24)，对于任意的整数𝑁，我们有

𝑈
(︁
𝑇 (𝜃)

)︁
=

[︂
𝑈

(︂
𝑇

(︂
𝜃

𝑁

)︂)︂]︂𝑁
.

令𝑁 → ∞，仅保持𝑈 (𝑇 (𝜃/𝑁))中的一阶项，那么我们有

𝑈
(︁
𝑇 (𝜃)

)︁
= lim

𝑁→∞

[︂
1 +

𝑖

𝑁
𝜃𝑎𝑡𝑎

]︂𝑁

因而

𝑈
(︁
𝑇 (𝜃)

)︁
= exp (𝑖𝑡𝑎𝜃

𝑎) . (2.2.26)

2.3 量子Lorentz变换

Einstein的相对性原理陈述了某些“惯性”参考系的等价性。它通过连接不同惯性系的坐标

系的变换与服从牛顿力学的伽利略相对性原理相区分。如果𝑥𝜇是某个惯性系的坐标（𝑥1, 𝑥2, 𝑥3是

笛卡尔空间坐标，𝑥0 = 𝑡是时间坐标，光速被设置为1）那么在任意其它的坐标系中，坐标𝑥′𝜇必

须满足

𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥
′𝜇𝑑𝑥′𝜈 = 𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥

𝜇𝑑𝑥𝜈 (2.3.1)
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或等价的

𝜂𝜇𝜈
𝜕𝑥′𝜇

𝜕𝑥𝜌
𝜕𝑥′𝜈

𝜕𝑥𝜎
= 𝜂𝜌𝜎 . (2.3.2)

这里𝜂𝜇𝜈是对角矩阵，矩阵元为

𝜂11 = 𝜂22 = 𝜂33 = +1, 𝜂00 = −1 (2.3.3)

并且求和约定是生效的：我们对出现在方程(2.3.2)中，类似𝜇和𝜈这样的，在同一项中出现两次，

一次在上一次在下的任何指标进行求和。这些变换有一特殊性质，即在所有惯性系中光速是相同

的（在我们的单位制中，光速等于1）；*一个光波以满足|𝑑x/𝑑𝑡| = 1的单位速度传播，或者换句

话说𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 = 𝑑x2 − 𝑑𝑡2 = 0，从中得出𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥

′𝜇𝑑𝑥′𝜈 = 0，因而|𝑑x′/𝑑𝑡′| = 1。

任何满足方程(2.3.2)的坐标变换𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇是线性的3a

𝑥′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝑥
𝜈 + 𝑎𝜇 (2.3.4)

其中𝑎𝜇是任意常数，而Λ𝜇𝜈是一个常矩阵，其满足如下条件

𝜂𝜇𝜈Λ
𝜇
𝜌Λ

𝜈
𝜎 = 𝜂𝜌𝜎 . (2.3.5)

由于某些原因，将Lorentz变换写成一种不同的形式是有用的。矩阵𝜂𝜇𝜈有一逆，写为𝜂
𝜇𝜈，它

与𝜂𝜇𝜈由相同的分量：它是对角的，且𝜂
00 = −1, 𝜂11 = 𝜂22 = 𝜂33 = +1。给方程(2.3.5)两边乘

上𝜂𝜎𝜏Λ𝜅𝜏，并合理地插入括号，我们得到

𝜂𝜇𝜈Λ
𝜇
𝜌(Λ

𝜈
𝜎Λ

𝜅
𝜏𝜂
𝜎𝜏 ) = Λ𝜅𝜌 = 𝜂𝜇𝜈𝜂

𝜈𝜅Λ𝜇𝜌 .

再乘以矩阵𝜂𝜇𝜈Λ
𝜇
𝜌的逆，那么给出

Λ𝜈𝜎Λ
𝜅
𝜏𝜂
𝜎𝜏 = 𝜂𝜈𝜅 . (2.3.6)

这些变换构成一个群。如果我们首先进行一个Lorentz变换(2.3.4)，然后再进行第二

个Lorentz变换𝑥′𝜇 → 𝑥′′𝜇，得到

𝑥′′𝜇 = Λ̄𝜇𝜌𝑥
′𝜌 + �̄�𝜇 = Λ̄𝜇𝜌(Λ

𝜌
𝜈𝑥

𝜈 + 𝑎𝜌) + �̄�𝜇

那么这个效应与𝑥𝜇 → 𝑥′′𝜇的Lorentz变换是相同的，具体为

𝑥′′𝜇 = (Λ̄𝜇𝜌Λ
𝜌
𝜈)𝑥

𝜈 + (Λ̄𝜇𝜌𝑎
𝜌 + �̄�𝜇) . (2.3.7)

（注意到，如果Λ𝜇𝜈和Λ̄𝜇𝜈均满足方程(2.3.5)，那么Λ̄𝜇𝜌Λ
𝜌
𝜈也满足这个方程，所以这是一个Lorentz

变换。这里用到的上横是为了将两个Lorentz变换区分开。）基于物理态的变换𝑇 (Λ, 𝑎)

因而满足合成规则

𝑇 (Λ̄, �̄�)𝑇 (Λ, 𝑎) = 𝑇 (Λ̄Λ, Λ̄𝑎+ �̄�) . (2.3.8)

取方程(2.3.5)的行列式，给出

(DetΛ)2 = 1 (2.3.9)

*有一大类坐标变换，称为共形变换，使得𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥
′𝜇𝑑𝑥′𝜈正比于但一般不等于𝜂𝜇𝜈𝑑𝑥

𝜇𝑑𝑥𝜈，并且因此也是光速不变，

两维中的共形变换在弦论和统计力学中是非常重要的，但是这些共形变换在四维中的物理相关性依旧是不清楚的。
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所以Λ𝜇𝜈有一逆(Λ−1)𝜈𝜌，从方程(2.3.5)看出其有如下形式

(Λ−1)𝜌𝜈 = Λ 𝜌
𝜈 ≡ 𝜂𝜈𝜇𝜂

𝜌𝜎Λ𝜇𝜎 . (2.3.10)

从方程(2.3.8)看到，变换𝑇 (Λ, 𝑎)的逆变换是𝑇 (Λ−1,−Λ−1𝑎)，并且，显然单位变换是𝑇 (1, 0)。

为了与之前章节的讨论一致，变换𝑇 (Λ, 𝑎)引出物理Hilbert空间中矢量上的一个幺正线性变

换

Ψ → 𝑈 (Λ, 𝑎)Ψ .

算符𝑈满足合成规则

𝑈(Λ̄, �̄�)𝑈 (Λ, 𝑎) = 𝑈(Λ̄Λ, Λ̄𝑎+ �̄�) . (2.3.11)

（正如已经提到的，一般而言，为了避免在方程(2.3.11)的右边出现一个相位因子，扩

张Lorentz群是必要的。恰当的扩张将在2.7节展开论述。）

变换𝑇 (Λ, 𝑎)的整个群被合适的称为非齐次Lorentz群，或Poincaré群。它有一些重要的子

群。首先，𝑎𝜇 = 0时的变换显然构成一个子群，具体为

𝑇 (Λ̄, 0)𝑇 (Λ, 0) = 𝑇 (Λ̄Λ, 0) ， (2.3.12)

这称为齐次Lorentz群。另外，我们注意到由方程(2.3.9)得到：要么DetΛ = +1，要么detΛ =

−1；那些DetΛ = +1的变换显然构成齐次或非齐次Lorentz群的子群。更近一步地，从方

程(2.3.5)和(2.3.6)的00分量，我们得到

(Λ0
0)

2 = 1 + Λ𝑖0Λ
𝑖
0 = 1 + Λ0

𝑖Λ
0
𝑖 . (2.3.13)

其中𝑖对值1, 2和3求和。我们看到Λ0
0 ≥ +1或Λ0

0 ≤ −1。那些Λ0
0 ≥ +1的变换构成一个子群。注

意到如果Λ𝜇𝜈和Λ̄𝜇𝜈是两个这样的Λ，那么

(Λ̄Λ)00 = Λ̄0
0Λ

0
0 + Λ̄0

1Λ
1
0 + Λ̄0

2Λ
2
0 + Λ̄0

3Λ
3
0 ; .

但是方程(2.3.13)证明了三矢(Λ1
0,Λ

2
0,Λ

3
0)的长度为

√︀
(Λ0

0)
2 − 1，类似地，三矢(Λ̄0

1, Λ̄
0
2, Λ̄

0
3)

的长度为

√︁
(Λ̄0

0)
2 − 1，所以这连个三矢的标量积是被束缚的

|Λ̄0
1Λ

1
0 + Λ̄0

2Λ
2
0 + Λ̄0

3Λ
3
0| ≤

√︁
(Λ0

0)
2 − 1

√︁
(Λ̄0

0)
2 − 1 ， (2.3.14)

从而

(Λ̄Λ)00 ≥ Λ̄0
0Λ

0
0 −

√︁
(Λ0

0)
2 − 1

√︁
(Λ̄0

0)
2 − 1 ≥ 1 .

DetΛ = +1且Λ0
0 ≥ +1的Lorentz变换的子群被称为固有正时Lorentz群。因为通过一个参量的连

续改变是不可能从DetΛ = +1跳到DetΛ = −1，或者从Λ0
0 ≥ +1跳到Λ0

0 ≤ −1，任何一个通过

参量的连续改变从恒等变换得到的Lorentz变换，它的DetΛ和Λ0
0必须与恒等变换同号，从而属

于固有正时Lorentz群。

任何Lorentz变化要么是固有且正时的，要么可以写成固有正时Lorentz群中的元素与离散变

换P或T或PT其中一个的乘积。其中P是空间反演变换，它的非零元素是

P0
0 = 1, P1

1 = P2
2 = P3

3 = −1 ， (2.3.15)
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而T是时间反演矩阵，它的非零元素是

T 0
0 = −1, T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = 1 . (2.3.16)

因此全体Lorentz群的研究退化成固有正时子群的研究，再加上空间反演和时间反演。在2.6节

我们将会分别考虑空间反演和时间反演。在那之前，我们仅处理齐次或非齐次固有正

时Lorentz群。

2.4 Poincaré代数

正如我们在2.2节看到，大部分关于任意Lee对称群的信息被包含在单位元附近的群元的性质

中。对于非齐次Lorentz群，单位元是变换Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈，𝑎𝜇 = 0，所以我们想研究的那些变换是

Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈 , 𝑎𝜇 = 𝜖𝜇 ， (2.4.1)

𝜔𝜇𝜈和𝜖𝜇均取为无限小。Lorentz条件(2.3.5)现在变成

𝜂𝜌𝜎 = 𝜂𝜇𝜈(𝛿
𝜇
𝜌 + 𝜔𝜇𝜌) (𝛿

𝜈
𝜎 + 𝜔𝜈𝜎)

= 𝜂𝜎𝜌 + 𝜔𝜎𝜌 + 𝜔𝜌𝜎 +𝑂(𝜔2) .

我们在这里所使用的约定，将贯穿本书的始终，指标可以通过与𝜂𝜇𝜈和𝜂
𝜇𝜈收缩来升降指标

𝜔𝜎𝜌 ≡ 𝜂𝜇𝜎𝜔
𝜇
𝜌

𝜔𝜇𝜌 ≡ 𝜂𝜇𝜎𝜔𝜎𝜌 .

仅在Lorentz条件(2.3.5)中保留𝜔的一阶项，我们看到这个条件现在退化成𝜔𝜇𝜈的反对称性

𝜔𝜇𝜈 = −𝜔𝜈𝜇 . (2.4.2)

四维中的反对称性二阶张量有(4× 3) /2 = 6个独立分量，·所以再加上𝜖𝜇的四个分量，一个非齐
次Lorentz变换是由6 + 4 = 10个参量描述。

由于𝑈 (1, 0)将任何射线转换为它本身，所以它必须正比于单位算符*，并可以通过相位选择

来等于单位算符。对于一个无限小Lorentz变换(2.4.1)，那么𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖)必须等于1加上𝜔𝜌𝜎的线

性项和𝜖𝜌的线性项。我们可以将其写为

𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖) = 1 +
1

2
𝑖𝜔𝜌𝜎𝐽

𝜌𝜎 − 𝑖𝜖𝜌𝑃
𝜌 + · · · . (2.4.3)

这里𝐽𝜌𝜎和𝑃 𝜌分别是𝜔无关和𝜖无关算符，而省略号代表𝜔和/或𝜖的高阶项。为了使𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖)是

幺正的，算符𝐽𝜌𝜎和𝑃 𝜌必须是厄密的

𝐽𝜌𝜎† = 𝐽𝜌𝜎 , 𝑃 𝜌† = 𝑃 𝜌 (2.4.4)

*在没有超选择定则的情况下，比例因子可能依赖于𝑈 (1, 0)所作用的态的可能性被排除掉了，其原因与我们

在2.2节中排除掉对称群的投影表述中的相位可能依赖于对称操作所作用的态的可能性是一样的。一旦应用超选择定

则，通过相位因子重定义𝑈 (1, 0)可能是必须的，而相位因子依赖于它所作用的扇形区域。
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由于𝜔𝜌𝜎是反对称的，我们可以将它的系数𝐽
𝜌𝜎也取为反对称的

𝐽𝜌𝜎 = −𝐽𝜎𝜌 . (2.4.5)

正如我们将看到的，𝑃 1,𝑃 2和𝑃 3是动量算符的分量，𝐽23,𝐽31和𝐽12是角动量算符的分量，而𝑃 0是

能量算符，或者说哈密顿量**。我们现在检查𝐽𝜌𝜎和𝑃 𝜌的Lorentz变换性质。考虑乘积

𝑈 (Λ, 𝑎)𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖)𝑈−1 (Λ, 𝑎) ，

其中Λ𝜇𝜈和𝑎𝜇在这里是新变换的参量，与𝜔和𝜖无关。根据方程(2.3.11)，𝑈(Λ−1,−Λ−1𝑎)𝑈(Λ, 𝑎)

等于𝑈 (1, 0)，所以𝑈(Λ−1,−Λ−1𝑎)是𝑈 (Λ, 𝑎)的逆。那么从(2.3.11)得到

𝑈 (Λ, 𝑎)𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖)𝑈−1 (Λ, 𝑎) = 𝑈
(︁
Λ (1 + 𝜔) Λ−1,Λ𝜖− Λ𝜔Λ−1𝑎

)︁
. (2.4.6)

到𝜔和𝜖的第一阶，我们就有

𝑈 (Λ, 𝑎)

[︂
1

2
𝜔𝜌𝜎𝐽

𝜌𝜎 − 𝜖𝜌𝑃
𝜌

]︂
𝑈−1 (Λ, 𝑎) =

1

2
(Λ𝜔Λ−1)𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈

− (Λ𝜖− Λ𝜔Λ−1𝑎)𝜇𝑃
𝜇. (2.4.7)

方程两边𝜔𝜌𝜎和𝜖𝜌的系数是相等的（并利用(2.3.10)），我们得到

𝑈 (Λ, 𝑎) 𝐽𝜌𝜎𝑈−1 (Λ, 𝑎) = Λ 𝜌
𝜇 Λ

𝜎
𝜈 (𝐽𝜇𝜈 − 𝑎𝜇𝑃 𝜈 + 𝑎𝜈𝑃𝜇) ， (2.4.8)

𝑈 (Λ, 𝑎)𝑃 𝜌𝑈−1 (Λ, 𝑎) = Λ 𝜌
𝜇 𝑃

𝜇 . (2.4.9)

对于齐次Lorentz变换（𝑎𝜇 = 0），这些变换简单的说明了𝐽𝜇𝜈是个张量而𝑃𝜇是个矢量。对于纯

平移（Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈），它们告诉我们𝑃 𝜌是平移不变的，但是𝐽𝜌𝜎不是。特别地，在一个空间变换

下𝐽𝜌𝜎的空间-空间分量的改变正是，与角动量计算相关的原点改变下角动量的改变。

接下来，将规则(2.4.8)，(2.4.9)应用到本身是无限小的变换，即，Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈且𝑎𝜇 =

𝜖𝜇，无限小量𝜔𝜇𝜈和𝜖𝜇与之前的𝜔和𝜖无关。利用方程(2.4.3)，并仅保持𝜔𝜇𝜈和𝜖𝜇中的一阶项，方

程(2.4.8)和(2.4.9)现在变成

𝑖

[︂
1

2
𝜔𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈 − 𝜖𝜇𝑃
𝜇, 𝐽𝜌𝜎

]︂
= 𝜔 𝜌

𝜇 𝐽
𝜇𝜎 + 𝜔 𝜎

𝜈 𝐽
𝜌𝜈 − 𝜖𝜌𝑃 𝜎 + 𝜖𝜎𝑃 𝜌 ， (2.4.10)

𝑖

[︂
1

2
𝜔𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈 − 𝜖𝜇𝑃
𝜇, 𝑃 𝜌

]︂
= 𝜔 𝜌

𝜇 𝑃
𝜇 . (2.4.11)

由于两边的𝜔𝜇𝜈和𝜖𝜇的系数是相等的，我们发现了这个对易规则

𝑖 [𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎] = 𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜎𝜇𝐽𝜌𝜈 + 𝜂𝜎𝜈𝐽𝜌𝜇 ， (2.4.12)

𝑖 [𝑃𝜇, 𝐽𝜌𝜎] = 𝜂𝜇𝜌𝑃 𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝑃 𝜌 ， (2.4.13)

[𝑃𝜇, 𝑃 𝜌] = 0 . (2.4.14)

**我们将会看到，由于𝐽𝜇𝜈的反对易关系，我们强加了角动量生成元的等价性。另一方面，对易关系不允许我们能

够区分𝑃𝜇和−𝑃𝜇，所以(2.4.3)中𝜖𝜌𝑃
𝜌项的符号是一个约定。(2.4.3)中的选择与哈密顿量𝑃 0定义的一致性将在3.1节进

行证明。
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这是Poincaré群的Lie代数。

在量子力学中，一个特殊的角色由那些是守恒的，即与能量算符𝐻 = 𝑃 0对易的算符扮演。

对方程(2.4.13)和(2.4.14)的考察说明了这是动量三矢

P =
{︁
𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3

}︁
(2.4.15)

以及角动量三矢

J =
{︁
𝐽23, 𝐽31, 𝐽12

}︁
(2.4.16)

当然，还有能量𝑃 0本身。剩下的生成元形成所谓的“推动”（boost）三矢

K =
{︁
𝐽01, 𝐽02, 𝐽03

}︁
. (2.4.17)

这些是不守恒的，这是为什么我们不使用K的本征值标记物理态的原因。在一个三维标记下，对

易关系(2.4.12)、(2.4.13)、(2.4.14)可以重写为

[𝐽𝑖, 𝐽𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘 ， (2.4.18)

[𝐽𝑖,𝐾𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐾𝑘 ， (2.4.19)

[𝐾𝑖,𝐾𝑗 ] = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘 ， (2.4.20)

[𝐽𝑖, 𝑃𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘 ， (2.4.21)

[𝐾𝑖, 𝑃𝑗 ] = −𝑖𝐻𝛿𝑖𝑗 ， (2.4.22)

[𝐽𝑖, 𝐻] = [𝑃𝑖, 𝐻] = [𝐻,𝐻] = 0 ， (2.4.23)

[𝐾𝑖, 𝐻] = −𝑖𝑃𝑖 ， (2.4.24)

其中𝑖, 𝑗, 𝑘等取遍值1,2和3，并且𝜖𝑖𝑗𝑘是全反对称量，并有𝜖123 = +1。对易关系(2.4.18)将被认为

是角动量算符的对易关系。

纯平移𝑇 (1, 𝑎)构成非齐次Lorentz群的子群，它的群乘积规则由(2.3.8)给定

𝑇 (1, �̄�)𝑇 (1, 𝑎) = 𝑇 (1, �̄�+ 𝑎) . (2.4.25)

这是与(2.2.24)意义上相同的额外物，所以通过利用(2.4.3)并重复导出(2.2.26)的步骤，我们发现

有限平移可以在Hilbert空间上被表示为

𝑈 (1, 𝑎) = exp (−𝑖𝑃𝜇𝑎𝜇) . (2.4.26)

以精确相同的方式，我们可以证明一个沿𝜃方向，角度为|𝜃|的旋转𝑅𝜃在Hilbert空间上被表示为

𝑈 (𝑅𝜃, 0) = exp (𝑖J · 𝜃) . (2.4.27)

将Poincaré代数与牛顿力学的对称群，伽利略群的Lie代数进行比较是有趣的。通过从伽利

略群的变换法则出发，然后跟随这里所使用的导出Poincaré代数的步骤，我们可以导出这个代

数。然而，既然我们已经有方程(2.4.18)—(2.4.24)，通过所谓的Inönü-Wigner收缩4, 5，很容易

获得作为Poincaré代数的低速近似的伽利略代数。对于典型质量为𝑚，典型速度为𝑣的粒子系

统，动量和反动量算符被期待是J ∼1,P ∼ 𝑚𝑣阶的。另一方面，能量算符为𝐻 = 𝑀 +𝑊，
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其总质量为𝑀，而非质量能量为𝑊（动能+势能），被期待是𝑀 ∼ 𝑚,𝑊 ∼ 𝑚𝑣2阶的。对方

程(2.4.18)—(2.4.24)的考察证明了对易关系在𝑣 ≪ 1的极限下形式为

[𝐽𝑖, 𝐽𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘, [𝐽𝑖,𝐾𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐾𝑘, [𝐾𝑖,𝐾𝑗 ] = 0,

[𝐽𝑖, 𝑃𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘, [𝐾𝑖, 𝑃𝑗 ] = −𝑖𝑀𝛿𝑖𝑗 ,

[𝐽𝑖,𝑊 ] = [𝑃𝑖,𝑊 ] = 0, [𝐾𝑖,𝑊 ] = −𝑖𝑃𝑖,
[𝐽𝑖,𝑀 ] = [𝑃𝑖,𝑀 ] = [𝐾𝑖,𝑀 ] = [𝑊,𝑀 ] = 0,

其中K是1/𝑣阶的。注意到平移x → x + a与一个“推动”x → x + v𝑡的乘积本应是变换x →
x+ v𝑡+ a，但是，对于Hilbert空间上的算符，这个作用不是正确的：

exp (−𝑖K · v) exp (−𝑖P · a) = exp (𝑖𝑀a · v/2) exp (−𝑖 (K · v +P · a)) .

相位因子exp (𝑖𝑀a · v/2)的出现证明了这是一个投影表示，其有一个超选择定则以禁止不同质量
态的叠加。从这个方面看，Poincaré群的数学是比伽利略群简单的。然而，没有什么阻止我们通

过给伽利略群的李代数增加一个生成元来形式上的扩张伽利略群，这个生成元与其他生成元对易

且它的本征值是不同态的质量。在这种情况下，物理态给这个扩张对称群提供了一个普通而非投

影表示。所出现的不同仅是某种记号，除了伽利略群的这个重新解释，质量的超选择定则是不需

要的。

2.5 单粒子态

我们现在考察根据单粒子态在非齐次Lorentz群下的变换，对它们进行分类。

能动量四矢的分量全部互相对易，所以将物理态矢表达为四动量本征矢的形式是自然地。引

入标号𝜎用以标记所有其它的自由度，因此我们考察的态矢Ψ满足

𝑃𝜇Ψ𝑝,𝜎 = 𝑝𝜇Ψ𝑝,𝜎 . (2.5.1)

对于一般态，例如由几个非束缚粒子所构成的态，标号𝜎将不得不包括连续标号和离散标号。我

们将此作为单粒子态定义的一部分，即标号𝜎是纯离散的，并且在这里我们将限制在这种情况

下。（然而，两个或多个粒子的特定束缚态，例如氢原子的最低态，将被认为是一个单粒子态。

它不是一个基本粒子，但是复合粒子与基本粒子的区别在这里是不相关的。）

方程(2.5.1)和(2.4.26)告诉我们在平移下态Ψ𝑝,𝜎怎样变换：

𝑈 (1, 𝑎)Ψ𝑝,𝜎 = 𝑒−𝑖𝑝·𝑎Ψ𝑝,𝜎 .

我们现在必须考察这些态在齐次Lorentz变换下如何变换。

利用(2.4.9)，我们看到一个带有量子齐次Lorentz变换𝑈 (Λ, 0) ≡ 𝑈 (Λ)的算符作用在Ψ𝑝,𝜎上

的效应是产生四动量本征值为Λ𝑝的本征矢

𝑃𝜇𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 = 𝑈 (Λ)
[︁
𝑈−1 (Λ)𝑃𝜇𝑈 (Λ)

]︁
Ψ𝑝,𝜎 = 𝑈 (Λ) ((Λ−1) 𝜇𝜌 𝑃

𝜌)Ψ𝑝,𝜎

= Λ𝜇𝜌𝑝
𝜌𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 . (2.5.2)
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因此，𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎必须是态矢ΨΛ𝑝,𝜎′的线性组合：

𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 =
∑︁

𝜎′

𝐶𝜎′𝜎 (Λ, 𝑝)ΨΛ𝑝,𝜎′ . (2.5.3)

一般而言，通过使用Ψ𝑝,𝜎合适的线性组合，有可能选择𝜎标号使得矩阵𝐶𝜎′𝜎 (Λ, 𝑝)是分块对角

的；换句话说，使得Ψ𝑝,𝜎中的𝜎在任何一个块中，通过它们自身构建非齐次Lorentz群的表示。将

特定粒子类型的态与非齐次Lorentz群表示的不可约分量等同起来是自然地，在这种意义上，不

能以这种方式进一步的分解。*现在，我们的任务是在非齐次Lorentz群的不可约表示下得出系

数𝐶𝜎′𝜎 (Λ, 𝑝)的结构。

由于这个目的，注意到𝑝𝜇在所有固有正时Lorentz变换Λ𝜇𝜈下保持不变的唯一函数是不变平

方𝑝2 ≡ 𝜂𝜇𝜈𝑝
𝜇𝑝𝜈，以及当𝑝2 ≤ 0时𝑝0的符号。因此，对于每一𝑝2的值，以及（𝑝2 ≤ 0时）𝑝0的每

一符号，我们可以选择一个“标准”四矢，记为𝑘𝜇，并将这类中的任何一个𝑝𝜇表示为

𝑝𝜇 = 𝐿𝜇𝜈 (𝑝) 𝑘
𝜈 ， (2.5.4)

其中𝐿𝜇𝜈是某些标准Lorentz变换，其依赖于𝑝𝜇且暗中依赖于我们对标准𝑘𝜇的选择。那么，我们可

以将动量𝑝的态Ψ𝑝,𝜎定义为

Ψ𝑝,𝜎 ≡ 𝑁 (𝑝)𝑈 (𝐿 (𝑝))Ψ𝑘,𝜎 ， (2.5.5)

其中𝑁 (𝑝)是一个数值归一化因子，稍后进行选择。到目前为止，对于不同动量，𝜎标号是怎样关

联的，我们没有进行任何说明；现在方程(2.5.5)填补了这一空隙。

用一任意齐次Lorentz变换𝑈 (Λ)作用在(2.5.5)上，我们发现

𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 = 𝑁 (𝑝)𝑈 (Λ𝐿 (𝑝))Ψ𝑘,𝜎

= 𝑁 (𝑝)𝑈 (𝐿 (Λ𝑝))𝑈(𝐿−1 (Λ𝑝) Λ𝐿 (𝑝))Ψ𝑘,𝜎 . (2.5.6)

最后一步的关键点是Lorentz变换𝐿−1 (Λ𝑝) Λ𝐿 (𝑝)使𝑘变为𝐿 (𝑝) 𝑘 = 𝑝，然后到Λ𝑝，然后再回

到𝑘，所以它属于齐次Lorentz群的子群，该群由使𝑘𝜇不变的Lorentz变换𝑊𝜇
𝜈组成：

𝑊𝜇
𝜈𝑘𝜈 = 𝑘𝜇 . (2.5.7)

这个子群被称为小群。对于满足方程(2.5.7)的任意𝑊，我们有

𝑈(𝑊 )Ψ𝑘,𝜎 =
∑︁

𝜎′

𝐷𝜎′𝜎 (𝑊 )Ψ𝑘,𝜎′ . (2.5.8)

系数𝐷𝜎′𝜎构成这个小群的一个表示；即，对于任意的元素�̄�和𝑊，我们有

∑︁

𝜎′

𝐷𝜎′𝜎(�̄�𝑊 )Ψ𝑘,𝜎′ = 𝑈(�̄�𝑊 )Ψ𝑘,𝜎 = 𝑈(�̄� )𝑈 (𝑊 )Ψ𝑘,𝜎

= 𝑈(�̄� )
∑︁

𝜎′′

𝐷𝜎′′𝜎 (𝑊 )Ψ𝑘,𝜎′′ =
∑︁

𝜎′𝜎′′

𝐷𝜎′′𝜎 (𝑊 )𝐷𝜎′𝜎′′(�̄� )Ψ𝑘,𝜎′

*当然，不同的粒子种类可以对应于同构的表示，即，存在多个矩阵𝐶𝜎′𝜎 (Λ, 𝑝)，它们要么是等价的，要么通过一

个相似变换等价。在某些情况下，将粒子类型定义为较大群的不可约表示是方便的，而这个较大群将非齐次固有正

时Lorentz群作为子群包含在内；例如，正如我们将看到的，对于无质量粒子，其相互作用反应空间反演对称性，则

通常是将包含空间反演的非齐次Lorentz群的不可约表示的全部分量视为单个粒子类型。
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因而

𝐷𝜎′𝜎(�̄�𝑊 ) =
∑︁

𝜎′′

𝐷𝜎′𝜎′′(�̄� )𝐷𝜎′′𝜎 (𝑊 ) . (2.5.9)

特别的，我们可以将方程(2.5.8)应用于小群变换

𝑊 (Λ, 𝑝) ≡ 𝐿−1 (Λ𝑝) Λ𝐿 (𝑝) (2.5.10)

那么方程(2.5.6)采取这样的形式

𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 = 𝑁 (𝑝)
∑︁

𝜎′

𝐷𝜎′𝜎 (𝑊 (Λ, 𝑝))𝑈 (𝐿 (Λ𝑝))Ψ𝑘,𝜎′ ，

或者，回顾定义(2.5.5)：

𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 =

(︂
𝑁 (𝑝)

𝑁 (Λ𝑝)

)︂∑︁

𝜎′

𝐷𝜎′𝜎 (𝑊 (Λ, 𝑝))ΨΛ𝑝,𝜎′ . (2.5.11)

除了归一化的问题，在变换规则(2.5.3)中决定系数𝐶𝜎′𝜎的问题已经退化成寻找小群表示的问题。

这种从小群表示中导出一个群例如非齐次Lorentz群的表示的方法，称为诱导表示法6。

表2.1给出了标准动量𝑘𝜇一个方便的选择以及不同四动量类下相对应的小群。

表 2.1 针对不同类四动量的标准动量和相对应的小群。这里𝜅是一正的任意能量，选为1eV。这个

小群几乎是相当显然的：𝑆𝑂 (3)是三维中的普通旋转群（剔除了空间反演），这是因为旋转是唯一

一个使零动量粒子保持静止的固有正时Lorentz变换，而𝑆𝑂 (2, 1)和𝑆𝑂 (3, 1)分别是(2 + 1)维和(3 + 1)维

中的Lorentz群。群𝐼𝑆𝑂 (2)是欧几里得几何的群，由两维中的旋转和平移组成。对于之后将要解释

的𝑝2 = 0，这作为一个子群出现

标准𝑘𝜇 小群

(a) 𝑝2 = −𝑀2 < 0, 𝑝0 > 0 (0, 0, 0,𝑀) 𝑆𝑂 (3)

(b) 𝑝2 = −𝑀2 < 0, 𝑝0 < 0 (0, 0, 0,−𝑀) 𝑆𝑂 (3)

(c) 𝑝2 = 0, 𝑝0 > 0 (0, 0, 𝜅, 𝜅) 𝐼𝑆𝑂 (2)

(d) 𝑝2 = 0, 𝑝0 < 0 (0, 0, 𝜅,−𝜅) 𝐼𝑆𝑂 (2)

(e) 𝑝2 = 𝑁2 > 0 (0, 0, 𝑁, 0) 𝑆𝑂 (2, 1)

(f) 𝑝𝜇 = 0 (0, 0, 0, 0) 𝑆𝑂 (3, 1)

这六类四动量中，仅有(𝑎) , (𝑐)和(𝑓)有已知的物理态解释。对于情况(𝑓)—𝑝𝜇 = 0，无需多

言；它描述了真空，在𝑈 (Λ)下显然是不变的。在下文中，我们仅考虑情况(𝑎)和(𝑐) ，其分别对

应质量𝑀 > 0和零质量的粒子。

在这里停顿一下，而谈一谈这些态的归一化是很好的。通过量子力学中通常的正交归一化步

骤，我们可以选择这些带有标准动量𝑘𝜇的态是正交的，在这个意义下

(Ψ𝑘′,𝜎′ ,Ψ𝑘,𝜎) = 𝛿3(k′ − k)𝛿𝜎′𝜎 . (2.5.12)

（这里出现𝛿-函数是因为Ψ𝑘,𝜎和Ψ𝑘′,𝜎′是一厄密算符本征值分别为k和k′的本征态。）这有一个显

然的结果，即在方程(2.5.8)和(2.5.11)中的小群表示必须是幺正的**

𝐷† (𝑊 ) = 𝐷−1 (𝑊 ) . (2.5.13)

**对于𝑝2 > 0和𝑝𝜇 = 0的小群𝑆𝑂 (2, 1)和𝑆𝑂 (3, 1)没有不平庸的有限维幺正表示，因而，如果存在任何动量𝑝𝜇给定

为𝑝2 > 0和𝑝𝜇 = 0的态在一个小群下有非平庸的变换，这些态的数目将不得不是无限个。
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现在，对于任意的动量，标量积是什么呢？利用方程(2.5.5)和(2.5.11)中算符𝑈 (Λ)的幺正

性，对于标量积，我们发现：

(Ψ𝑝′,𝜎′ ,Ψ𝑝,𝜎) = 𝑁(𝑝)
(︁
𝑈−1 (𝐿 (𝑝))Ψ𝑝′,𝜎′ ,Ψ𝑘,𝜎

)︁

= 𝑁 (𝑝)𝑁*(𝑝′)𝐷
(︁
𝑊 (𝐿−1 (𝑝) , 𝑝′)

)︁*
𝜎𝜎′
𝛿3(k′ − k)

其中𝑘′ ≡ 𝐿−1 (𝑝) 𝑝′。又因为𝑘 ≡ 𝐿−1 (𝑝) 𝑝，所以𝛿-函数𝛿3(k−k′)正比于𝛿3(p−p′)。对于𝑝′ = 𝑝，

这里的小群变换是平庸的，𝑊 (𝐿−1 (𝑝) , 𝑝) = 1，因而标量积是

(Ψ𝑝′,𝜎′ ,Ψ𝑝,𝜎) = |𝑁 (𝑝)|2 𝛿𝜎′𝜎𝛿
3(k′ − k). (2.5.14)

将𝛿3(k − k′)与𝛿3(p − p′)关联起来的比例因子留待解决。注意到任意标量函数𝑓 (𝑝)在四动量满

足−𝑝2 =𝑀2 ≥ 0以及𝑝0 > 0（即情况(𝑎)或(𝑐)）上的Lorentz不变积分可以写为
∫︁
𝑑4𝑝 𝛿(𝑝2 +𝑀2)𝜃(𝑝0)𝑓 (𝑝)

=

∫︁
𝑑3p𝑑𝑝0 𝛿((𝑝0)2 − p2 −𝑀2)𝜃(𝑝0)𝑓(p, 𝑝0)

=

∫︁
𝑑3p

𝑓(p,
√︀

p2 +𝑀2)

2
√︀

p2 +𝑀2

（𝜃(𝑝0)是阶跃函数：𝑥 ≥ 0时𝜃 (𝑥) = 1，𝑥 < 0时𝜃 (𝑥) = 0。）我们看到当在“质量壳” 𝑝2 +𝑀2 =

0上积分时，不变体积元是
𝑑3p√︀

p2 +𝑀2
. (2.5.15)

𝛿-函数定义为

𝐹 (p) =

∫︁
𝐹 (p′)𝛿3(p− p′)𝑑3p′

=

∫︁
𝐹 (p′)

[︁√︀
p′2 +𝑀2𝛿3(p′ − p)

]︁ 𝑑3p′
√︀
p′2 +𝑀2

所以我们看到不变𝛿-函数是
√︀

p′2 +𝑀2𝛿3(p′ − p) = 𝑝0𝛿3(p′ − p) . (2.5.16)

因为𝑝′和𝑝分别通过一个Lorentz变换𝐿 (𝑝)与𝑘′和𝑘相关，那么我们有

𝑝0𝛿3(p′ − p) = 𝑘0𝛿3(k′ − k)

因而

(Ψ𝑝′,𝜎′ ,Ψ𝑝,𝜎) = |𝑁(𝑝)|2𝛿𝜎′𝜎

(︂
𝑝0

𝑘0

)︂
𝛿3(p′ − p) . (2.5.17)

归一化因子𝑁 (𝑝)有时就选择为𝑁 (𝑝) = 1，但是之后，我们需要在标量积中保持𝑝0/𝑘0的痕迹。反

而，我在这里将采取更加普遍的约定

𝑁 (𝑝) =
√︀
𝑘0/𝑝0 (2.5.18)

这样

(Ψ𝑝′,𝜎′ ,Ψ𝑝,𝜎) = 𝛿𝜎′𝜎𝛿
3(p′ − p) . (2.5.19)

我们现在考虑两种物理感兴趣的情况：质量𝑀 > 0的粒子，以及零质量粒子。
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正定质量

这里的小群是三维旋转群。它的幺正表示可以分解为2𝑗 + 1维不可约表示7 𝐷
(𝑗)
𝜎′𝜎(𝑅)的直

和，其中𝑗 = 0, 12 , 1, · · ·。这些表示可以通过无限小旋转𝑅𝑖𝑘 = 𝛿𝑖𝑘 +Θ𝑖𝑘的标准矩阵进行构建，其

中Θ𝑖𝑘 = −Θ𝑘𝑖是无限小量：

𝐷
(𝑗)
𝜎′𝜎(1 + Θ) = 𝛿𝜎′𝜎 +

𝑖

2
Θ𝑖𝑘(𝐽

(𝑗)
𝑖𝑘 )𝜎′𝜎 ， (2.5.20)

(𝐽
(𝑗)
23 ± 𝑖𝐽

(𝑗)
31 )𝜎′𝜎 = (𝐽

(𝑗)
1 ± 𝑖𝐽

(𝑗)
2 )𝜎′𝜎

= 𝛿𝜎′,𝜎±1

√︀
(𝑗 ∓ 𝜎) (𝑗 ± 𝜎 + 1) ， (2.5.21)

(𝐽
(𝑗)
12 )𝜎′𝜎 = (𝐽

(𝑗)
3 )𝜎′𝜎 = 𝜎𝛿𝜎′𝜎 ， (2.5.22)

其中𝜎取遍值𝑗, 𝑗 − 1, · · · ,−𝑗。对于质量𝑀 > 0，自旋为𝑗的粒子，方程(2.5.11)现在变成

𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 =

√︃
(Λ𝑝)0

𝑝0

∑︁

𝜎′

𝐷
(𝑗)
𝜎′𝜎 (𝑊 (Λ, 𝑝))ΨΛ𝑝,𝜎′ ， (2.5.23)

其中小群元素𝑊 (Λ, 𝑝)（Wigner旋转）由方程(2.5.10)给定：

𝑊 (Λ, 𝑝) = 𝐿−1 (Λ𝑝) Λ𝐿 (𝑝) .

为了计算这个旋转，我们需要选择一个“标准推动”𝐿 (𝑝)，其使四动量𝑘𝜇 = (0, 0, 0,𝑀)变

为𝑝𝜇。一个方便的选择如下

𝐿𝑖𝑘 (𝑝) = 𝛿𝑖𝑘 + (𝛾 − 1) 𝑝𝑖𝑝𝑘

𝐿𝑖0 (𝑝) = 𝐿0
𝑖 (𝑝) = 𝑝𝑖

√︀
𝛾2 − 1 ， (2.5.24)

𝐿0
0 (𝑝) = 𝛾 ，

其中

𝑝𝑖 ≡
𝑝𝑖
|p|， 𝛾 ≡

√︀
p2 +𝑀2

𝑀
.

当Λ𝜇𝜈是一个任意的三维旋转R是非常重要的，Wigner旋转𝑊 (Λ, 𝑝)对于所有的𝑝与R是相同

的。为了看到这一点，注意到推动(2.5.24)可以表达为

𝐿 (𝑝) = 𝑅 (p̂)𝐵 (|p|)𝑅−1(p̂) ，

其中𝑅 (p̂)是一个旋转（之后将以一个标准的方式定义，见方程(2.5.47)）使得第3坐标轴朝向p的

方向，并且

𝐵 (|p|) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 𝛾
√︀
𝛾2 − 1

0 0
√︀
𝛾2 − 1 𝛾

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

那么对于一个任意的旋转R

𝑊 (R, 𝑝) = 𝑅 (Rp̂)𝐵−1 (|p|)𝑅−1 (Rp̂)R𝑅 (p̂)𝐵 (|p|)𝑅−1 (p̂) .
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但是旋转𝑅−1 (Rp̂)R𝑅 (p̂)是第3轴朝向p̂方向，然后朝向Rp̂方向，然后再回到第3轴，所以，它

必须是绕第3轴角度为𝜃的一个旋转

𝑅−1 (Rp̂)R𝑅 (p̂) = 𝑅 (𝜃) ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

cos 𝜃 sin 𝜃 0 0

− sin 𝜃 cos 𝜃 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

由于𝑅 (𝜃)与𝐵 (|p|)对易，这现在给出

𝑊 (R, 𝑝) = 𝑅 (Rp̂)𝐵−1 (|p|)𝑅 (𝜃)𝐵 (|p|)𝑅−1 (p̂) = 𝑅 (Rp̂)𝑅 (𝜃)𝑅−1 (p̂)

因而

𝑊 (R, 𝑝) = R

正如所要证明的。因此，一个有质量运动粒子的态（以及通过扩张所得到的多粒子态）在旋

转下像在非相对论量子力学中那样有相同的变换。这是另一条好消息——球谐振子的全部设

置，Clebsch-Gordon系数等等，可以成批量的从非相对论量子力学迁移到相对论量子力学。

零质量

首先，我们必须要得到小群群元的结构。考察一个任意的小群元𝑊𝜇
𝜈，并有𝑊

𝜇
𝜈𝑘𝜈 = 𝑘𝜇，

其中𝑘𝜇是该情况下的标准四矢，𝑘𝜇 = (0, 0, 1, 1)。作用在一个类时四矢𝑡𝜇 = (0, 0, 0, 1)上的这

类Lorentz变换必须得出一个四矢𝑊𝑡，其长度以及与𝑊𝑘 = 𝑘的标量积必须与𝑡的长度以及𝑡与𝑘的

标量积是相同的：

(𝑊𝑡)𝜇 (𝑊𝑡)𝜇 = 𝑡𝜇𝑡𝜇 = −1 ，

(𝑊𝑡)𝜇 𝑘𝜇 = 𝑡𝜇𝑘𝜇 = −1 .

任何满足第二个条件的四矢可以写为

(𝑊𝑡)𝜇 = (𝛼, 𝛽, 𝜁, 1 + 𝜁)

那么第一个条件得出如下的关系

𝜁2 =
(︀
𝛼2 + 𝛽2

)︀
/2 . (2.5.25)

由此得出，𝑊𝜇
𝜈在𝑡𝜈上的效应与如下Lorentz变换是相同的

𝑆𝜇𝜈 (𝛼, 𝛽) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −𝛼 𝛼

0 1 −𝛽 𝛽

𝛼 𝛽 1− 𝜁 𝜁

𝛼 𝛽 −𝜁 1 + 𝜁

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.5.26)

这并不意味着𝑊等于𝑆 (𝛼, 𝛽)，但是它却意味着𝑆−1 (𝛼, 𝛽)𝑊是一保持类时四矢(0, 0, 0, 1)不变

的Lorentz变换，因而是一个纯旋转。另外，𝑆𝜇𝜈像𝑊
𝜇
𝜈那样保持类光四矢(0, 0, 1, 1)不变，所

以𝑆−1 (𝛼, 𝛽)𝑊必须是绕第3轴角度为𝜃的一个旋转

𝑆−1 (𝛼, 𝛽)𝑊 = 𝑅 (𝜃) ， (2.5.27)
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其中

𝑅𝜇𝜈 (𝜃) ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

cos 𝜃 sin 𝜃 0 0

− sin 𝜃 cos 𝜃 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

因而，小群最普遍生成元的形式是

𝑊 (𝜃, 𝛼, 𝛽) = 𝑆 (𝛼, 𝛽)𝑅 (𝜃) . (2.5.28)

这是什么群呢？我们注意到𝜃 = 0或𝛼 = 𝛽 = 0的变换构成子群：

𝑆(�̄�, 𝛽)𝑆 (𝛼, 𝛽) = 𝑆(�̄�+ 𝛼, 𝛽 + 𝛽) (2.5.29)

𝑅
(︀
𝜃
)︀
𝑅 (𝜃) = 𝑅

(︀
𝜃 + 𝜃

)︀
. (2.5.30)

这些子群是阿贝尔的——即它们的全部群元互相对易。更近一步，𝜃 = 0的子群是不变的，这是

说，它的元素通过这个群的任何一个成员变换为相同子群的另一元素

𝑅 (𝜃)𝑆 (𝛼, 𝛽)𝑅−1 (𝜃) = 𝑆 (𝛼 cos 𝜃 + 𝛽 sin 𝜃,−𝛼 sin 𝜃 + 𝛽 cos 𝜃) . (2.5.31)

通过方程(2.5.29)—(2.5.31)我们可以得到任意群元的乘积。读者将意识到，这些是群𝐼𝑆𝑂 (2)的

乘积规则，该群由二维中平移（通过矢量(𝛼, 𝛽)）和旋转（通过角度𝜃）组成。

没有不变阿贝尔子群的群有一些简单的性质，并且因为这个原因被称为是半单的。正如我们

已经看到的，小群𝐼𝑆𝑂 (2)像非齐次Lorentz群一样不是半单的，这导致了有趣的复杂性。首先，

先看一下𝐼𝑆𝑂 (2)的Lie代数。对于无限小的𝜃, 𝛼, 𝛽，一般群元是

𝑊 (𝜃, 𝛼, 𝛽)𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈 ，

𝜔𝜇𝜈 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝜃 −𝛼 𝛼

−𝜃 0 −𝛽 𝛽

𝛼 𝛽 0 0

−𝛼 −𝛽 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

通过(2.4.3)，我们看到相对应的Hilbert空间算符是

𝑈 (𝑊 (𝜃, 𝛼, 𝛽)) = 1 + 𝑖𝛼𝐴+ 𝑖𝛽𝐵 + 𝑖𝜃𝐽3 ， (2.5.32)

其中𝐴和𝐵是厄密算符

𝐴 = −𝐽13 + 𝐽10 = 𝐽2 +𝐾1 ， (2.5.33)

𝐵 = −𝐽23 + 𝐽20 = −𝐽1 +𝐾2 ， (2.5.34)

并且，像以前一样，𝐽3 = 𝐽12。无论是通过(2.4.18)—(2.4.20)，还是直接从方程(2.5.29)—

(2.5.31)，我们看到这些生成元有如下的对易子

[𝐽3, 𝐴] = +𝑖𝐵 ， (2.5.35)

[𝐽3, 𝐵] = −𝑖𝐴 ， (2.5.36)

[𝐴,𝐵] = 0 . (2.5.37)
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由于𝐴和𝐵是对易的厄密算符，所以它们（类似于非齐次Lorentz群的动量生成元）可以同时被

态Ψ𝑘,𝑎,𝑏对角化

𝐴Ψ𝑘,𝑎,𝑏 = 𝑎Ψ𝑘,𝑎,𝑏 ，

𝐵Ψ𝑘,𝑎,𝑏 = 𝑏Ψ𝑘,𝑎,𝑏 .

问题是如果我们发现𝐴,𝐵的这样一组非零本征值，那么我们就找到了一个全连续统。通过方

程(2.5.31)，我们有

𝑈(𝑅 (𝜃))𝐴𝑈−1(𝑅 (𝜃)) = 𝐴 cos 𝜃 −𝐵 sin 𝜃 ，

𝑈(𝑅 (𝜃))𝐵𝑈−1(𝑅 (𝜃)) = 𝐴 sin 𝜃 +𝐵 cos 𝜃 ，

因而，对于任意的𝜃，

𝐴Ψ𝜃
𝑘,𝑎,𝑏 = (𝑎 cos 𝜃 − 𝑏 sin 𝜃)Ψ𝜃

𝑘,𝑎,𝑏 ，

𝐵Ψ𝜃
𝑘,𝑎,𝑏 = (𝑎 sin 𝜃 + 𝑏 cos 𝜃)Ψ𝜃

𝑘,𝑎,𝑏 ，

其中

Ψ𝜃
𝑘,𝑎,𝑏 ≡ 𝑈−1 (𝑅 (𝜃))Ψ𝑘,𝑎,𝑏 .

无质量粒子没有被观测到有任何像𝜃一样的连续自由度；为了避免这类的连续态，我们必须要求

物理态（现在称为Ψ𝑘,𝜎）是𝐴和𝐵的𝑎 = 𝑏 = 0的本征矢量：

𝐴Ψ𝑘,𝜎 = 𝐵Ψ𝑘,𝜎 = 0 . (2.5.38)

那么，这些态通过剩余生成元的本征值进行区分

𝐽3Ψ𝑘,𝜎 = 𝜎Ψ𝑘,𝜎 . (2.5.39)

因为动量𝑘在第3方向上，𝜎给出角动量在运动方向上的分量，或者说，螺度。

我们现在准备就绪去计算一般无质量粒子态的Lorentz变换性质。首先，注意到通过2.2节的

普遍讨论，对于有限的𝛼和𝛽，方程(2.5.32)推广为

𝑈 (𝑆 (𝛼, 𝛽)) = exp (𝑖𝛼𝐴+ 𝑖𝛽𝐵) (2.5.40)

对于有限的𝜃，则是

𝑈 (𝑅 (𝜃)) = exp (𝑖𝐽3𝜃) . (2.5.41)

小群的任意一个元素𝑊可以写为(2.5.28)的形式，所以

𝑈 (𝑊 )Ψ𝑘,𝜎 = exp (𝑖𝛼𝐴+ 𝑖𝛽𝐵) exp (𝑖𝜃𝐽3)Ψ𝑘,𝜎 = exp (𝑖𝜃𝜎)Ψ𝑘,𝜎

因而，方程(2.5.8)给出

𝐷𝜎′𝜎 (𝑊 ) = exp (𝑖𝜃𝜎) 𝛿𝜎′𝜎 ，

其中，𝜃是通过将𝑊按方程(2.5.28)那样表达所定义的角度。对于螺度任意的无质量粒子，

其Lorentz变换规则现在由方程(2.5.11)和(2.5.18)给出

𝑈 (Λ)Ψ𝑝,𝜎 =

√︃
(Λ𝑝)0

𝑝0
exp (𝑖𝜎𝜃 (Λ, 𝑝))ΨΛ𝑝,𝜎 (2.5.42)
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其中𝜃 (Λ, 𝑝)定义为

𝑊 (Λ, 𝑝) ≡ 𝐿−1 (Λ𝑝) Λ𝐿 (𝑝) ≡ 𝑆 (𝛼 (Λ, 𝑝) , 𝛽 (Λ, 𝑝))𝑅 (𝜃 (Λ, 𝑝)) . (2.5.43)

在5.9节我们将看到电磁规范不变性源于由𝛼和𝛽参量化的小群部分。

到现在为止，我们还没有遇到什么理由阻止无质量粒子的螺度𝜎取任意的实数。正如我们将

在2.7节将看到的，正如有质量粒子一样，存在一些拓扑考虑约束𝜎的允许值为整数或半整数。

为了计算Λ和𝑝给定的小群元素(2.5.43)，（并使得我们能够在下一节计算时间反演或空间反

演在这些态上的效应）对于使𝑘𝜇 = (0, 0, 𝜅, 𝜅)变到𝑝𝜇的标准Lorentz变换，我们需要固定一个约

定。这个变换被选为如下的形式将是方便的

𝐿 (𝑝) = 𝑅 (p̂)𝐵 (|p| /𝜅) (2.5.44)

其中，𝐵 (𝑢)是沿第3方向上的纯推动：

𝐵 (𝑢) ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
(︀
𝑢2 + 1

)︀
/2𝑢

(︀
𝑢2 − 1

)︀
/2𝑢

0 0
(︀
𝑢2 − 1

)︀
/2𝑢

(︀
𝑢2 + 1

)︀
/2𝑢

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(2.5.45)

而𝑅 (p̂)是一个使第3轴转向单位矢量p̂的方向的纯旋转。例如，假定我们令p̂有极角𝜃和方位

角𝜑：

p̂ =(sin 𝜃 cos𝜑, sin 𝜃 sin𝜑, cos 𝜃) . (2.5.46)

那么，我们可以取𝑅 (p̂)为一个绕第2轴角度为𝜃的旋转，其使(0, 0, 1)变为(sin 𝜃, 0, cos 𝜃)，再跟着

一个绕第3轴角度为𝜑的旋转：

𝑈 (𝑅 (p̂)) = exp (−𝑖𝜑𝐽3) exp (−𝑖𝜃𝐽2) ， (2.5.47)

其中0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋，0 ≤ 𝜑 < 2𝜋。（我们给出𝑈 (𝑅 (p̂))而不是𝑅 (p̂)，以及𝜑和𝜃范围的指定，是因

为𝜃或𝜑的2𝜋偏移将会给出相同的旋转𝑅 (p̂)，但是对于𝑈 (𝑅 (p̂))，当其作用在一个半整数自旋态

上，将会产生一个符号差异。）由于(2.5.47)是一个旋转，并使第3轴转向方向(2.5.46)，所以这

类𝑅 (p̂)的其他选择与这个选择至多相差一个绕第3轴的初始旋转，其仅对应于单粒子态的一个相

位重定义。

注意到螺度是Lorentz不变的；一个螺度𝜎给定的无质量粒子在所有惯性系中看起来是相同的

（除了它的动量）。确实，将不同螺度的无质量粒子视为不同种类的粒子将被证明是合理的。然

而，正如我们将在下一节看到的，螺度相反的粒子通过空间反演对称性相关联。因此，由于电

磁力和引力是服从空间反演对称性的，与电磁现象相联系的螺度为±1的无质量粒子都被称为光

子，而螺度为±2的，被认为与引力相联系的无质量粒子都被称为引力子。另一方面，在核𝛽衰变

中放射的螺度为±1/2的可能无质量粒子（除了引力）没有反应空间反演对称性的相互作用，所

以这些粒子被赋予了不同的名字：对于螺度−1/2的粒子，称为中微子，对于螺度+1/2的粒子，

则被称为反中微子。

即使无质量粒子的螺度是Lorentz不变的，态本身却不是的。特别的，由于方程(2.5.42)中的

螺度相关因子exp (𝑖𝜎𝜃)，相反螺度的单粒子态线性叠加所形成的态通过一个Lorentz变换将会变
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成一个不同的叠加。例如，一个普通的四动量为𝑝的单光子态可以写为

Ψ𝑝;𝛼 = 𝛼+Ψ𝑝,+1 + 𝛼−Ψ𝑝,−1 ，

其中

|𝛼+|2 + |𝛼−|2 = 1 .

这个一般情况是椭圆偏振中的一个，其中|𝛼±|非零且不相等。圆偏振是𝛼+和𝛼−有一个为零的极

端情况,而线偏振是一种相反的极端情况，有|𝛼+| = |𝛼−|。𝛼+和𝛼−的总相位没有物理意义，并对

于线性偏振可以调整使得𝛼− = 𝛼*
+，但是相对相位仍然是重要的。确实，对于𝛼− = 𝛼*

+的线性偏

振，𝛼+的相位可以等价于偏振面间与某些垂直于p的固定参考方向之间的角度。方程(2.5.42)证

明了在一个Lorentz变换Λ𝜇𝜈下，这个角度旋转了𝜃 (Λ, 𝑝)。面偏振引力子可以以一种类似的方式定

义，而在这里方程(2.5.42)有这样的结果：Lorentz变换Λ将偏振面旋转了角度2𝜃 (Λ, 𝑝)。

2.6 空间反演和时间反演

在2.3节我们看到，任何齐次Lorentz变换即是固有的又是正时的（即，DetΛ = +1且Λ0
0 ≥

+1）其它的则等价于一个固有正时变换乘以P或T或PT，其中P和T是空间反演变换和时间

反演变换

P𝜇
𝜈 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, T 𝜇
𝜈 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

Poincaré群的基本乘积规则曾被认为是不言而喻的

𝑈(Λ̄, �̄�)𝑈 (Λ, 𝑎) = 𝑈(Λ̄Λ,Λ𝑎+ �̄�)

即使Λ和/或Λ̄涉及P或T或PT的因子，这也是适用的。特别的，我们相信存在对应于P和T本

身的算符：

P ≡𝑈(P, 0) T ≡𝑈(T , 0)

使得对于任意的固有正时Lorentz变换Λ𝜇𝜈和平移𝑎𝜇有

P𝑈 (Λ, 𝑎)P−1 = 𝑈(PΛP−1,P𝑎) ， (2.6.1)

T𝑈 (Λ, 𝑎)T−1 = 𝑈(T ΛT −1,T 𝑎) . (2.6.2)

这些变换规则包含我们称P或T是“守恒”时的大部分意义。

在1956-1957年，仅在弱作用效应可以忽略的近似下，例如那些产生核𝛽衰变的过程，对

于P这是正确的变得可以理解8。时间反演幸存了一段时间，但是在1964年，出现了一些间接

的证据9证明T的这些性质也仅是近似的满足。（见3.3节。）在下文中，我们将假装满足方

程(2.6.1)和(2.6.2)的算符P和T实际上存在，但是应该铭记于心这仅是一个近似。

让我们将方程(2.6.1)和(2.6.2)应用于无限小变换的情况，即，

Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈 𝑎𝜇 = 𝜖𝜇
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其中𝜔𝜇𝜈 = −𝜔𝜈𝜇和𝜖𝜇均是无限小的。利用(2.4.3)，以及方程(2.6.1)和(2.6.2)中𝜔𝜌𝜎和𝜖𝜌的系数相

等，我们获得了Poincaré生成元的P和T的变换性质

P𝑖𝐽𝜌𝜎P−1 = 𝑖P 𝜌
𝜇 P 𝜎

𝜈 𝐽
𝜇𝜈 ， (2.6.3)

P𝑖𝑃 𝜌P−1 = 𝑖P 𝜌
𝜇 𝑃

𝜇 ， (2.6.4)

T𝑖𝐽𝜌𝜎T−1 = 𝑖T 𝜌
𝜇 T 𝜎

𝜈 𝐽𝜇𝜈 ， (2.6.5)

T𝑖𝑃 𝜌T−1 = 𝑖T 𝜌
𝜇 𝑃𝜇 . (2.6.6)

这与方程(2.4.8)和(2.4.9)很像，除了我们没有消掉方程两边的𝑖因子，这是因为到现在，我们还没

有决定P和T是线性和幺正的还是反线性和反幺正的。

这个判断是一个简单的判断。在方程(2.6.4)中令𝜌 = 0给出

P𝑖𝐻P−1 = 𝑖𝐻 ，

其中𝐻 ≡ 𝑃 0是能量算符。如果P是反线性和反幺正的，那么它将与𝑖反对易，所以P𝐻P−1 =

−𝐻。然而对于任意能量𝐸 > 0的态Ψ，将不得不存在能量为−𝐸 < 0的另一态P−1Ψ。由于不存

在负能态（能量小于真空的态），所以我们被迫选择其他的可能性：P是线性和幺正的，并且

与𝐻对易而非反对易。

另一方面，在方程(2.6.6)中令𝜌 = 0得出

T𝑖𝐻T−1 = −𝑖𝐻 .

如果我们假定T是线性和幺正的，那么我们将简单的消掉𝑖，并得到T𝐻T−1 = −𝐻，这是又一灾
难性的结果，对于任何能量为𝐸的态Ψ，总存在另一态T−1Ψ，其能量为−𝐸。为了避免这个，我
们不得不在这里得出结论：T是反线性和反幺正的。

既然，我们已经确定了P是线性的而T是反线性的，我们可以用生成元(2.4.15)—(2.4.17)三维

记法的形式方便地重写方程(2.6.3)—(2.6.6)

PJP−1 = +J ， (2.6.7)

PKP−1 = −K ， (2.6.8)

PPP−1 = −P ， (2.6.9)

TJT−1 = −J ， (2.6.10)

TKT−1 = +K ， (2.6.11)

TPT−1 = −P ， (2.6.12)

以及，正如之前所证明的，

P𝐻P−1 = T𝐻T−1 = 𝐻 . (2.6.13)

P应该保持J的符号在物理上是合理的，这是因为至少轨道部分是两个矢量的矢量积r × p，

在空间坐标系的一个反演下，这两个均改变符号。另一方面，T翻转J，这是因为在时间反

演下，观察者将会看到所有物体以相反方向旋转。另外，注意到方程(2.6.10)与角动量对易关

系J×J =𝑖J相容，这是因为T不仅翻转J，也翻转𝑖。读者可以轻松的证明方程(2.6.7)—(2.6.13)与

所有的对易关系(2.4.18)—(2.4.24)相容。
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现在，我们来考察P和T对单粒子态做了什么：

P : 𝑀 > 0

单粒子态Ψ𝑘,𝜎定义为P、𝐻和𝐽3本征值分别为0、𝑀和𝜎的本征矢。从方程(2.6.7)、(2.6.9)和(2.6.13)，

我们看到这对于态PΨ𝑘,𝜎必须是正确的，因而（除非简并）这些态仅相差一个相位

PΨ𝑘,𝜎 = 𝜂𝜎Ψ𝑘,𝜎

其相位因子（|𝜂| = 1）可能与自旋相关，也可能与自旋无关。为了看到𝜂𝜎是𝜎独立的，

从(2.5.8)、(2.5.20)和(2.5.21)，我们看到

(𝐽1 ± 𝑖𝐽2)Ψ𝑘,𝜎 =
√︀

(𝑗 ∓ 𝜎) (𝑗 ± 𝜎 + 1)Ψ𝑘,𝜎±1 ， (2.6.14)

其中𝑗是粒子自旋。在其两边用P作用，我们发现

𝜂𝜎 = 𝜂𝜎±1

因而，𝜂𝜎实际上是与𝜎独立的。我们因此写出

PΨ𝑘,𝜎 = 𝜂Ψ𝑘,𝜎 (2.6.15)

其中𝜂是一相位，被称为内禀宇称，仅依赖于P所作用的粒子种类。

为了得到有限动量态，我们必须使用对应于“推动”(2.5.24)的幺正算符𝑈 (𝐿 (𝑝))：

Ψ𝑝,𝜎 =
√︀
𝑀/𝑝0𝑈 (𝐿 (𝑝))Ψ𝑘,𝜎 .

我们注意到

P𝐿 (𝑝)P−1 = 𝐿 (P𝑝)

P𝑝 =
(︁
−p,

√︀
p2 +𝑀2

)︁

所以，利用方程(2.6.1)和(2.6.15)，我们有

PΨ𝑝,𝜎 =
√︀
𝑀/𝑝0𝑈 (𝐿 (P𝑝)) 𝜂Ψ𝑘,𝜎

或者，换种形式

PΨ𝑝,𝜎 = 𝜂ΨP𝑝,𝜎 . (2.6.16)

T : 𝑀 > 0

从方程(2.6.10)、(2.6.12)和(2.6.13)中，我们看到T在零动量单粒子态Ψ𝑘,𝜎的效应是得到一个态，

其有

P (TΨ𝑘,𝜎) = 0 ，

𝐻 (TΨ𝑘,𝜎) =𝑀 (TΨ𝑘,𝜎) ，

𝐽3 (TΨ𝑘,𝜎) = −𝜎 (TΨ𝑘,𝜎) ，
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因而

TΨ𝑘,𝜎 = 𝜁𝜎Ψ𝑘,−𝜎 ，

其中，𝜁𝜎是一个相位因子。将算符T应用到(2.6.14)，而T又是与J和𝑖反对易的，我们得到

(−𝐽1 ± 𝑖𝐽2) 𝜁𝜎Ψ𝑘,−𝜎 =
√︀

(𝑗 ∓ 𝜎) (𝑗 ± 𝜎 + 1)𝜁𝜎±1Ψ𝑘,−𝜎∓1 .

再一次在方程左边使用方程(2.6.14)，我们看到平方根因子抵消了，因而

−𝜁𝜎 = 𝜁𝜎±1 .

我们将这个解写为𝜁𝜎 = 𝜁 (−)𝑗−𝜎，其中𝜁是另一仅依赖于粒子种类的相位：

TΨ𝑘,𝜎 = 𝜁 (−)𝑗−𝜎 Ψ𝑘,−𝜎 . (2.6.17)

然而，时间反演相位𝜁不像“内禀宇称”𝜂那样，它是没有物理意义的。这是因为我们可以通过

一个相位改变来重定义单粒子态

Ψ𝑘,𝜎 → Ψ′
𝑘,𝜎 = 𝜁1/2Ψ𝑘,𝜎 .

在这样的形式下，相位𝜁从变换规则中被消除了

TΨ′
𝑘,𝜎 = 𝜁*1/2TΨ𝑘,𝜎 = 𝜁*1/2𝜁 (−)𝑗−𝜎 Ψ𝑘,−𝜎 = (−)𝑗−𝜎 Ψ′

𝑘,−𝜎 .

在下文中，我们将在方程(2.6.17)中保留相位任意的𝜁，仅是为了在选择单粒子态相位时慎重的作

出决定，但应该记住相位不是真正重要的。

为了处理有限动量态，我们再一次的使用“推动”(2.5.24)。注意到

T 𝐿 (𝑝)T −1 = 𝐿 (P𝑝) ，

P𝑝 =
(︁
−p,

√︀
p2 +𝑀2

)︁
.

（即，在𝐿𝜇𝜈中改变带有奇数个时间指标元素的符号与改变带有奇数个空间指标元素的符号是相

同的。）利用方程(2.6.2)和(2.5.5)，那么我们有

TΨ𝑝,𝜎 = 𝜁 (−)𝑗−𝜎 Ψ𝑝,−𝜎 . (2.6.18)

P : 𝑀 = 0

态Ψ𝑘,𝜎，定义为𝑃
𝜇本征值为𝑘𝜇 = (0, 0, 𝜅, 𝜅)以及𝐽3本征值为𝜎的本征矢，当宇称算符P作用

在这个态上，其所产生的态，四动量为(P𝑘)𝜇 = (0, 0,−𝜅, 𝜅)而𝐽3则等于𝜎。因此，它使一个螺度
（自旋在运动方向上的投影）𝜎的态变为螺度为−𝜎的态。正如之前提到的，这证明了空间反演对
称性的存在要求任何种类的螺度非零的无质量粒子都必须伴随着另一螺度相反的粒子种类。由

于P并不保持标准动量不变，考察算符𝑈(𝑅−1
2 )P反而是方便的，其中𝑅2是一也使𝑘变为P𝑘的旋

转，可以方便的选为绕第2轴的180∘旋转

𝑈 (𝑅2) = exp (𝑖𝜋𝐽2) . (2.6.19)
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既然𝑈(𝑅−1
2 )反转了𝐽3的符号，我们有

𝑈(𝑅−1
2 )PΨ𝑘,𝜎 = 𝜂𝜎Ψ𝑘,−𝜎 (2.6.20)

其中，𝜂𝜎是一相位因子。现在𝑅
−1
2 P与Lorentz“推动”(2.5.45)对易，并且P与使第3轴朝向p方

向的旋转𝑅 (p̂)对易，所以，通过用P作用于(2.5.5)，我们发现了，对于一般四动量𝑝𝜇

PΨ𝑝,𝜎 =

√︂
𝜅

𝑝0
𝑈

(︂
𝑅 (p̂)𝑅2𝐵

(︂ |p|
𝜅

)︂)︂
𝑈
(︀
𝑅−1

2

)︀
PΨ𝑘,𝜎

=

√︂
𝜅

𝑝0
𝜂𝜎𝑈

(︂
𝑅 (p̂)𝑅2𝐵

(︂ |p|
𝜅

)︂)︂
Ψ𝑘,−𝜎 .

注意到𝑅 (p̂)𝑅2是使第3轴朝向−p̂方向的旋转，但是𝑈 (𝑅 (p̂)𝑅2)并不等于𝑈 (𝑅 (−p̂))。根据(2.5.47)，

𝑈 (𝑅 (−p̂)) = exp
(︁
− 𝑖 (𝜑± 𝜋) 𝐽3

)︁
exp

(︁
− 𝑖 (𝜋 − 𝜃) 𝐽2

)︁

其中，根据0 ≤ 𝜑 < 𝜋还是𝜋 ≤ 𝜑 < 2𝜋，将轴向角选为𝜑+ 𝜋或𝜑− 𝜋，使得轴向角保持在0到2𝜋的

范围内。那么

𝑈−1
(︁
𝑅 (−p̂)

)︁
𝑈
(︁
𝑅 (p̂)𝑅2

)︁
= exp

(︁
𝑖 (𝜋 − 𝜃) 𝐽2

)︁

× exp
(︁
𝑖 (𝜑± 𝜋) 𝐽3

)︁
exp (−𝑖𝜑𝐽3) exp (−𝑖𝜃𝐽2) exp (𝑖𝜋𝐽2)

= exp
(︁
𝑖 (𝜋 − 𝜃) 𝐽2

)︁
exp (±𝑖𝜋𝐽3) exp

(︁
𝑖 (𝜋 − 𝜃) 𝐽2

)︁
.

但是一个绕第3轴的±180∘的旋转反转了𝐽2的符号，所以

𝑈
(︁
𝑅 (p̂)𝑅2

)︁
= 𝑈

(︁
𝑅 (−p̂)

)︁
exp (±𝑖𝜋𝐽3) . (2.6.21)

另外，𝑅 (−p̂)𝐵 (|p| /𝜅)正是P𝑝 =
(︀
−p, 𝑝0

)︀
方向上的标准推动𝐿 (P𝑝)。那么，我们最终有

PΨ𝑝,𝜎 = 𝜂𝜎 exp (∓𝑖𝜋𝜎)ΨP𝑝,−𝜎 (2.6.22)

其中，根据p的第二个分量是正的还是负的，相位分别为−𝜋𝜎或+𝜋𝜎。对于半整数自旋的无质量

粒子，宇称算符中符号的特殊改变是因为，对于曾被用于定义动量任意的无质量粒子态的旋转，

方程(2.5.47)中所采取的约定。因为旋转群不是单连通的，一些这样的不连续性是不可避免的。

T : 𝑀 = 0

态Ψ𝑘,𝜎对于算符𝑃
𝜇和𝐽3有本征值𝑘

𝜇 = (0, 0, 𝜅, 𝜅)和𝜎，当时间反演算符T作用其上时，所得出的

态对于𝑃𝜇和𝐽3有本征值(P𝑘)𝜇 = (0, 0,−𝜅, 𝜅)和−𝜎。因此，T并不改变螺度J · k̂，并且也没有
说明螺度为𝜎的无质量粒子是否有螺度为−𝜎的其他粒子伴随。因为T像P一样并不使标准四动

量𝑘不变，考察生成元𝑈(𝑅−1
2 )T是方便的，其中𝑅2是旋转(2.6.19)，其也使𝑘变为P𝑘。这个生成

元与𝐽3对易，所以

𝑈(𝑅−1
2 )TΨ𝑘,𝜎 = 𝜁𝜎Ψ𝑘,𝜎 (2.6.23)

其中𝜁𝜎是另一相位。因为𝑅
−1
2 T与“推动”(2.5.45)对易，而T与旋转𝑅 (𝑝)对易，当其与T一起

作用在态(2.5.5)上时给出

TΨ𝑝,𝜎 =

√︂
𝜅

𝑝0
𝑈

[︂
𝑅 (p̂)𝑅2𝐵

(︂ |p|
𝜅

)︂]︂
𝜁𝜎Ψ𝑘,𝜎 . (2.6.24)

利用方程(2.6.21)，最终得出

TΨ𝑝,𝜎 = 𝜁𝜎 exp (±𝑖𝜋𝜎)ΨP𝑝,𝜎 . (2.6.25)

再一次的，正负号分别对应于p的第2分量是正的还是负的。
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* * *

一个非常有趣的事情是，时间反演算符的平方T2在有质量单粒子态和无质量单粒子态上的

作用都是非常简单的。利用方程(2.6.18)，以及T是反幺正的，我们看到对于有质量单粒子态：

T2Ψ𝑝,𝜎 = T𝜁 (−)𝑗−𝜎 ΨP𝑝,−𝜎 = 𝜁* (−)𝑗−𝜎 𝜁 (−)𝑗+𝜎 Ψ𝑝,𝜎

或者

T2Ψ𝑝,𝜎 = (−)2𝑗 Ψ𝑝,𝜎 . (2.6.26)

对于无质量粒子我们会得到相同的结果。如果p的第2分量是正的，那么Pp的第二分量是负的，

反之亦然。所以，方程(2.6.25)给出

T2Ψ𝑝,𝜎 = T𝜁𝜎 exp (±𝑖𝜋𝜎)ΨP𝑝,𝜎 = 𝜁*𝜎 exp (∓𝑖𝜋𝜎) 𝜁𝜎 exp (∓𝑖𝜋𝜎)Ψ𝑝,𝜎

= exp (∓2𝑖𝜋𝜎)Ψ𝑝,𝜎 .

只要𝜎是整数或半整数，这可以重写为

T2Ψ𝑝,𝜎 = (−)2|𝜎|Ψ𝑝,𝜎 . (2.6.27)

我们通常认为无质量粒子螺度的绝对值是它的“自旋”，所以方程(2.6.27)与方程(2.6.26)是相同

的。

这个结果有个很有趣的推论。当T2作用在无相互作用粒子系统的任意态Ψ上时，无论是有质

量的还是无质量的，对于每一粒子都会产生因子(−)2𝑗或(−)2|𝜎|。因此，如果这个态包含奇数个

自旋或螺度为半整数的粒子（加上任意个自旋或螺度为整数的粒子），我们将得到一个总的符号

改变

T2Ψ = −Ψ . (2.6.28)

如果我们现在“打开”各种相互作用，假定这些相互作用在时间反演下不变，即使它们不遵守旋

转不变性，这个结果也将会保留。（例如，即使我们系统处在任意的静引力场和静电场，这些讨

论可以应用。）现在，假定态Ψ是哈密顿量的本征态。由于T与哈密顿量对易，TΨ也将是这个哈

密顿量的本征态。它们是同一个态吗？如果是，那么TΨ与Ψ的差异仅是一个相位

TΨ = 𝜁Ψ ，

但是

T2Ψ = T (𝜁Ψ) = 𝜁*TΨ = |𝜁|2Ψ = Ψ ，

这与方程(2.6.28)矛盾。我们看到任何满足方程(2.6.28)的能量本征态都与另一相同能量的本征态

简并。这是所谓的“Kramers（克拉莫斯）简并性”10 。当然，如果系统处在旋转不变的环境

下，这个结论是平庸的，这是因为这个系统的任何态，其总角动量将不得不是半整数的，因而将

有2𝑗 + 1 = 2, 4, · · ·个简并态。一个令人惊奇的结果是，即使旋转不变性被诸如静电场的外场扰
动了，只要这些场在T下不变，二度简并性起码会保留下来。特别的，如果粒子有电偶极矩或引

力偶极矩，那么在静电场和静引力场中，它的2𝑗 + 1个自旋态的简并性将整体地被消除。使得这

样的偶极矩被时间反演不变性所禁止。

为了完整，本应提及P和T对质量相同的粒子多重态会有更加复杂的效应。这种可能性将在

本章的附录C进行考察。不过还没有已知的物理相关的例子。
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2.7 投影表示*

我们现在回到2.2节所提到的那个可能性，一个对称群可以投影表示到物理态上；即，对称

群的元素𝑇, 𝑇等可以通过幺正算符𝑈 (𝑇 ) , 𝑈 (𝑇 )等被表示在物理Hilbert空间上，而这些算符满足

如下的合成规则

𝑈 (𝑇 )𝑈
(︀
𝑇
)︀
= exp

(︁
𝑖𝜑
(︀
𝑇, 𝑇

)︀ )︁
𝑈
(︀
𝑇, 𝑇

)︀
(2.7.1)

其中𝜑是一实相位。（这里所使用的上划线仅是为了区分不同的对称算符。）方程(2.7.1)中相位

所满足的基本要求是结合律

𝑈 (𝑇3) (𝑈 (𝑇2)𝑈 (𝑇1)) = (𝑈 (𝑇3)𝑈 (𝑇2))𝑈 (𝑇1) ，

强加于𝜑的对应条件是

𝜑 (𝑇2, 𝑇1) + 𝜑 (𝑇3, 𝑇2𝑇1) = 𝜑 (𝑇3, 𝑇2) + 𝜑 (𝑇3𝑇2, 𝑇1) . (2.7.2)

当然，任何形式如下的相位都将自动满足方程(2.7.2)

𝜑
(︀
𝑇, 𝑇

)︀
= 𝛼

(︀
𝑇𝑇
)︀
− 𝛼 (𝑇 )− 𝛼

(︀
𝑇
)︀

(2.7.3)

通过对𝑈 (𝑇 )做如下的替换，一个带有这样相位的投影表示可以被替换为普通表示

�̃� (𝑇 ) ≡ 𝑈 (𝑇 ) exp
(︁
𝑖𝛼 (𝑇 )

)︁

使得

�̃� (𝑇 ) �̃�
(︀
𝑇
)︀
= �̃�

(︀
𝑇𝑇
)︀
.

满足方程(2.7.2)的函数𝜑
(︀
𝑇, 𝑇

)︀
的任何集合，以及相差形式为(2.7.3)的函数Δ𝜑

(︀
𝑇, 𝑇

)︀
，被称

为“2-闭上链”（two-cocycle）。一个平庸的闭上链是包含函数𝜑 = 0的那个，因而由形式

为(2.7.3)的函数构成，其可以通过𝑈 (𝑇 )的重定义而被消除。这里我们所感兴趣的是：是否一个

对称群允许任何非平庸的2-闭上链；即，是否在物理Hilbert空间上有一个表示是内禀投影的，在

这个意义下，相位𝜑
(︀
𝑇, 𝑇

)︀
不能以这种方式被消除。

为了回答这个问题，首先考察方程(2.7.11)中相位𝜑在无限小旋转的生成元对易关系上的效应

是有用的。当𝑇或𝑇是单位算符，相位𝜑很明显为零

𝜑 (𝑇 ; 1) = 𝜑
(︀
1, 𝑇

)︀
= 0 . (2.7.4)

当𝑇和𝑇很接近单位算符时，相位必须很小。用坐标𝜃𝑎来参数化群元（正如2.2节中所做的），并

有𝑇 (0) ≡ 1，方程(2.7.4)告诉我们𝜑
(︀
𝑇 (𝜃) , 𝑇

(︀
𝜃
)︀)︀
在𝜃 = 𝜃 = 0附近的展开是必须从𝜃𝜃阶项开始：

𝜑
(︀
𝑇 (𝜃) , 𝑇

(︀
𝜃
)︀)︀

= 𝑓𝑎𝑏𝜃
𝑎𝜃𝑏 + · · · ， (2.7.5)

其中𝑓𝑎𝑏是实常数。将这个展开式代入方程(2.7.1)的级数展开式，并重复导出(2.2.22)的步骤，我

们现在有

[𝑡𝑏, 𝑡𝑐] = 𝑖𝐶𝑎𝑏𝑐𝑡𝑎 + 𝑖𝐶𝑏𝑐1 ， (2.7.6)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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其中𝐶𝑏𝑐是反对称系数

𝐶𝑏𝑐 = −𝑓𝑏𝑐 + 𝑓𝑐𝑏 . (2.7.7)

对易关系右边出现的正比于单位元的项（所谓的中心荷）是对应于群的投影表示中有相位出现

的Lie代数。

常数𝐶𝑏𝑐和𝐶
𝑎
𝑏𝑐服从一个重要约束，这一约束缘于Jacobi等式。取(2.7.6)与𝑡𝑑的对易子，并加

上将𝑏, 𝑐, 𝑑替换为𝑐, 𝑑, 𝑏和𝑑, 𝑏, 𝑐后相同的表达式，左边三个双重对易子的和恒等为零，因而

𝐶𝑎𝑏𝑐𝐶
𝑒
𝑎𝑑 + 𝐶𝑎𝑐𝑑𝐶

𝑒
𝑎𝑏 + 𝐶𝑎𝑑𝑏𝐶

𝑒
𝑎𝑐 = 0 (2.7.8)

以及

𝐶𝑎𝑏𝑐𝐶𝑎𝑑 + 𝐶𝑎𝑐𝑑𝐶𝑎𝑏 + 𝐶𝑎𝑑𝑏𝐶𝑎𝑐 = 0 . (2.7.9)

方程(2.7.9)对于𝐶𝑎𝑏有一类显然的非零解：

𝐶𝑎𝑏 = 𝐶𝑒𝑎𝑏𝜑𝑒 ， (2.7.10)

其中𝜑𝑒是任意一组实常数。对于这些解，我们可以通过生成元的重定义从方程(2.7.6)中消除中心

荷

𝑡𝑎 → 𝑡𝑎 ≡ 𝑡𝑎 + 𝜑𝑎 . (2.7.11)

那么新的生成元满足没有中心荷的对易关系

[︀
𝑡𝑏, 𝑡𝑐

]︀
= 𝑖𝐶𝑎𝑏𝑐𝑡𝑎 . (2.7.12)

一个给定的Lie代数可能也可能不允许除了方程(2.7.10)之外方程(2.7.9)有其它的解。

现在，我们可以陈述控制内禀投影表示是否出现的关键定理。一个给定群的任意表

示𝑈 (𝑇 )的相位可以进行选择使得方程(2.7.1)中的𝜑 = 0，如果以下两个条件被满足：

(𝑎) 在这表示中，群的生成元可以重定义（像方程(2.7.11)中那样），使得可以消除Lie代数

中所有的中心荷。

(𝑏) 群是单连通的，即，任意两个群元可以被处在群内的一条路径连接，并且任意两个这样

的路径可以连续的变换到彼此。（一个等价的表述是开始并结束于同一群元的圈可以连续地收缩

至一个点。）

这个定理在该章的附录B中进行证明，其也提供了群是否是单连通的一个判断。它证明了仅

有两种方式（不独有的）会使内禀投影表示产生：一种是代数的，因为投影表示的群非常接近单

位元，一种是拓扑的，因为这个群不是单连通的，因而从1到𝑇的路径和从𝑇到𝑇的路径不能连续

的变形成从1到𝑇𝑇的其它某个路径。在后一种情况下，方程(2.7.1)中的相位𝜑依赖于标准路径的

选择，使得从原点到达不同的群元，这被用来定义对应的𝑈算符。

现在，针对非齐次Lorentz群的特殊情况，依次考察这些可能性
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(𝐴) 代数

有中心荷的情况下，取代方程(2.4.12)—(2.4.14)非齐次Lorentz群生成元的对易关系将是

𝑖 [𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎] =𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜎𝜇𝐽𝜌𝜈

+ 𝜂𝜎𝜈𝐽𝜌𝜇 + 𝐶𝜌𝜎,𝜇𝜈 ， (2.7.13)

𝑖 [𝑃𝜇, 𝐽𝜌𝜎] =𝜂𝜇𝜌𝑃 𝜎 − 𝜂𝜇𝜎𝑃 𝜌 + 𝐶𝜌𝜎,𝜇 ， (2.7.14)

𝑖 [𝐽𝜇𝜈 , 𝑃 𝜌] =𝜂𝜈𝜌𝑃𝜇 − 𝜂𝜇𝜌𝑃 𝜈 + 𝐶𝜌,𝜇𝜈 ， (2.7.15)

𝑖 [𝑃𝜇, 𝑃 𝜌] =𝐶𝜌,𝜇 (2.7.16)

我们看到，这些𝐶也满足反对称条件

𝐶𝜌𝜎,𝜇𝜈 = −𝐶𝜇𝜈,𝜌𝜎 ， (2.7.17)

𝐶𝜌𝜎,𝜇 = −𝐶𝜇,𝜌𝜎 ， (2.7.18)

𝐶𝜌,𝜇 = −𝐶𝜇,𝜌 . (2.7.19)

我们现在要证明所有这些有额外代数性质的常数允许它们通过将𝐽𝜇𝜈和𝑃𝜇偏移一个常数项被消除

掉。（这对应于算符𝑈 (Λ, 𝑎)相位的重定义。）为了导出这些性质，我们使用Jacobi等式

[︁
𝐽𝜇𝜈 , [𝑃 𝜌, 𝑃 𝜎]

]︁
+
[︁
𝑃 𝜎, [𝐽𝜇𝜈 , 𝑃 𝜌]

]︁
+
[︁
𝑃 𝜌, [𝑃 𝜎, 𝐽𝜇𝜈 ]

]︁
= 0 ， (2.7.20)

[︁
𝐽𝜆𝜂, [𝐽𝜇𝜈 , 𝑃 𝜌]

]︁
+
[︁
𝑃 𝜌, [𝐽𝜆𝜂, 𝐽𝜇𝜈 ]

]︁
+
[︁
𝐽𝜇𝜈 , [𝑃 𝜌, 𝐽𝜆𝜂]

]︁
= 0 ， (2.7.21)

[︁
𝐽𝜆𝜂, [𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎]

]︁
+
[︁
𝐽𝜌𝜎, [𝐽𝜆𝜂, 𝐽𝜇𝜈 ]

]︁
+
[︁
𝐽𝜇𝜈 , [𝐽𝜌𝜎, 𝐽𝜆𝜂]

]︁
= 0 . (2.7.22)

（包含三个𝑃的Jacobi等式是自动满足的，因而没有产生进一步的信息。）在方程(2.7.20)—

(2.7.22）)中使用方程(2.7.13)—(2.7.16)，我们获得对𝐶的代数条件

0 =𝜂𝜈𝜌𝐶𝜇,𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝐶𝜈,𝜎 − 𝜂𝜈𝜎𝐶𝜇,𝜌 + 𝜂𝜇𝜎𝐶𝜈,𝜌 ， (2.7.23)

0 =𝜂𝜈𝜌𝐶𝜇,𝜆𝜂 − 𝜂𝜇𝜌𝐶𝜈,𝜆𝜂 − 𝜂𝜇𝜂𝐶𝜌,𝜆𝜈 + 𝜂𝜆𝜇𝐶𝜌,𝜂𝜈

+ 𝜂𝜆𝜈𝐶𝜌,𝜇𝜂 − 𝜂𝜂𝜈𝐶𝜌,𝜇𝜆 + 𝜂𝜌𝜆𝐶𝜂,𝜇𝜈 − 𝜂𝜌𝜂𝐶𝜆,𝜇𝜈 ， (2.7.24)

0 =𝜂𝜈𝜌𝐶𝜇𝜎,𝜆𝜂 − 𝜂𝜇𝜌𝐶𝜈𝜎,𝜆𝜂 − 𝜂𝜎𝜇𝐶𝜌𝜈,𝜆𝜂 + 𝜂𝜎𝜈𝐶𝜌𝜇,𝜆𝜂

+ 𝜂𝜂𝜇𝐶𝜆𝜈,𝜌𝜎 − 𝜂𝜆𝜇𝐶𝜂𝜈,𝜌𝜎 − 𝜂𝜈𝜆𝐶𝜇𝜂,𝜌𝜎 + 𝜂𝜈𝜂𝐶𝜇𝜆,𝜌𝜎

+ 𝜂𝜎𝜆𝐶𝜌𝜂,𝜇𝜈 − 𝜂𝜌𝜆𝐶𝜎𝜂,𝜇𝜈 − 𝜂𝜂𝜌𝐶𝜆𝜎,𝜇𝜈 + 𝜂𝜂𝜎𝐶𝜆𝜌,𝜇𝜈 . (2.7.25)

用𝜂𝜈𝜌收缩方程(2.7.23)给出

𝐶𝜇,𝜎 = 0 . (2.7.26)

另一方面，常数𝐶𝜇,𝜆𝜂和𝐶𝜌𝜎,𝜇𝜈不必须是零，但是它们的代数结构足够简单以至于通过分别偏

移𝑃𝜇和𝐽𝜇𝜈的定义可以消除它们。用𝜂𝜈𝜌收缩方程(2.7.24)给出

𝐶𝜇,𝜆𝜂 = 𝜂𝜇𝜂𝐶𝜆 − 𝜂𝜇𝜆𝐶𝜂 ， (2.7.27)

𝐶𝜆 ≡ 1

3
𝜂𝜌𝜈𝐶

𝜌,𝜆𝜈 . (2.7.28)
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另外，用𝜂𝜈𝜌收缩方程(2.7.25)给出

𝐶𝜇𝜎,𝜆𝜂 = 𝜂𝜂𝜇𝐶𝜆𝜎 − 𝜂𝜆𝜇𝐶𝜂𝜎 + 𝜂𝜎𝜆𝐶𝜂𝜇 − 𝜂𝜂𝜎𝐶𝜆𝜇 ， (2.7.29)

𝐶𝜆𝜎 ≡ 1

2
𝜂𝜈𝜌𝐶

𝜆𝜈,𝜎𝜌 . (2.7.30)

（这些表达式自动满足方程(2.7.24)和(2.7.25)，所以这里没有从Jacobi等式得到进一步的信

息。）我们现在看到如果这些𝐶不为零，通过定义新的生成元，它们可以被消除

𝑃𝜇 ≡ 𝑃𝜇 + 𝐶𝜇 ， (2.7.31)

𝐽𝜇𝜎 ≡ 𝐽𝜇𝜎 + 𝐶𝜇𝜎 ， (2.7.32)

那么它们的对易关系将是针对一个普通表示的对易关系

𝑖
[︁
𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎

]︁
= 𝜂𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝜂𝜎𝜇𝐽𝜌𝜈 + 𝜂𝜎𝜈𝐽𝜌𝜇 ， (2.7.33)

𝑖
[︁
𝐽𝜇𝜈 , 𝑃 𝜌

]︁
= 𝜂𝜈𝜌𝑃𝜇 − 𝜂𝜇𝜌𝑃 𝜈 ， (2.7.34)

𝑖
[︁
𝑃𝜇, 𝑃 𝜌

]︁
= 0 . (2.7.35)

对易关系将总被取为方程(2.7.33)—(2.7.35)的形式，但是上面的波浪符被去掉了。

顺便地提一下，𝐽𝜇𝜈的代数没有中心荷这个性质本可以立即从这类代数式“半单”的这个

事实推论出来。（半单Lie代数是那些没有“不变阿贝尔”的子代数，由那些互相对易的生成

元组成，同时它与其它生成元的对易子也属于这个子代数）这儿有一个普遍定理：半单Lie代

数中的任何中心荷总可以通过生成元的重定义被移除，正如方程(2.7.32)中所做的。另一方面，

由𝐽𝜇𝜈和𝑃𝜇所张开的全Poincaré代数不是半单的（𝑃𝜇构成一个不变的阿贝尔子代数），因而我们

需要一个特定的讨论来证明它的中心荷也可以以这种方式被消除。诚然，2.4节所讨论的非半单

伽利略代数确实允许一个中心荷，即质量𝑀。

我们看到满足两个条件中第一个的非齐次Lorentz群需要将内禀投影表示排除在外。那么第

二个呢？

(𝐵) 拓扑

为了研究非齐次Lorentz群的拓扑，将齐次Lorentz变换表示为2× 2复矩阵是非常方便的。任

何一个实四矢𝑉 𝜇可以被用来构建一个厄密2× 2矩阵

𝑣 ≡ (𝑉 𝜇𝜎𝜇) =

(︃
𝑉 0 + 𝑉 3 𝑉 1 − 𝑖𝑉 2

𝑉 1 + 𝑖𝑉 2 𝑉 0 − 𝑉 3

)︃
， (2.7.36)

其中𝜎𝜇是通常的Pauli矩阵，其中𝜎0 ≡ 1。相反地，任何2 × 2厄密矩阵可以写为这种形式，因而

定义了一个实的四矢𝑉 𝜇。

在如下变换下，厄密性质将会保留

𝑣 → 𝜆𝑣𝜆† (2.7.37)

其中𝜆是任意的复2× 2矩阵。更进一步，四矢的协变平方是

𝑉𝜇𝑉
𝜇 =

(︀
𝑉 1
)︀2

+
(︀
𝑉 2
)︀2

+
(︀
𝑉 3
)︀2 −

(︀
𝑉 0
)︀2

= −Det 𝑣 (2.7.38)
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并且通过假定

|Det𝜆| = 1 (2.7.39)

可以保证这个行列式不变。每个满足方程(2.7.39)的复2× 2矩阵因而定义了一个使方程(2.7.38)不

变的𝑉 𝜇的线性变换，即，一个齐次Lorentz变换Λ (𝜆)：

𝜆𝑉 𝜇𝜎𝜇𝜆
† = (Λ𝜇𝜈 (𝜆)𝑉

𝜈)𝜎𝜇 . (2.7.40)

更进一步，对于两个这样的矩阵𝜆和�̄�，我们有

(︀
𝜆�̄�
)︀
𝑉 𝜇𝜎𝜇

(︀
𝜆�̄�
)︀†

= 𝜆
(︁
�̄�𝑉 𝜇𝜎𝜇�̄�

†
)︁
𝜆†

= 𝜆Λ𝜇𝜈
(︀
�̄�
)︀
𝑉 𝜈𝜎𝜇𝜆

† = Λ𝜇𝜌 (𝜆) Λ
𝜌
𝜈

(︀
�̄�
)︀
𝑉 𝜈𝜎𝜇

因而

Λ
(︀
𝜆�̄�
)︀
= Λ(𝜆) Λ

(︀
�̄�
)︀
. (2.7.41)

然而，仅差一个总相位的两个𝜆对于方程(2.7.37)中的𝑣有着相同的效应。因而调整𝜆的相位，使得

Det𝜆 = 1 (2.7.42)

是方便的，这与方程(2.7.41)是一致的。这个行列式为1的复2×2矩阵构成一个群，称为𝑆𝐿 (2, 𝐶)。

（𝑆𝐿代表“特殊线性（special linear）”，“特殊”是指行列式为1，而𝐶代表“复数”。）

群元依赖4 − 1 = 3个复参量，或者说6个实参量，这与Lorentz群独立参量的个数是相同的。

然而，𝑆𝐿 (2, 𝐶)与Lorentz群不是同一个群；如果𝜆是𝑆𝐿 (2, 𝐶)中的一个矩阵，那么−𝜆也是，并
且𝜆和−𝜆在方程(2.7.37)中产生同一个Lorentz变换。确实，很容易看到矩阵

𝜆 (𝜃) =

(︃
𝑒𝑖𝜃/2 0

0 𝑒−𝑖𝜃/2

)︃

所产生的Lorentz变换Λ (𝜆 (𝜃))仅是一个绕第3轴角度为𝜃的旋转，因而𝜆 = −1产生一个角度

为2𝜋的旋转。Lorentz群与𝑆𝐿 (2, 𝐶)不是相同的，却与**𝑆𝐿 (2, 𝐶) /𝑍2是相同的，其是一个行列

式为1且𝜆与−𝜆等同的复2× 2矩阵。

现在，Lorentz群的拓扑是什么？通过极分解定理，任何非奇异复矩阵𝜆可以写成如下的形式

𝜆 = 𝑢 𝑒ℎ,

其中𝑢是幺正的，ℎ是厄密的

𝑢†𝑢 = 1 ， ℎ† = ℎ .

因为Det𝑢是相位因子，并且Det expℎ = expTrℎ是正实的，条件(2.7.42)要求

Det𝑢 = 1 ，

Trℎ = 0 .

**群𝑍2仅由元素+1和−1构成。一般而言，当我们写出𝐺/𝐻，其中𝐻是𝐺的不变子群，意味着在群𝐺中，如果𝑔 ∈
𝐺且ℎ ∈ 𝐻，那么𝑔和𝑔ℎ相等。子群𝑍2是平庸不变的，因为它的元素与𝑆𝐿 (2, 𝐶)的所有元素对易。
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（因子𝑢提供了Lorentz群的旋转子群；如果𝑢是幺正的，那么Tr
(︀
𝑢𝑣𝑢†

)︀
= Tr 𝑣，所以𝑉 0 =

1
2 Tr 𝑣在变换Λ (𝑢)下不变。）更进一步，这个分解是唯一的，所以从拓扑上讲，𝑆𝐿 (2, 𝐶)仅是全

体𝑢的空间和全体ℎ的空间的直积（即，成对点的集合）。任意的无迹2× 2矩阵ℎ可以表示为

ℎ =

(︃
𝑐 𝑎− 𝑖𝑏

𝑎+ 𝑖𝑏 −𝑐

)︃

其中除了𝑎, 𝑏, 𝑐是实的之外没有其他其它约束，所以全体ℎ的空间在拓扑上与普通三维平坦空

间𝑅3是相同的。另一方面，行列式为1的任意2× 2矩阵可以表示为

𝑢 =

(︃
𝑑+ 𝑖𝑒 𝑓 + 𝑖𝑔

−𝑓 + 𝑖𝑔 𝑑− 𝑖𝑒

)︃

其中𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔服从于一个非线性约束

𝑑2 + 𝑒2 + 𝑓2 + 𝑔2 = 1 ，

所见全体𝑢的空间𝑆𝑈 (2)拓扑上与四维球的三维表面𝑆3相同。因此𝑆𝐿 (2, 𝐶)在拓扑上与直积𝑅3 ×
𝑆3相同。这是单连通的：连接𝑅3或𝑆3中两点的任意曲线可以变换到彼此，对于直积同样是成

立的。（除了圆𝑆1以外的全体球𝑆𝑛是单连通的。）然而，我们所感兴趣的是𝑆𝐿 (2, 𝐶) /𝑍2，

不是𝑆𝐿 (2, 𝐶)。𝜆与−𝜆的等同就是幺正因子𝑢和−𝑢的等同（因为𝑒ℎ总是正的），所以Lorentz群

有𝑅3 × 𝑆3/𝑍2的拓扑，其中𝑆3/𝑍2是将相反点等同后的三维球面。这不是单连通的；例如，𝑆3上

从𝑢到𝑢′的路径不能连续变换成从𝑢到−𝑢′的路径，尽管这两个路径连接的是𝑆3/𝑍2上的相同点。

事实上，𝑆3/𝑍2是双连通的；两点间的路径分为两类，其依赖于它们是否包含反演𝑢 → −𝑢，
每一类中的路径是可以互相连续变换的。一个等价表述是双圈，即沿着相同路径走两次将

从任意一个元素回到它本身，可以被连续地收缩到一个点。（正如附录B所讨论的，这被数

学地总结在𝑆3/𝑍2的基本群或者说第一同伦群是𝑍2这一陈述中。）类似地，非齐次Lorentz群

与𝑅4 ×𝑅3 × 𝑆3/𝑍2有相同的拓扑，因而也是双连通的。

因为Lorentz群（齐次或非齐次的）不是单连通的，它没有内禀的投影表示。然而，由于

从1到Λ再到ΛΛ̄走两次的双圈能被收缩至一个点，我们必须有
[︁
𝑈 (Λ)𝑈

(︀
Λ̄
)︀
𝑈−1

(︀
ΛΛ̄
)︀ ]︁2

= 1

因而相位𝑒𝑖𝜑(Λ,Λ̄)仅是一个符号

𝑈 (Λ)𝑈
(︀
Λ̄
)︀
= ±𝑈

(︀
ΛΛ̄
)︀
. (2.7.43)

t同样，对于非齐次Lorentz群

𝑈 (Λ, 𝑎)𝑈
(︀
Λ̄, �̄�

)︀
= ±𝑈

(︀
ΛΛ̄,Λ�̄�+ 𝑎

)︀
. (2.7.44)

这些“相当于符号的表示”是熟悉地；对于整数自旋态，方程(2.7.43)和(2.7.44)中的符号总

是+1，对于半整数自旋态，这些符号会根据从1到Λ到ΛΛ̄再回到1的路径是否收缩成一个点而

是+1或−1。这个差异产生的原因是，绕第3轴角度为2𝜋的旋转作用在第3角动量分量为𝜎的态

上会产生一个相位𝑒2𝑖𝜋𝜎，因而对整数自旋态没有效应，而作用在半整数自旋态上会产生一个

符号差异。（这两种情况对应于第一同伦群𝑍2的两个不可约表示.）因此，方程(2.7.43)或方

程(2.7.44)强加了一个超选择定则：我们无法混合整数自旋态和半整数自旋态。
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对于有限质量，整数或半整数自旋的限制是精确地从一纯代数方法，即小群生成元的表示中

导出的，在这里正是角动量矩阵𝐽 (𝑗)，𝑗为整数或半整数。另一方面，对于零质量，小群在物理

单粒子态上的作用正是绕动量方向的旋转，并且这里没有代数的原因去限制螺度为整数或半整

数。但是，这里有一个拓扑的原因：一个绕动量方向角度为4𝜋的旋转可以连续的变换成一点旋

转也没有，所以因子exp (4𝜋𝑖𝜎)必须为1，因而𝜎必须是整数或半整数。

取代用投影表示研究并强加超选择定则，我们也可以扩张Lorentz群，将其取做𝑆𝐿 (2, 𝐶)本

身，而不是像往常一样为𝑆𝐿 (2, 𝐶) /𝑍2。普通的旋转不变性禁止了总自旋为整数的态和总自旋为

半整数态之间的跃迁，所以唯一的差异是现在的群是单连通的，因而它仅有普通表示，没有投影

表示，使得我们无法推断出超选择定则。这并不意味着，我们真的可以准备由整数自旋态和半整

数自旋态线性组合成的物理系统，只是说明可观测Lorentz不变性不能用来证明这样的叠加是可

能的。

类似的论述适用于任何对称群。如果它的Lie代数包含中心荷，那么我们总是能够扩张这个

代数使其包含与一切对易的生成元，并且该生成元的本征值正是中心荷，正如我们在2.4节的末

尾给伽利略群的Lie代数加上质量算符。那么，这个扩张Lie代数当然是无中心荷的，所以单位

元附近的群部分只有普通表示，而无法要求任何超选择定则。同样，即便一个Lie群不是单连通

的，它总可以表示为𝐶/𝐻，其中𝐶是单连通群，称为𝐺的“通用覆盖群”，而𝐻是𝐺的一个不变

子群†。一般而言，我们也可以取对称群为𝐶而非𝐺，这是因为除了𝐺暗含了超选择定则而𝐶没

有以外，它们的结果没有差异。简言之，超选择定则的命题有点无关紧要；它可能也可能不准

备处在任意叠加态中的物理系统，但是不能通过参考对称原理来解决问题，因为无论我们认为

自然对称群可以是什么，总有另外一个群，其结果除了没有超选择定则以外与原先的是相同

的。

附录A 对称表示定理

这个附录呈现Wigner基本定理的证明，即任何对称变换可以表示为物理态的Hilbert空间上

的算符，该算符要么是线性且幺正的，要么是反线性且反幺正的。由于我们现在的目的，我们主

要依赖的对称变换的性质是它们是保跃迁几率的射线变换𝑇，在这个意义上，如果Ψ1和Ψ2是属

于射线R1和R2的态矢，那么属于变换射线𝑇R1和𝑇R2的态矢Ψ′
1和Ψ′

2满足

⃒⃒(︀
Ψ′

1,Ψ
′
2

)︀⃒⃒2
= |(Ψ1,Ψ2)|2 . (2.A.1)

我们同样要求对称变换应该有一逆，以同样的方式保跃迁几率。

首先，考察属于射线R𝑘的某些态矢的正交完全集Ψ𝑘，并有

(Ψ𝑘,Ψ𝑙) = 𝛿𝑘𝑙 ， (2.A.2)

并令Ψ′
𝑘为属于射线𝑇R𝑘的某些任意选择的态矢。从方程(2.A.1)，我们有

⃒⃒(︀
Ψ′
𝑘,Ψ

′
𝑙

)︀⃒⃒2
= |(Ψ𝑘,Ψ𝑙)|2 = 𝛿𝑘𝑙 .

†𝐶/𝐻的第一同伦群是𝐻。我们已经看到齐次Lorentz群的覆盖群是𝑆𝐿 (2, 𝐶)，而三维旋转群的覆盖群是𝑆𝑈 (2)。

对于三维、四维或六维情况𝑆𝐿和𝑆𝑈群之间的联系是特殊的；对于一般的维数𝑑，𝑆𝑂 (𝑑)的覆盖群被赋予了特殊的名

字，“𝑆𝑝𝑖𝑛 (𝑑)”
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但是(Ψ′
𝑘,Ψ

′
𝑘)自动为实且正的，所以这个要求它应该有值1，因而

(︀
Ψ′
𝑘,Ψ

′
𝑙

)︀
= 𝛿𝑘𝑙 . (2.A.3)

容易看到这些变换后的态Ψ′
𝑘也构成一个完全集，对于那些，如果存在任意的非零态矢Ψ′正交于

所有的Ψ′
𝑘，那么Ψ′所属射线的逆变换将有非零态矢Ψ′′构成，其对于所有的𝑘有：

⃒⃒(︀
Ψ𝑘,Ψ

′′)︀⃒⃒2 =
⃒⃒(︀
Ψ′
𝑘,Ψ

′)︀⃒⃒2 = 0 ，

这是不可能的，因为假定了Ψ𝑘构成完全集。

我们现在必须建立态Ψ′
𝑘的相位约定。由于这个原因，我们挑出Ψ𝑘中的一个，称为Ψ1，并考

察态矢

ϒ𝑘 ≡
1√
2
[Ψ1 +Ψ𝑘] (2.A.4)

这个态矢属于某个射线S𝑘，并有𝑘 ̸= 1。任何属于变换射线𝑇S𝑘的态矢ϒ′
𝑘可以以态矢Ψ′

𝑙展开，

ϒ′
𝑘 =

∑︁
𝑙
𝑐𝑘𝑙Ψ

′
𝑙 .

由方程(2.A.1)，我们有

|𝑐𝑘𝑘| = |𝑐𝑘𝑙| =
1√
2

并且对于𝑙 ̸= 𝑘和𝑙 ̸= 1：

𝑐𝑘𝑙 = 0 .

对于任意给定的𝑘，通过两个态矢ϒ′
𝑘和Ψ′

𝑘合理的相位选择，我们显然可以调整两个非零系

数𝑐𝑘𝑘和𝑐𝑘1的相位，使得两个系数恰是1/
√
2。从现在起，以这种方式选择的态矢ϒ′

𝑘和Ψ′
𝑘将被记

为态矢𝑈ϒ′
𝑘和𝑈Ψ𝑘，正如我们已经看到的，

𝑈
1√
2
[Ψ𝑘 +Ψ1] = 𝑈ϒ𝑘 =

1√
2
[𝑈Ψ𝑘 + 𝑈Ψ1] . (2.A.5)

然而，对于一般的态矢Ψ，𝑈Ψ仍有待定义。

现在考察属于一个任意射线R的一个任意态矢Ψ，并将其展为Ψ𝑘：

Ψ =
∑︁

𝑘

𝐶𝑘Ψ𝑘 . (2.A.6)

任何属于变换射线𝑇R的任意态矢Ψ′可以类似地以正交完全集𝑈Ψ𝑘展开：

Ψ′ =
∑︁

𝑘

𝐶 ′
𝑘𝑈Ψ𝑘 . (2.A.7)

|(Ψ𝑘,Ψ)|2与|(𝑈Ψ𝑘,Ψ
′)|2的相等告诉我们，对于所有的𝑘（包括𝑘 = 1）：

|𝐶𝑘|2 =
⃒⃒
𝐶 ′
𝑘

⃒⃒2
， (2.A.8)

而|(ϒ𝑘,Ψ)|2与|(𝑈ϒ𝑘,Ψ
′)|2的相等告诉我们对于所有的𝑘 ̸= 1：

|𝐶𝑘 + 𝐶1|2 =
⃒⃒
𝐶 ′
𝑘 + 𝐶 ′

1

⃒⃒2
. (2.A.9)
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方程(2.A.9)和(2.A.8)的比给出公式

Re (𝐶𝑘/𝐶1) = Re
(︀
𝐶 ′
𝑘/𝐶

′
1

)︀
(2.A.10)

而方程(2.A.8)又要求

Im (𝐶𝑘/𝐶1) = ± Im
(︀
𝐶 ′
𝑘/𝐶

′
1

)︀
(2.A.11)

因而要么

𝐶𝑘/𝐶1 = 𝐶 ′
𝑘/𝐶

′
1 ， (2.A.12)

要么

𝐶𝑘/𝐶1 =
(︀
𝐶 ′
𝑘/𝐶

′
1

)︀*
. (2.A.13)

更进一步，我们能够证明对于每一𝑘都必须做出相同的选择。（证明中的这个步骤被Wigner省略

了。）为了看到这一点，假定对于某些𝑘，我们有𝐶𝑘/𝐶1 = 𝐶 ′
𝑘/𝐶

′
1，而对某些𝑙 ̸= 𝑘，我们反而

有𝐶𝑘/𝐶1 = (𝐶 ′
𝑘/𝐶

′
1)

*。又假定两个比值都是复数，使得这真是一个不同的情况。（这附带的要

求𝑘 ̸= 1，𝑙 ̸= 1以及𝑘 ̸= 𝑙。）我们将证明这是不可能的。

定义一个态矢Φ ≡ 1√
3
[Ψ1 +Ψ𝑘 +Ψ𝑙]。由于这个态矢中所有系数的比值是实的，在属于变换

射线的任意态矢Φ′中我们必须得到相同的系数：

Φ′ =
𝛼√
3
[𝑈Ψ1 + 𝑈Ψ𝑘 + 𝑈Ψ𝑙] ，

其中𝛼是一相位因子，并有|𝛼| = 1。然后，跃迁几率|(Φ,Ψ)|和|(Φ′,Ψ′)|相等要求
⃒⃒
⃒⃒1 + 𝐶 ′

𝑘

𝐶 ′
1

+
𝐶 ′
𝑙

𝐶 ′
1

⃒⃒
⃒⃒
2

=

⃒⃒
⃒⃒1 + 𝐶𝑘

𝐶1
+
𝐶𝑙
𝐶1

⃒⃒
⃒⃒
2

因而 ⃒⃒
⃒⃒1 + 𝐶 ′

𝑘

𝐶 ′
1

+
𝐶*
𝑙

𝐶*
1

⃒⃒
⃒⃒
2

=

⃒⃒
⃒⃒1 + 𝐶𝑘

𝐶1
+
𝐶𝑙
𝐶1

⃒⃒
⃒⃒
2

上式成立，仅当

Re

(︂
𝐶𝑘
𝐶1

𝐶*
𝑙

𝐶*
1

)︂
= Re

(︂
𝐶𝑘
𝐶1

𝐶𝑙
𝐶1

)︂

或者，换句话说，

Im

(︂
𝐶𝑘
𝐶1

)︂
Im

(︂
𝐶𝑙
𝐶1

)︂
= 0 .

因此，对于任意𝑘, 𝑙对的𝐶𝑘/𝐶1和𝐶𝑙/𝐶1必须是实的，这与我们的假定是矛盾的。那么，我们

看到对于作用在给定态矢
∑︀

𝑘 𝐶𝑘𝑈𝑘上的一个给定的对称变换𝑇，对于所有的𝑘，我们要么有方

程(2.A.12)，要么有方程(2.A.13)。

Wigner去掉了第二个可能性，方程(2.A.13)，因为正如他所证明的，任何实现这个可能性的

对称群将不得不在时间坐标上引入一个反号，并且在他所提供的证明中，他仅考虑了类似旋转那

样的不反应时间方向的对称性。这里我们仅认为涉及时间反演的对称性像其它对称性一样基本，

所以我们将不得不考虑，对于每一对称性𝑇以及态矢
∑︀

𝑘 𝐶𝑘Ψ𝑘，方程(2.A.12)或(2.A.13)都可以使

用。依赖于实现那一种可能性，我们将定义𝑈Ψ为属于射线𝑇R的态矢Ψ′中的一个，选择其相位

使得𝐶1 = 𝐶 ′
1或𝐶1 = 𝐶 ′*

1 。那么分别有

𝑈(
∑︁

𝑘

𝐶𝑘Ψ𝑘) =
∑︁

𝑘

𝐶𝑘𝑈Ψ𝑘 (2.A.14)
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或者

𝑈(
∑︁

𝑘

𝐶𝑘Ψ𝑘) =
∑︁

𝑘

𝐶*
𝑘𝑈Ψ𝑘 . (2.A.15)

对于一个给定对称变换，这有待证明，对于每一系数𝐶𝑘的任意值，我们必须在方程(2.A.14)和

(2.A.15)之间做出相同的选择。假定方程(2.A.14)应用于一个态矢
∑︀

𝑘 𝐴𝑘Ψ𝑘，而方程(2.A.15)应用

于另一态矢
∑︀

𝑘 𝐵𝑘Ψ𝑘。那么，跃迁几率不变性要求

|
∑︁

𝑘

𝐵*
𝑘𝐴𝑘|2 = |

∑︁

𝑘

𝐵𝑘𝐴𝑘|2

或者，等价地 ∑︁

𝑘𝑙

Im (𝐴*
𝑘𝐴𝑙) Im (𝐵*

𝑘𝐵𝑙) = 0 . (2.A.16)

我们不能排除这样的可能性：对于属于不同射线的一对态矢
∑︀

𝑘 𝐴𝑘Ψ𝑘和
∑︀

𝑘 𝐵𝑘Ψ𝑘，方程(2.A.16)

可以被满足。然而，对于任意对这样的态矢，其中𝐴𝑘或𝐵𝑘的相位全部相同（使得方程(2.A.14)和

(2.A.15)不是相同的），总能找到第三个态矢
∑︀

𝑘 𝐶𝑘Ψ𝑘
*，使得

∑︁

𝑘𝑙

Im (𝐶*
𝑘𝐶𝑙) Im (𝐴*

𝑘𝐴𝑙) ̸= 0 (2.A.17)

或者 ∑︁

𝑘𝑙

Im (𝐶*
𝑘𝐶𝑙) Im (𝐵*

𝑘𝐵𝑙) ̸= 0 . (2.A.18)

正如我们所看到的，从方程(2.A.17)中得出
∑︀

𝑘 𝐴𝑘Ψ𝑘和
∑︀

𝑘 𝐶𝑘Ψ𝑘必须在方程(2.A.14)和(2.A.15)之

间做出相同的选择，而从方程(2.A.18)中得出
∑︀

𝑘 𝐵𝑘Ψ𝑘和
∑︀

𝑘 𝐶𝑘Ψ𝑘必须在方程(2.A.14)和(2.A.15)

之间做出相同的选择，所以我们所出发的态
∑︀

𝑘 𝐴𝑘Ψ𝑘和
∑︀

𝑘 𝐵𝑘Ψ𝑘必须在方程(2.A.14)和(2.A.15)之

间做出相同的选择。因而我们证明了，对于一个给定的对称变换𝑇，所有的态矢要么满足方

程(2.A.14)，要么满足方程(2.A.15)。

现在证明我们所定义是很容易的，量子力学算符要么是线性且幺正的，要么是反线性且反幺

正的。首先，假定所有的态矢
∑︀

𝑘 𝐶𝑘Ψ𝑘满足方程(2.A.14)。任意两个态矢Ψ和Φ可以展开为

Ψ =
∑︁

𝑘

𝐴𝑘Ψ𝑘 ， Φ =
∑︁

𝑘

𝐵𝑘Ψ𝑘

因而，使用方程(2.A.14)，

𝑈 (𝛼Ψ+ 𝛽Φ) = 𝑈
∑︁

𝑘

(𝛼𝐴𝑘 + 𝛽𝐵𝑘)Ψ𝑘 =
∑︁

𝑘

(𝛼𝐴𝑘 + 𝛽𝐵𝑘)𝑈Ψ𝑘

= 𝛼
∑︁

𝑘

𝐴𝑘𝑈Ψ𝑘 + 𝛽
∑︁

𝑘

𝐵𝑘𝑈Ψ𝑘 .

*如果对于某些𝑘, 𝑙对，𝐴*
𝑘𝐴𝑙和𝐵

*
𝑘𝐵𝑙都是复的，那么除了𝐶𝑘和𝐶𝑙，选择所有的𝐶为零。如果对于某

些𝑘, 𝑙对，𝐴*
𝑘𝐴𝑙是是复的而𝐵

*
𝑘𝐵𝑙是实的，那么肯定存在某些其它的𝑚,𝑛对（可能其中𝑚或𝑛都不等于𝑘或𝑙）𝐵

*
𝑚𝐵𝑛是

复的。如果𝐴*
𝑚𝐴𝑛也是复的，那么除了𝐶𝑚和𝐶𝑛，选择其它的𝐶为零，并选择这些系数使得它们有不同的相位。如

果𝐴*
𝑚𝐴𝑛是实的，那么除了𝐶𝑘、𝐶𝑙、𝐶𝑚和𝐶𝑛之外，选择其它的𝐶为零，并选择这四个系数有不同的相位。这个情况

下，𝐵*
𝑘𝐵𝑙是复的而𝐴

*
𝑘𝐴𝑙是实的以相同的方式处理。



· 66 · 第 2章 相对论量子力学

再一次利用方程(2.A.14)，给出

𝑈 (𝛼Ψ+ 𝛽Φ) = 𝛼𝑈Ψ+ 𝛽𝑈Φ ， (2.A.19)

所以𝑈是线性的。另外，利用方程(2.A.2)和(2.A.3)，变换后态的标量积是

(𝑈Ψ, 𝑈Φ) =
∑︁

𝑘𝑙

𝐴*
𝑘𝐵𝑙 (𝑈Ψ𝑘, 𝑈Ψ𝑙) =

∑︁

𝑘

𝐴*
𝑘𝐵𝑘 ，

因而

(𝑈Ψ, 𝑈Φ) = (Ψ,Φ) ， (2.A.20)

所以𝑈是幺正的。

对于所有的态矢，对称性满足方程(2.A.15)的情况可以以相当类似的方式处理。读者或许能

够在没有帮助的情况下完成这个讨论，但既然反线性算符可能是不熟悉的，至少我们应该在这

里给出细节。假定所有态矢
∑︀

𝑘 𝐶𝑘Ψ𝑘满足方程(2.A.15)。任意两个态矢Ψ和Φ可以像之前那样展

开，因而：

𝑈 (𝛼Ψ+ 𝛽Φ) = 𝑈
∑︁

𝑘

(𝛼𝐴𝑘 + 𝛽𝐵𝑘)Ψ𝑘

=
∑︁

𝑘

(𝛼*𝐴*
𝑘 + 𝛽*𝐵*

𝑘)𝑈Ψ𝑘 = 𝛼*
∑︁

𝑘

𝐴*
𝑘𝑈Ψ𝑘 + 𝛽*

∑︁

𝑘

𝐵*
𝑘𝑈Ψ𝑘 .

再一次利用方程(2.A.15)，给出

𝑈 (𝛼Ψ+ 𝛽Φ) = 𝛼*𝑈Ψ+ 𝛽*𝑈Φ ， (2.A.21)

所以𝑈是反线性的。另外，利用方程(2.A.2)和(2.A.3)，变换后态的标量积是

(𝑈Ψ, 𝑈Φ) =
∑︁

𝑘𝑙

𝐴𝑘𝐵
*
𝑙 (𝑈Ψ𝑘, 𝑈Ψ𝑙) =

∑︁

𝑘

𝐴𝑘𝐵
*
𝑘

因而

(𝑈Ψ, 𝑈Φ) = (Ψ,Φ)* ， (2.A.22)

所以𝑈是反幺正的。

附录B 群算符和同伦类

在这篇附录中，我们将证明2.7节中所陈述的定理，即在假定，(a)群的生成元可以进行定义

使得在Lie代数中没有中心荷，(b)群是单联通的情况下，有限对称变换𝑇的算符𝑈 (𝑇 )的相位可以

进行选择使得这些算符构成对称群的表示，而非投影表示。我们也要论述非联通群所遇到的投影

表示，以及它们与该群同伦类的关系。

为了证明这个定理，让我们先回忆一下构建对应于对称变换算符的方法。正如2.2节所

描述的，我们引入了一组实变量𝜃𝑎用以参数化这些变换，在这样的方式下，变换满足合成规

则(2.2.15)：

𝑇 (𝜃)𝑇 (𝜃) = 𝑇
(︁
𝑓(𝜃, 𝜃)

)︁
.
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我们想要构建的算符𝑈 (𝑇 (𝜃)) ≡ 𝑈 [𝜃]，满足如下对应条件*

𝑈 [𝜃]𝑈 [𝜃] = 𝑈
[︁
𝑓(𝜃, 𝜃)

]︁
. (2.B.1)

为了做到这一点，我们在群参量空间中设置一个任意的“标准”路径Θ𝑎
𝜃 (𝑠)，从原点跑向每一

点𝜃，并有Θ𝑎
𝜃 (0) = 1和Θ𝑎

𝜃 (1) = 𝜃𝑎，并通过一个微分方程定义沿着这样路径的𝑈𝜃 (𝑠)

𝑑

𝑑𝑠
𝑈𝜃 (𝑠) = 𝑖𝑡𝑎𝑈𝜃 (𝑠)ℎ

𝑎
𝑏 (Θ𝜃 (𝑠))

𝑑Θ𝑏
𝜃 (𝑠)

𝑑𝑠
(2.B.2)

以及初始条件

𝑈𝜃 (0) = 1 ， (2.B.3)

其中
[︀
ℎ−1

]︀𝑎
𝑏
(𝜃) ≡

[︃
𝜕𝑓𝑎

(︀
𝜃, 𝜃
)︀

𝜕𝜃𝑏

]︃

𝜃=0

. (2.B.4)

我们最终将把算符𝑈 [𝜃]与𝑈𝜃 (1)等同起来，但首先我们必须建立起𝑈𝜃 (𝑠)的一些性质。

为了检验合成规则，考察两个点𝜃1和𝜃2，并定义从0到𝜃1的路径P以及𝑓 (𝜃2, 𝜃1)：

Θ𝑎
P (𝑠) ≡

{︃
Θ𝑎
𝜃1
(2𝑠) 0 ≤ 𝑠 ≤ 1

2 ，

𝑓𝑎
(︀
Θ𝑎
𝜃2
(2𝑠− 1) , 𝜃1

)︀
1
2 ≤ 𝑠 ≤ 1 .

(2.B.5)

在第一个线段的末尾，我们处在𝑈P

(︀
1
2

)︀
= 𝑈𝜃1 (1)。为了沿着第二个线段计算𝑈P (𝑠)，我们需

要𝑓𝑎(Θ𝑎
𝜃2
(2𝑠− 1) , 𝜃1)的导数。由于这个原因，我们使用基本的关联条件：

𝑓𝑎 (𝑓 (𝜃3, 𝜃2) , 𝜃1) = 𝑓𝑎 (𝜃3, 𝑓 (𝜃2, 𝜃1)) . (2.B.6)

在𝜃3 → 0的极限下，匹配𝜃𝑐3的系数得到：

𝜕𝑓𝑎 (𝜃2, 𝜃1)

𝜕𝜃𝑏2
ℎ𝑐𝑎 (𝑓 (𝜃2, 𝜃1)) = ℎ𝑐𝑏 (𝜃2) . (2.B.7)

沿着第二个线段，𝑈P (𝑠)的微分方程因而与𝑈𝜃2 (2𝑠− 1)的微分方程是相同的。它们满足不同的

初始条件，但是𝑈P (𝑠)𝑈−1
𝜃1

(𝑠)也满足与𝑈𝜃2 (2𝑠− 1)相同的微分方程，并且有着相同的初始条

件：在𝑠 = 1
2处，均为1。我们因而得出在1

2 ≤ 𝑠 ≤ 1，

𝑈P (𝑠)𝑈−1
𝜃1

(𝑠) = 𝑈𝜃2 (2𝑠− 1)

并且，特别的

𝑈P (1) = 𝑈𝜃2 (1)𝑈𝜃1 (1) . (2.B.8)

，然而，这并不是说𝑈𝜃1 (1)满足想要的合成法则(2.B.1)，因为尽管路径ΘP (𝑠)连接𝜃𝑎 = 0和𝜃𝑎 =

𝑓𝑎 (𝜃2, 𝜃1)，但一般而言，它与我们所选择的，直接从𝜃
𝑎 = 0到𝜃𝑎 = 𝑓𝑎 (𝜃2, 𝜃1)的“标准”路

径Θ𝑓(𝜃2,𝜃1)不同。为了能使𝑈 [𝜃]等于𝑈𝜃 (1)，我们需要证明𝑈𝜃 (1)独立于从0到𝜃的路径。

由于这个原因，考察从0到𝜃的路径变分𝛿Θ (𝑠)所产生的𝑈𝜃 (𝑠)的变分𝛿𝑈。取方程(2.B.2)的变

分，给出微分方程

𝑑

𝑑𝑠
𝛿𝑈 = 𝑖𝑡𝑎𝛿𝑈ℎ

𝑎
𝑏 (Θ)

𝑑Θ𝑏

𝑑𝑠
+ 𝑖𝑡𝑎𝑈ℎ

𝑎
𝑏,𝑐 (Θ) 𝛿Θ𝑐𝑑Θ

𝑏

𝑑𝑠
+ 𝑖𝑡𝑎𝑈ℎ

𝑎
𝑏 (Θ)

𝑑𝛿Θ𝑏

𝑑𝑠
*这里使用方括号是为了将构建为群参量函数的𝑈算符与那些表达为群变换本身的函数区分开来。
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其中ℎ𝑎𝑏,𝑐 ≡ 𝜕ℎ𝑎𝑏/𝜕Θ
𝑐。利用Lie对易关系(2.2.22)（没有中心荷）并重新安排一下，这给出

𝑑

𝑑𝑠

(︀
𝑈−1𝛿𝑈

)︀
=
𝑑

𝑑𝑠

(︁
𝑖𝑈−1𝑡𝑎𝑈ℎ

𝑎
𝑏𝛿Θ

𝑏
)︁

+ 𝑖𝑈−1𝑡𝑎𝑈𝛿Θ
𝑏𝑑Θ

𝑐

𝑑𝑠

(︁
ℎ𝑎𝑐,𝑏 − ℎ𝑎𝑏,𝑐 + 𝐶𝑎𝑒𝑑ℎ

𝑒
𝑏ℎ
𝑑
𝑐

)︁
. (2.B.9)

然而，通过在关联条件(2.B.6)中取极限𝜃3, 𝜃2 → 0，我们发现对于所有的𝜃：

ℎ (𝜃)𝑎𝑏,𝑐 = −𝑓𝑎𝑑𝑒ℎ (𝜃)𝑑𝑏 ℎ (𝜃)𝑒𝑐 ， (2.B.10)

其中𝑓𝑎𝑑𝑒是(2.2.19)所定义的系数。𝑏和𝑐的反对称性证明了方程(2.B.9)中的最后一项为零

ℎ𝑎𝑐,𝑏 − ℎ𝑎𝑏,𝑐 + 𝐶𝑎𝑒𝑑ℎ
𝑒
𝑏ℎ
𝑑
𝑐 = 0 . (2.B.11)

方程(2.B.9)因而告诉我们，量

𝑈−1𝛿𝑈 − 𝑖𝑈−1𝑡𝑎𝑈ℎ
𝑎
𝑏𝛿Θ

𝑏

在路径𝜃 (𝑠)上是常数。从𝑈𝜃 (1)在端点固定在Θ (0) = 0和Θ (1) = 𝜃（以及𝑈𝜃 (0) = 1）的路

径的任意无限小变分下是不变的可以的得出其是稳态的。但是，假定(b)告诉我们从Θ (0) =

0到Θ (1) = 𝜃的路径可以连续地变换到彼此，所以我们现在可以认为𝑈𝜃 (1)只是𝜃的路径无关函

数：

𝑈𝜃 (1) ≡ 𝑈 [𝜃] . (2.B.12)

特别的，因为路径P从0到𝑓 (𝜃2, 𝜃1)，我们有

𝑈P (1) = 𝑈 [𝑓 (𝜃2, 𝜃1)]

所以方程(2.B.8)证明了𝑈 [𝜃]满足群的乘法法则(2.B.1)，正如所要证明的。

既然我们已经构建了一个非投影表示𝑈 [𝜃]，剩下要证明有相同表示生产元𝑡𝑎的相同群的任何

投影表示�̃� [𝜃]与𝑈 [𝜃]仅差一个相位：

�̃� [𝜃] = 𝑒𝑖𝛼(𝜃)𝑈 [𝜃]

使得�̃� [𝜃]的乘法法则中的相位𝜑：

�̃� [𝜃′]�̃� [𝜃] = 𝑒𝑖𝜑(𝜃
′,𝜃)�̃� [𝑓(𝜃′, 𝜃)]

通过�̃� [𝜃]相位的一个改变可以被移除。为了看到这点，考察算符

𝑈 [𝜃]−1 𝑈 [𝜃′]−1�̃� [𝜃′]�̃� [𝜃] = 𝑈 [𝑓(𝜃′, 𝜃)]−1�̃� [𝑓(𝜃′, 𝜃)]𝑒𝑖𝜑(𝜃
′,𝜃) .

因为𝑈 [𝜃]和�̃� [𝜃]有相同的生成元，左边对𝜃′𝑎的导数在𝜃′ = 0处为零，所以

0 =
𝜕

𝜕𝜃𝑏

{︁
𝑈 [𝜃]−1 �̃� [𝜃]

}︁
+ 𝑖𝜑𝑏 (𝜃)𝑈 [𝜃]−1 �̃� [𝜃] ，

其中

𝜑𝑏 (𝜃) ≡ ℎ𝑎𝑏 (𝜃)

[︂
𝜕

𝜕𝜃′𝑏
𝜑
(︀
𝜃′, 𝜃

)︀]︂

𝜃′=0

.
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对这个结果相对𝜃𝑐微分，𝑏和𝑐的反对称性立刻给出

0 =
𝜕𝜑𝑏 (𝜃)

𝜕𝜃𝑐
− 𝜕𝜑𝑐 (𝜃)

𝜕𝜃𝑏
.

一个熟悉的定理告诉我们，在单连通空间中，这要求𝜑𝑏正是某个函数𝛽的梯度：

𝜑𝑏 (𝜃) =
𝜕𝛽 (𝜃)

𝜕𝜃𝑏
.

因此𝑈 [𝜃]−1 �̃� [𝜃] 𝑒𝑖𝛽(𝜃)实际上对于𝜃是常量。令它等于它在𝜃 = 0处的值，我们看到�̃�恰好正比

于𝑈：

�̃� [𝜃] = 𝑈 [𝜃] exp (−𝑖𝛽 (𝜃) + 𝑖𝛽 (0))

正如之前所宣称的。

* * *

当Lie代数没有中心荷但却不是单连通时，之上的分析提供了能够出现在群乘法法则

中的相位因子特性的一些信息。假定从0到𝜃再到𝑓(𝜃, 𝜃)的路径P不能变换成我们所选择的

从0到𝑓(𝜃, 𝜃)的标准路径，或者换句话说，从0到𝜃再到𝑓(𝜃, 𝜃)再回到0的圈不能连续的变换成点。

那么𝑈−1(𝑓(𝜃2, 𝜃1))𝑈(𝜃2)𝑈(𝜃1)可以是一个相位因子exp(𝑖𝜑(𝜃2, 𝜃1)) ̸= 1，但是对于所有可以互相

变换的圈𝜑将是相同的。开始并结束于原点并能够连续变换到给定圈的所有圈的集合被称为该圈

的同伦类；因此我们看到𝜑(𝜃2, 𝜃1)仅依赖于从0到𝜃再到𝑓(𝜃, 𝜃)再回到0的圈的同伦类。同伦类的集

合构成群；圈L1和L2同伦类的“乘积”是先绕过L1再绕过L2圈的同伦类；圈L同伦类的逆是

反方向绕行圈L的同伦类；而“恒等”是指圈的同伦类可以变换至原点。这个群被称为第一同

伦群或问题所在空间的基本群。很容易看到相位因子构成该群的表示：如果绕圈L走一圈给出

相位因子𝑒𝑖𝜑，而绕圈L̄走一圈给出相位因子𝑒𝑖𝜑，那么绕这两个圈走一圈给出相位因子𝑒𝑖𝜑𝑒𝑖𝜑。因

此，如果我们知道一个给定群G（没有中心荷）参量空间的第一同伦群的一维投影表示，我们可

以计出群G投影表示的所有类型，在卷II将会更加细致的讨论同伦群。

附录C 反演和简并积

通常假定反演T和P令单粒子态变成相同种类的另一单粒子态，或许会带有一个依赖粒子种

类的相位因子。在2.6节我们顺便注意到反演在单粒子态的简并积上的作用可能会更加复杂，这

种可能性似乎首先是Wigner在1964年提出的。这篇附录将会探索反演算符的一般版本，其中有

限矩阵取代了反演相位，但是没有做Wigner的某些限制假定。

从时间反演开始，Wigner通过假定反演算符的平方是正比于单位算符的限制了可能的

作用。因为T是反幺正的，很容易看到T2相对应的比例因子只能是±1，或许针对由超选择定

则分割开的子空间有不同的符号。当T2在2𝑗值为偶或奇的态空间上符号与2.6节所发现的符

号(−1)2𝑗相反时，所涉及物理态必须提供远复杂于迄今为止所假定的算符T的表示。但是，如果

我们很乐意承认这种可能性，这里似乎没有什么好的原因强加T2正比于单位算符这个Wigner条

件。使用扩张Poincaré群的结构并没有多少依据；任意反演算符唯一有用的定义是算符精确或近

似守恒，并且这并不是使T2正比于单位算符的定义。
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为了探索时间反演更普遍的可能性，假定其在有质量单粒子态上有如下作用

TΨp,𝜎,𝑛 = (−1)𝑗−𝜎
∑︁

𝑚

T𝑚𝑛Ψ−p,−𝜎,𝑚 ， (2.C.1)

其中p, 𝑗和𝜎是粒子的动量，自旋和自旋𝑧分量，而𝑛,𝑚用来标记粒子种类简并积的成员。（因

子(−1)𝑗−𝜎的出现以及p和𝜎的反号可以用2.6节所使用的方法推断出来。）除了因为T是反幺正

的，T必须是幺正的，对于矩阵T𝑚𝑛是不清楚的。

现在来看看，单粒子态基的合理选择是怎样简化这个变换的。通过幺正变换定义一个新

态Ψ′
p,𝜎,𝑛 =

∑︀
𝑚 U𝑚𝑛Ψp,𝜎,𝑚，我们会得到相同的变换(2.C.1)，只不过矩阵T𝑚𝑛被变为

T ′ = U −1T U * . (2.C.2)

一般而言，我们不能以这种选择单粒子态基的形式使T对角化，如果T是幺正的，我们可以做到

这一点。但是，我们反而能使分块对角化，其分块要么是1 × 1相位，要么是形式如下的2 × 2矩

阵 (︃
0 𝑒𝑖𝜑/2

𝑒−𝑖𝜑/2 0

)︃
， (2.C.3)

其中𝜑是各种实相位。

（这里是证明。首先，注意到方程(2.C.2)给出

T ′T ′* = U −1T T *U .

这是一个幺正变换，所以通过选择可以使幺正矩阵T ′T ′*对角化。假定对角化已经完成，并去掉

撇号，我们有

T = 𝐷T 𝑇 ， (2.C.4)

其中𝐷是一个幺正对角矩阵，对角元带有相位𝑒𝑖𝜑𝑛。一个显然的结果是除非𝑒𝑖𝜑𝑛 = 1，否则T𝑛𝑛为

零。更近一步，如果𝑒𝑖𝜑𝑛 = 1但𝑒𝑖𝜑𝑚 ̸= 1，那么方程(2.C.4)告诉我们T𝑛𝑚 = T𝑚𝑛 = 0。通过列

出𝑒𝑖𝜑𝑛 = 1时所有的行与列，可以将矩阵T写成如下形式

T =

(︃
A 0

0 B

)︃
， (2.C.5)

其中A是对称且幺正的，而B的对角部分全为零。因为A是对称的，它可以表示为一个对

称反厄密对阵的指数，所以通过一个仅作用在A上的变换(2.C.2)可以使其对角化，U相对应

的子矩阵则变成实的且正交。因而必须要考虑的仅是连接𝑒𝑖𝜑𝑛 ̸= 1的行与列的子矩阵B。对

于𝑛 ̸= 𝑚，方程(2.C.4)给出T𝑛𝑚 = 𝑒𝑖𝜑𝑛T𝑚𝑛以及T𝑚𝑛 = 𝑒𝑖𝜑𝑚T𝑛𝑚，所以T𝑛𝑚 = 𝑒𝑖𝜑𝑛𝑒𝑖𝜑𝑚T𝑛𝑚以

及T𝑚𝑛 = 𝑒𝑖𝜑𝑚𝑒𝑖𝜑𝑛T𝑚𝑛。因而除非𝑒
𝑖𝜑𝑛𝑒𝑖𝜑𝑚 = 1，否则T𝑛𝑚 = T𝑚𝑛 = 0。如果我们首先列出的相

位给定为𝑒𝑖𝜑1 ̸= 1的所有行与列，再列出相位相反的所有行与列，再列出其它不等于𝑒±𝑖𝜑1相位

为𝑒𝑖𝜑2 ̸= 1的所有行与列，再列出相位相反的行与列，一直做下去。矩阵B变成分块对角形式

B =

⎛
⎜⎝

B1 0 · · ·
0 B2 · · ·
· · · · · · · · ·

⎞
⎟⎠ ， (2.C.6)
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其中

B𝑖 =

(︃
0 𝑒𝑖𝜑𝑖/2C𝑖

𝑒−𝑖𝜑𝑖/2C
𝑇
𝑖 0

)︃
. (2.C.7)

更进一步，T的幺正性以及随之而来的B的幺正性要求C𝑖C
†
𝑖 = C †

𝑖 C𝑖 = 1，因而C𝑖是平方且幺正

的。通过作用变换(2.C.2)，其中U的分队对角形式与T相同，并且第𝑖个分块矩阵的形式为

(︃
𝑉𝑖 0

0 𝑊𝑖

)︃

其中𝑉𝑖和𝑊𝑖幺正，子矩阵C𝑖服从变换C𝑖 → 𝑉 −1
𝑖 C𝑖𝑊 *

𝑖 ，所以我们可以显然的选择变换使C𝑖 = 1。

这构建了每个相位为𝑒𝑖𝜑𝑖和𝑒−𝑖𝜑𝑖矩阵中成对单行与单列之间的对应。为了使矩阵B的分块对角形

式成为(2.C.3)的2 × 2块。现在仅需要重排行与列使得在第𝑖个分块内我们交替的列出相位分别

为𝑒𝑖𝜑𝑖和𝑒−𝑖𝜑𝑖的行与列。）

注意到，𝑒𝑖𝜑 ̸= 1是很重要的，因而选择态以对角化时间反演算符是不可能的。如果我们有

一对带有矩阵(2.C.3)的态Ψp,𝜎,±，T作用其上，那么

TΨp,𝜎,± = 𝑒±𝑖𝜑/2 (−1)𝑗−𝜎 Ψ−p,−𝜎,∓ . (2.C.8)

然后，作用在这些态的一个线性组合上，时间反演给出

T (𝑐+Ψp,𝜎,+ + 𝑐−Ψp,𝜎,−) = (−)𝑗−𝜎 (𝑒𝑖𝜑/2𝑐*+Ψ−p,−𝜎,− + 𝑒−𝑖𝜑/2𝑐*−Ψ−p,−𝜎,+) .

对于在T的作用下，只被变换一个相位𝜆的𝑐+Ψp,𝜎,+ + 𝑐−Ψp,𝜎,−，必然有

𝑒𝑖𝜑/2𝑐*+ = 𝜆𝑐− 𝑒−𝑖𝜑/2𝑐*− = 𝜆𝑐+ .

但是结合这些方程给出𝑒±𝑖𝜑/2𝑐*± = |𝜆|2 𝑐*±𝑒∓𝑖𝜑/2，除非𝑐+ = 𝑐− = 0或𝑒𝑖𝜑是幺正的，否则这是不

可能的。因此对于𝑒𝑖𝜑 ̸= 1，除了那些与自旋联系的简并，时间反演不变性在这些态上强加了一

个二度简并。

当然，如果存在一个额外的“内禀”对称算符S，其使这些态服从如下的变换

SΨp,𝜎,± = 𝑒±𝑖𝜑/2Ψ−p,𝜎,∓ ，

那么我们可以重新定义时间算符为T′ ≡ S−1T，并且这个算符不会混淆Ψp,𝜎,±与其它态。仅在没

有这类内禀对称性存在的情况下我们可以把粒子态的二重性归因于时间反演。

现在让我们回到T平方的问题上。重复变换(2.C.8)给出

T2Ψp,𝜎,± = (−1)2𝑗 𝑒∓𝑖𝜑Ψp,𝜎,± . (2.C.9)

如果我们像Wigner一样假定T2正比于单位算符，那么我们将不得不有𝑒𝑖𝜑 = 𝑒−𝑖𝜑，因此相位是

实的而不得不是+1或−1。选择𝑒𝑖𝜑 = −1仍然将要求除了与自旋相联系的单粒子态的二度简并

性，并且在Wigner的假定下所有的粒子都将会显示这个二重性。但是这里没有什么原因在方

程(2.C.8)中取一般相位𝜑，可能对于某些粒子是零，对于某些不是。因此可观测粒子不显示额外

二度简并性的现象并不排除其它粒子会有这种简并的可能性。
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我们也可以考虑宇称算符P更复杂表示的可能性，即

PΨp,𝜎,𝑛 =
∑︁

𝑚

P𝑛𝑚Ψ−p,𝜎,𝑛 ， (2.C.10)

其中矩阵P除幺正外没有其他约束。不像时间反演的情况，这里我们总可以通过态的基的选择

使这个矩阵对角化。但是基的这个选择可能不是时间反演中的选择，所以，原则上，P和T一起

可能会将强加P或T单独时没有要求的额外简并。

正如第5章所要讨论的，任何量子场论被预期反应一个被称为CPT的对称性，其以如下方式

作用在单粒子态上

CPTΨp,𝜎,𝑛 = (−1)𝑗−𝜎 Ψp,−𝜎,𝑛𝑐 ， (2.C.11)

其中𝑛𝑐代表粒子𝑛的反粒子（或者说“荷共轭”）在这个变换中相位和矩阵是不允许的。（当然

我们总能通过结合CPT与一些好的内禀对称性引入相位或矩阵）它得出

(CPT)2Ψp,𝜎,𝑛 = (−1)2𝑗 Ψp,−𝜎,𝑛 (2.C.12)

所以在(CPT)2的作用中，Wigner所建议的符号− (−1)2𝑗的并不出现在量子场论中。

在T是某类现象中的一个好对称性的范围中，对于反演CP ≡ (CPT)T−1也是如此。对于这样

的态，在T下的变换是一种简单的方式

TΨp,𝜎,𝑛 ∝ Ψ−p,−𝜎,𝑛 ， (2.C.13)

CP算符的作用也非常简单

CPΨp,𝜎,𝑛 ∝ Ψ−p,−𝜎,𝑛𝑐 . (2.C.14)

那么算符C ≡ CPP−1仅是将粒子改为反粒子

CΨp,𝜎,𝑛 ∝ Ψp,𝜎,𝑛𝑐 . (2.C.15)

另一方面，当T有异常的表示(2.C.8)时，方程(2.C.11)给出

CPΨp,𝜎,± = 𝑒∓𝑖𝜑/2Ψ−p,𝜎,∓𝑐 (2.C.16)

特别的，标记±所表明的简并性可能与粒子-反粒子简并性是相同的，使得态Ψ±的反粒子

（由CPT所定义）是Ψ∓。在这个情况下，CP将有不交换粒子和反粒子的异常的性质。只要这

些性质被考虑了，CP和T将是我们通常所称的P和CT。但这不仅仅是一堆定义；在其他粒子

上，CP和T仍然将有它们异常的效应。

粒子中没有已知的例子，来提供反演的异常表示，所以这些可能性在这里不会进一步追究。

从现在起，这些反演将假定有2.6节中所假定的作用。
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第 3 章 散射理论

上一章所描述的相对论量子力学的一般原理，迄今为止仅在单个稳定粒子的态中使用。这样

的单粒子态，它们本身不是非常有趣的—而当两个或多个粒子彼此相互作用时，有趣的事情才会

发生。但是实验一般不追寻粒子相互作用事件中的详细过程。反而，典型实验（至少在核物理或

基本粒子物理中）是几个粒子从一个宏观大距离接近彼此，并在一个微观小区域相互作用，之后

相互作用的产物又一次跑到宏观远距离处。碰撞前和碰撞后的物理态由那些相距很远以至于相当

于无相互作用的粒子构成，所以它们可以被描述为上一场所讨论的单粒子态的直积。在这样的实

验中，所被测量的是，相距很远且相当于无相互作用粒子的初态和末态之间跃迁的几率分布，或

者说“截面”。这章将概述用以计算这些几率和截面的形式体系1。

3.1 “入”态和“出”态

由几个不相互作用粒子构成的态可以被视为在作为单粒子态直积的非齐次Lorentz群下变换

的态。为了标记这个单粒子态，我们使用只用它们的四动量𝑝𝜇，自旋𝑧分量（或者，对于无质量

粒子是螺度）𝜎，以及由于我们可能要处理不止一个种类的粒子，用以标记粒子种类的额外离散

标号𝑛，其包含对它质量，自旋，电荷等的指定。一般变换规则是

𝑈(Λ, 𝑎)Ψ𝑝1,𝜎1,𝑛1;𝑝2,𝜎2,𝑛2;··· = exp
(︁
− 𝑖𝑎𝜇 ((Λ𝑝1)

𝜇 + (Λ𝑝2)
𝜇 + · · · )

)︁

×
√︃

(Λ𝑝1)
0 (Λ𝑝2)

0 · · ·
𝑝01𝑝

0
2 · · ·

∑︁

𝜎′
1𝜎

′
2···

𝐷
(𝑗1)
𝜎′
1𝜎1

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝1)

)︁
𝐷

(𝑗2)
𝜎′
2𝜎2

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝2)

)︁
· · ·

×ΨΛ𝑝1,𝜎′
1,𝑛1;Λ𝑝2,𝜎′

2,𝑛2;··· (3.1.1)

其中𝑊 (Λ, 𝑝)是Wigner旋转(2.5.10)，而𝐷
(𝑗)
𝜎′𝜎 (𝑊 )是三维旋转群的常规的(2𝑗 + 1)维幺正矩阵

表示。（这是针对有质量粒子的；对于任意的无质量粒子，矩阵𝐷
(𝑗)
𝜎′𝜎 (𝑊 (Λ, 𝑝))被替换

为𝛿𝜎′𝜎 exp (𝑖𝜎𝜃 (Λ, 𝑝))，其中𝜃是被方程(2.5.43)所定义的角度。）这个态像方程(2.5.19)一样归

一化

(︁
Ψ𝑝′1,𝜎

′
1,𝑛

′
1;𝑝

′
2,𝜎

′
2,𝑛

′
2;··· ,Ψ𝑝1,𝜎1,𝑛1;𝑝2,𝜎2,𝑛2;···

)︁

= 𝛿3(p′
1 − p1)𝛿𝜎′

1𝜎1
𝛿𝑛′

1𝑛1
𝛿3(p′

2 − p2)𝛿𝜎′
2𝜎2
𝛿𝑛′

2𝑛2
· · ·

±置换 (3.1.2)

其中被引入的项“±置换”是考虑了粒子种类𝑛′1, 𝑛′2, · · ·的某些置换与粒子种类𝑛1, 𝑛2, · · ·是相同
的可能性。（在第4章将会更加完整的讨论，如果这个置换包含半整数自旋粒子的奇次置换，则

符号是−1，否则是+1。在这章的工作中，这是不重要的。）
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我们通常使用一个缩写记法，令一个希腊字母𝛼，代表整个集合𝑝1, 𝜎1, 𝑛1; 𝑝2, 𝜎2, 𝑛2; · · ·。在
这个记法下，方程(3.1.2)简单地写为

(Ψ𝛼′ ,Ψ𝛼) = 𝛿(𝛼′ − 𝛼) (3.1.3)

其中𝛿(𝛼′ − 𝛼)代表出现在方程(3.1.2)右边，𝛿函数与克罗内克𝛿符号乘积的和。另外，在态上求

和，我们写为 ∫︁
𝑑𝛼 · · · ≡

∑︁

𝑛1𝜎1𝑛2𝜎2···

∫︁
𝑑3𝑝1𝑑

3𝑝2 · · · ， (3.1.4)

也就是说，在这样的求和和积分下，我们只包含一个构型，这个构型仅在全同粒子的交换下不产

生差异。特别的，像方程(3.1.3)那样归一后，态的完备关系写为

Ψ =

∫︁
𝑑𝛼 Ψ𝛼 (Ψ𝑎,Ψ) . (3.1.5)

变换规则(3.1.1)是因为各种原因不相互作用粒子的唯一可能。令Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈以及𝑎𝜇 =

(0, 0, 0, 𝜏)，这样𝑈 (Λ, 𝑎) = exp (𝑖𝐻𝜏)，方程(3.1.1)所要求的另一件事是Ψ𝛼是能量本征态

𝐻Ψ𝛼 = 𝐸𝛼Ψ𝛼 (3.1.6)

其能量等于单粒子能量的和

𝐸𝛼 = 𝑝01 + 𝑝02 + · · · (3.1.7)

其中没有相互作用项，这种项在一个时刻将会涉及多个粒子。

另一方面，变换规则(3.1.1)确实适用于时间𝑡 → ±∞时的散射过程。正如在本章开头所解释
的，在典型的散射实验中，我们以时间𝑡 → −∞时的粒子开始，它们相距如此之远以至于还没有
相互作用，而在𝑡 → +∞时的末尾，粒子分开如此之远以至于它们停止了相互作用。我们因而有
了两个而非一个按照方程(3.1.1)变换的态：“入”态和“出”态*，如果观察分别是在𝑡→ −∞时
和𝑡→ +∞时做的，将会发现态Ψ +

𝛼 和Ψ −
𝛼 包含标号𝛼所描述的粒子。

注意这个定义是怎样被构造的。为了继续显示Lorentz不变性，在我们这里所使用的

形式体系中，态矢不随时间改变—态矢Ψ描述一个多粒子系统的整个时空历史。（这被称

为Heisenberg绘景，与Schrödinger绘景相区别的是，在Schrödinger绘景中算符是不变的，而态

随时间改变。）因此，我们不称Ψ ±
𝛼 是某个时间相关态矢Ψ (𝑡)在𝑡→ ∓∞时的极限。

然而，态的定义中暗示着一个源于观察系统的观察者的内部结构的选择；不同的观测者

看到等价的态矢，但不是相同的态矢。特别的，假定一个标准观测者𝒪设置他或她的时钟，
使得𝑡 = 0是碰撞发生的时间，而某个其他的观测者𝒪′，其相对于第一个静止，设置钟表使

得𝑡′ = 0与𝑡 = 𝜏为同一时间；即，两个观测者的时间坐标通过𝑡′ = 𝑡 − 𝜏相关。那么，如果𝒪看
见系统处在态Ψ上，𝒪′将会看到系统处在态𝑈 (1,−𝜏)Ψ =exp (−𝑖𝐻𝜏)Ψ。因此，在碰撞（处
在𝒪使用的标准下）发生的遥远过去和遥远未来的态表现为通过一个时间平移算符exp (−𝑖𝐻𝜏)的
作用，其中分别有𝜏 → −∞和𝜏 → +∞。当然，如果态真是一个能量本征态，那么它不可能在时
间上定域—算符exp (𝑖𝐻𝜏)将会产生一个无关紧要的相位因子exp (−𝑖𝐸𝛼𝜏)。因此，我们必须考察

*针对“入”态和“出”态的标号“+”和“−”看起来似乎有点落后，但是它们似乎已经成为传统。它们缘于方
程(3.1.16)中的符号。
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波包，叠加态
∫︀
𝑑𝛼𝑔 (𝛼)Ψ𝛼，其中振幅𝑔 (𝛼)非零且在能量的某个有限范围Δ𝐸内光滑。“入”态

和“出”态定义为

exp (−𝑖𝐻𝜏)
∫︁
𝑑𝛼 𝑔 (𝛼)Ψ ±

𝛼 =

∫︁
𝑑𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝜏𝑔 (𝛼)Ψ ±

𝛼

这使得叠加表现为，当𝜏 ≪ −1/Δ𝐸或𝜏 ≫ +1/Δ𝐸时，相对应的自由粒子态的叠加。

更具体一点，假定我们能够将时间平移算符的生成元𝐻分为两项，自由粒子哈密顿量𝐻0和

相互作用𝑉，

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 (3.1.8)

在这种形式下，使得𝐻0有本征态Φ𝛼，其与完整哈密顿量𝐻的本征态Ψ +
𝛼 和Ψ −

𝛼 有相同的表现

𝐻0Φ𝛼 = 𝐸𝛼Φ𝛼 ， (3.1.9)

(Φ𝛼′ ,Φ𝛼) = 𝛿(𝛼′ − 𝛼) . (3.1.10)

注意到，在这里假定𝐻0有着与全哈密顿量𝐻相同的频谱。这要求出现在𝐻0中的质量是实际测量

的物理质量，其与出现在𝐻中的“裸”质量项不必须相同；如果这里有任何差异，其必须被吸

入在相互作用𝑉中，而不是𝐻0。另外，𝐻中的任何相关束缚态都应该像一个基本粒子一样被引

入𝐻0。
**

“入”态和“出”态现在可以定义为𝐻而不是𝐻0的本征态

𝐻Ψ ±
𝛼 = 𝐸𝛼Ψ

±
𝛼 (3.1.11)

其对于𝜏 → −∞或𝜏 → +∞，分别满足条件
∫︁
𝑑𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝜏𝑔 (𝛼)Ψ ±

𝛼 →
∫︁
𝑑𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝜏𝑔 (𝛼)Φ𝛼 . (3.1.12)

方程(3.1.12)对于𝜏 → −∞或𝜏 → +∞，分别可以重写为所要求的：

exp (−𝑖𝐻𝜏)
∫︁
𝑑𝛼 𝑔 (𝛼)Ψ ±

𝛼 → exp (−𝑖𝐻0𝜏)

∫︁
𝑑𝛼 𝑔 (𝛼)Φ𝛼 .

这有时重写为“入”态和“出”态的公式：

Ψ ±
𝛼 = Ω(∓∞)Φ𝛼 ， (3.1.13)

其中

Ω (𝜏) ≡ exp (+𝑖𝐻𝜏) exp (−𝑖𝐻0𝜏) . (3.1.14)

然而，应当记住方程(3.1.13)中的Ω (∓∞)仅当其作用在能量本征态的光滑叠加态上时才给出有意

义的结果。

**换一种说法，在非相对论问题中，我们可以在𝐻0中引入结合势。该方法在“重排碰撞”的应用中，即某些束缚

态出现在初态而不出现在末态，或者是相反的情况，将𝐻分成𝐻0和𝑉的分割在初态和末态中必须是不同的。
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定义(3.1.12)的一个显然结果是“入”态和“出”态就像自由粒子态一样归一化。为了看到

这一点，注意到方程(3.1.12)的左边是通过让幺正算符exp (−𝑖𝐻𝜏)作用在一个时间无关态上获得
的，所以它的范数是独立于时间，因而等于𝜏 → ∞时的范数，即方程(3.1.12)的右边的范数：

∫︁
𝑑𝛼 𝑑𝛽 exp (−𝑖 (𝐸𝛼 − 𝐸𝛽) 𝜏) 𝑔 (𝛼) 𝑔

* (𝛽) (Ψ ±
𝛽 ,Ψ ±

𝛼 )

=

∫︁
𝑑𝛼 𝑑𝛽 exp (−𝑖 (𝐸𝛼 − 𝐸𝛽) 𝜏) 𝑔 (𝛼) 𝑔

* (𝛽) (Φ𝛽,Φ𝛼) .

因为假定其对于所有的光滑函数𝑔 (𝛼)是正确的，标量积必须相等

(Ψ ±
𝛽 ,Ψ ±

𝛼 ) = (Φ𝛽,Φ𝛼) = 𝛿 (𝛽 − 𝛼) . (3.1.15)

由于某些原因，得到满足条件(3.1.12)的能量本征值方程(3.1.11)的一个显式却形式化的解是

有用的。因为这个原因，将方程(3.1.11)写为

(𝐸𝛼 −𝐻0)Ψ
±
𝛼 = 𝑉Ψ±

𝛼 .

算符𝐸𝛼 −𝐻0不是可逆的；它不仅湮灭自由粒子态Φ𝛼，也湮灭相同能量其它自由粒子态Φ𝛽的连

续统。因为当𝑉 → 0时，“入”态和“出”态恰好变成Φ𝛼，我们暂时将形式解写为Φ𝛼加上正比

于𝑉的一项：

Ψ ±
𝛼 = Φ𝛼 + (𝐸𝛼 −𝐻0 ± 𝑖𝜖)−1 𝑉Ψ ±

𝛼 ， (3.1.16)

或者，以自由粒子的完全集展开，

Ψ ±
𝛼 = Φ𝛼 +

∫︁
𝑑𝛽

𝑇 ±
𝛽𝛼 Φ𝛽

𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 𝑖𝜖
， (3.1.17)

𝑇 ±
𝛽𝛼 ≡ (Φ𝛽, 𝑉Ψ ±

𝛼 ) ， (3.1.18)

其中𝜖是无限小的正数，插入其中是为了赋予(𝐸𝛼 −𝐻0)的倒数以意义。这些被称之为Lippmann-

Schwinger方程1a。我们将在下一节末尾使用方程(3.1.17)给出“入”态与“出”态正交性一个不

太严格的证明。

对于“入”态和“出”态，分别在分母上带有+𝑖𝜖或−𝑖𝜖的方程(3.1.17)是否满足条件(3.1.12)有

待证明。由于这个原因，考察叠加态

Ψ ±
𝑔 (𝑡) ≡

∫︁
𝑑𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡𝑔 (𝛼)Ψ ±

𝛼 ， (3.1.19)

Φ𝑔 (𝑡) ≡
∫︁
𝑑𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡𝑔 (𝛼)Φ𝛼 . (3.1.20)

我们想要证明当𝑡→ −∞和𝑡→ +∞时，Ψ+
𝑔 (𝑡)和Ψ−

𝑔 (𝑡)分别会接近Φ𝑔 (𝑡)。在方程(3.1.19)中利用

方程(3.1.17)给出

Ψ ±
𝑔 (𝑡) = Φ𝑔 (𝑡) +

∫︁
𝑑𝛼

∫︁
𝑑𝛽

𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡𝑔 (𝛼)𝑇 ±
𝛽𝛼 Φ𝛽

𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 𝑖𝜖
. (3.1.21)

我们先不计后果的交换积分的次序，并考察积分

I𝛽 ≡
∫︁
𝑑𝛼

𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡𝑔 (𝛼)𝑇 ±
𝛽𝛼

𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 𝑖𝜖
.
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当𝑡 → −∞，对于变量𝐸𝛼，我们可以在上半平面以一个很大的半圆闭合积分围道，而来自半
圆的贡献被因子exp (−𝑖𝐸𝛼𝑡)抵消，这个因子当𝑡 → −∞且Im𝐸𝛼 > 0时指数变小。于是这个积

分通过对被积函数在上半平面的奇点求和得到。一般而言，函数𝑔 (𝛼)和𝑇 ±
𝛽𝛼 预期在带有限正

虚部的𝐸𝛼的某些值出有奇点，但正如大半圆，当𝑡 → −∞，它们的贡献指数衰减。（更明确
地说，−𝑡必须远大于波包𝑔 (𝛼)中的时间不确定性以及碰撞持续时间，其分别给出𝑔 (𝛼)和𝑇 ±

𝛽𝛼 在

复𝐸𝛼平面上的奇点位置。）这对于I −
𝛽 而非I +

𝛽 在上半平面保留了(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 𝑖𝜖)−1中的奇异

性。那么我们可以得出这样的结论：当𝑡 → −∞时，I +
𝛽 为零。以同样的方法，当𝑡 → +∞时，

我们必须在下半平面闭合积分围道使得I −
𝛽 在这个极限下为零。我们得出这样的结论：

当𝑡→ ∓∞时，Ψ ±
𝑔 (𝑡)接近Φ𝑔 (𝑡)。这与定义条件(3.1.12)是一致的。

* * *

为了将来的使用，我们记入方程(3.1.17)中因子(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 𝑖𝜖)−1的一个便利表示。一般而

言，我们可以写下

(𝐸 ± 𝑖𝜖)−1 =
P𝜖

𝐸
∓ 𝑖𝜋𝛿𝜖 (𝐸) ， (3.1.22)

其中
P𝜖

𝐸
≡ 𝐸

𝐸2 + 𝜖2
， (3.1.23)

𝛿𝜖 (𝐸) ≡ 𝜖

𝜋 (𝐸2 + 𝜖2)
. (3.1.24)

函数(3.1.23)，当|𝐸| ≫ 𝜖时恰为1/𝐸，当𝐸 → 0时为零，所以当𝜖 → 0时，它的行为就像“主值

函数”P/𝐸，通过排除𝐸 = 0周围的一个无限小积分区间，其允许我们赋予1/𝐸与任何𝐸的光

滑函数之积的积分以意义。函数(3.1.24)在|𝐸| ≫ 𝜖时是𝜖阶的，并且当其对所有的𝐸值积分是给

出1，所以在极限𝜖 → 0下，它的行为就像熟悉的𝛿-函数𝛿 (𝐸)。在这个理解下，我们可以去掉方

程(3.1.22)中的标记𝜖，并简单的写为

(𝐸 ± 𝑖𝜖)−1 =
P

𝐸
∓ 𝑖𝜋𝛿 (𝐸) . (3.1.25)

3.2 S-矩阵

一个实验者一般在𝑡 → −∞时预备一个粒子内容明确的态，然后在𝑡 → +∞时测量这个
态像什么。如果所预备的态在在𝑡 → −∞有一粒子内容𝛼，那么它是“入”态Ψ +

𝛼 ，如果它

在𝑡 → +∞时被发现具有粒子内容𝛽，那么它是“出”态Ψ −
𝛽 。因此，跃迁𝛼 → 𝛽的几率振幅是

标量积

𝑆𝛽𝛼 = (Ψ −
𝛽 ,Ψ +

𝛼 ) . (3.2.1)

这个复振幅的阵列被称为S -矩阵2。如果没有相互作用，那么“入”态和“出”态是相同的，那

么𝑆𝛽𝛼就是𝛿 (𝛼− 𝛽)。反应𝛼 → 𝛽的速率因此正比于|𝑆𝛽𝛼 − 𝛿 (𝛼− 𝛽)|2。我们将在3.4节细致地看

到𝑆𝛽𝛼所处理的就是测量截面和速率。

应该强调一下，“入”态和“出”态并不处在两个不同的Hilbert空间。它们所不同的仅是

它们是如何被标记的：即它们是出现在𝑡 → −∞还是𝑡 → +∞。任何“入”态可以展为“出”态
的和，而其展开系数由𝑆-矩阵(3.2.1)给定。
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因为𝑆𝛽𝛼是连接两个正交态完全集的矩阵，所以它必须是幺正的。为了更细致的看到这一

点，对“出”态应用完备关系(3.1.5)，并写出

∫︁
𝑑𝛽 𝑆*

𝛽𝛾𝑆𝛽𝛼 =

∫︁
𝑑𝛽 (Ψ +

𝛾 ,Ψ −
𝛽 )(Ψ −

𝛽 ,Ψ +
𝛼 ) = (Ψ +

𝛾 ,Ψ +
𝛼 ) .

利用(3.1.15)，这给出 ∫︁
𝑑𝛽 𝑆*

𝛽𝛾𝑆𝛽𝛼 = 𝛿(𝛾 − 𝛼) (3.2.2)

或者，简言之，𝑆†𝑆 = 1。以相同的方式，“出”态的完备性给定为*

∫︁
𝑑𝛽 𝑆𝛾𝛽𝑆

*
𝛼𝛽 = 𝛿(𝛾 − 𝛼) (3.2.3)

或者，换句话说，𝑆𝑆† = 1。

处理算符𝑆而不是𝑆-矩阵通常是方便的，算符𝑆定义为拥有自由粒子态之间的矩阵元,这个矩

阵元与相对应的𝑆-矩阵元相同：

(Φ𝛽, 𝑆Φ𝛼) ≡ 𝑆𝛽𝛼 . (3.2.4)

针对“入”态和“出”态的，显然却高度形式化的表达式(3.1.13)得出了𝑆-算符的一个公式：

𝑆 = Ω(∞)†Ω(−∞) = 𝑈(+∞,−∞) ， (3.2.5)

其中

𝑈(𝜏, 𝜏0) ≡ Ω (𝜏)†Ω (𝜏0) = exp(𝑖𝐻0𝜏) exp(−𝑖𝐻(𝜏 − 𝜏0)) exp(−𝑖𝐻0𝜏0) . (3.2.6)

这个公式将在下一节被用来检验𝑆-矩阵的Lorentz不变性，并在3.5节中用以导出时间相关微扰论

中𝑆-矩阵的公式。

上一节的方法可以用来导出𝑆-矩阵另一有用的公式。返回“入”态Ψ+的方程(3.1.21)，

不过令时间𝑡 → +∞。现在，我们必须在下半𝐸𝛼平面闭合积分围道，尽管如此，像之前一
样，𝑇 ±

𝛽𝛼 和𝑔(𝛼)中奇点的贡献在𝑡 → +∞时无贡献，我们现在要摘选来自奇异因子(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 +

𝑖𝜖)−1的贡献。围道从𝐸𝛼 = −∞到𝐸𝛼 = +∞，然后通过下半平面的一个大半圆再回到𝐸𝛼 =

−∞，所以它以顺时针方向绕奇点一圈。通过留数法，对𝐸𝛼的积分由被积函数在𝐸𝛼 = 𝐸𝛽 − 𝑖𝜖的

值再乘以因子−2𝑖𝜋给出。于是，在𝜖 → 0+的极限下，𝑡 → +∞时，(3.1.21)中对𝛼的积分有一渐

进行为

I +
𝛽 → −2𝑖𝜋𝑒−𝑖𝐸𝛽𝑡

∫︁
𝑑𝛼 𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)𝑔(𝛼)𝑇

+
𝛽𝛼

因而，𝑡→ +∞时，

Ψ +
𝑔 (𝑡) →

∫︁
𝑑𝛽 𝑒−𝑖𝐸𝛽𝑡Φ𝛽

[︂
𝑔(𝛽)− 2𝑖𝜋

∫︁
𝑑𝛼 𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)𝑔(𝛼)𝑇

+
𝛽𝛼

]︂
.

但是，Ψ +
𝑔 展成“出”态完全集的表达式(3.1.19)给出

Ψ +
𝑔 (𝑡) =

∫︁
𝑑𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡𝑔(𝛼)

∫︁
𝑑𝛽 Ψ −

𝛽 𝑆𝛽𝛼 .

*在本节的末尾给出了另一种证明。注意，对于无限“矩阵”，幺正条件𝑆†𝑆 = 1和𝑆𝑆† = 1不是等价的。
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因为𝑆𝛽𝛼包含因子𝛿(𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)，这可以重写为

Ψ +
𝑔 (𝑡) =

∫︁
𝑑𝛽 Ψ −

𝛽 𝑒−𝑖𝐸𝛽𝑡

∫︁
𝑑𝛼 𝑔(𝛼)𝑆𝛽𝛼

并且，利用“出”态的定义性质(3.1.12)，𝑡→ +∞时，其有一个渐进行为

Ψ +
𝑔 (𝑡) →

∫︁
𝑑𝛽 Φ𝛽𝑒

−𝑖𝐸𝛽𝑡

∫︁
𝑑𝛼 𝑔(𝛼)𝑆𝛽𝛼 .

用上式与我们之前的结果进行比较，我们发现
∫︁
𝑑𝛼 𝑔(𝛼)𝑆𝛽𝛼 = 𝑔(𝛽)− 2𝑖𝜋

∫︁
𝑑𝛼 𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)𝑔(𝛼)𝑇

+
𝛽𝛼

或者

𝑆𝛽𝛼 = 𝛿(𝛽 − 𝛼)− 2𝑖𝜋𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)𝑇
+

𝛽𝛼 . (3.2.7)

这给出了𝑆-矩阵的一个简单近似：对于一个弱相互作用𝑉，我们能够忽视(3.1.18)中“入”

态与自由粒子的差异，这种情况下方程(3.2.7)给出

𝑆𝛽𝛼 ≃ 𝛿(𝛽 − 𝛼)− 2𝑖𝜋𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)(Φ𝛽, 𝑉Φ𝛼) . (3.2.8)

这被称为Born近似3。在3.5节将讨论高阶项。

* * *

我们可以利用“入”态和“出”态的Lippmann-Schwinger方程(3.1.16)，在不加𝑡 → ∓∞这
个极限的情况下，给出这些态的正交性，𝑆-矩阵的幺正性以及方程(3.1.16)的一个证明4。首先，

通过在矩阵元(Ψ ±
𝛽 , 𝑉Ψ ±

𝛼 )的左边和右边使用方程(3.1.16)，并将结果等同起来，我们发现

(Ψ ±
𝛽 , 𝑉Φ𝛼) + (Ψ ±

𝛽 , 𝑉 (𝐸𝛼 −𝐻0 ± 𝑖𝜖)−1𝑉Ψ ±
𝛼 )

= (Φ𝛽, 𝑉Ψ ±
𝛼 ) + (Ψ ±

𝛽 , 𝑉 (𝐸𝛽 −𝐻0 ∓ 𝑖𝜖)−1𝑉Ψ ±
𝛼 ) .

对中间态的一个完全集Φ𝛾求和，这给出方程：

𝑇 ±⋆

𝛼𝛽 − 𝑇 ±
𝛽𝛼 =−

∫︁
𝑑𝛾 𝑇 ±⋆

𝛾𝛽 𝑇 ±
𝛾𝛼

×
(︁
[𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 ± 𝑖𝜖]−1 − [𝐸𝛽 − 𝐸𝛾 ∓ 𝑖𝜖]−1

)︁
. (3.2.9)

为了证明“入”态和“出”态的正交性，用𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 2𝑖𝜖除方程(3.2.9)给出

(︃
𝑇 ±
𝛼𝛽

𝐸𝛽 − 𝐸𝛼 ± 2𝑖𝜖

)︃⋆
+

𝑇 ±
𝛽𝛼

𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 2𝑖𝜖

= −
∫︁
𝑑𝛾

(︃
𝑇 ±
𝛾𝛽

𝐸𝛽 − 𝐸𝛾 ± 𝑖𝜖

)︃⋆
𝑇 ±
𝛾𝛼

𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 ± 𝑖𝜖
.

左边分母中的2𝜖可以被替换为𝜖，这是因为唯一重要的是它们是正的无限小量。那么我们看

到𝛿(𝛽−𝛼)−𝑇 ±
𝛽𝛼 /(𝐸𝛼−𝐸𝛽 ± 𝑖𝜖)是幺正的。与(3.1.17)一起，这正是Ψ ±

𝛼 构成态矢的两个正交基

的陈述。通过用𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)而不是(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 ± 2𝑖𝜖)−1乘以(3.2.9)，可以一种类似的方式证明𝑆-矩

阵的幺正性。
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3.3 S-矩阵的对称性

在这一节，我们将考察在不同对称性下𝑆-矩阵不变性的含义，以及哈密顿量满足什么样的条

件会确保这类的不变性。

Lorentz不变性

对于任意的固有正时Lorentz变换𝑥 → Λ𝑥 + 𝑎，通过指定幺正算符𝑈 (Λ, 𝑎)在方程(3.1.1)中是

作用在“入”态或“出”态上，我们可以定义它。当我们称一个理论是Lorentz不变的，我们

是说在(3.1.1)中作用在“入”态和“出”态上的算符𝑈(Λ, 𝑎)是相同的。因为算符𝑈(Λ, 𝑎)是幺正

的，我们可以写下

𝑆𝛽𝛼 =
(︁
Ψ −
𝛽 ,Ψ +

𝛼

)︁
=
(︁
𝑈 (Λ, 𝑎)Ψ −

𝛽 , 𝑈 (Λ, 𝑎)Ψ +
𝛼

)︁

所以利用(3.1.1)，我们获得了𝑆-矩阵的Lorentz不变性（实际上是协变）：对于任意的Lorentz变

换Λ𝜇𝜈以及平移𝑎𝜇，

𝑆𝑝′1,𝜎′
1,𝑛

′
1;𝑝

′
2,𝜎

′
2,𝑛

′
2;··· , 𝑝1,𝜎1,𝑛1;𝑝2,𝜎2;···

= exp
(︁
𝑖𝑎𝜇Λ

𝜇
𝜈(𝑝

′𝜈
1 + 𝑝′𝜈2 + . . .− 𝑝𝜈1 − 𝑝𝜈2 − . . .)

)︁

×
√︃

(Λ𝑝1)0(Λ𝑝2)0 · · · (Λ𝑝′1)0(Λ𝑝′2)0 · · ·
𝑝01𝑝

0
2 · · · 𝑝′01 𝑝

′0
2 · · ·

×
∑︁

�̄�1�̄�2···
𝐷

(𝑗1)
�̄�1𝜎1

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝1)

)︁
𝐷

(𝑗2)
�̄�2𝜎2

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝2)

)︁
· · ·

×
∑︁

�̄�′
1�̄�

′
2···

𝐷
(𝑗′1)*
�̄�′
1𝜎

′
1

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝′1)

)︁
𝐷

(𝑗′2)*
�̄�′
2𝜎

′
2

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝′2)

)︁
· · ·

× 𝑆Λ𝑝′1,�̄�′
1,𝑛

′
1;Λ𝑝

′
2,�̄�

′
2,𝑛

′
2;··· , Λ𝑝1,�̄�1,𝑛1;Λ𝑝2,�̄�2,𝑛2;··· . (3.3.1)

（这里的撇号是用来区分初粒子和末粒子；上横线是用来表明变量和。）特别的，因为左边是独

立于𝑎𝜇的，所以必须等于右边，并且除非四动量守恒，否则𝑆-矩阵为零。因此，我们可以以如

下的形式写出表示粒子间实际相互作用的𝑆-矩阵部分：

𝑆𝛽𝛼 − 𝛿(𝛽 − 𝛼) = −2𝜋𝑖 𝑀𝛽𝛼𝛿
4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) . (3.3.2)

（然而，正如我们将在下一章看到的，振幅𝑀𝛽𝛼本身所包含的项会涉及深一层的𝛿-函数因子。）

方程(3.3.1)应该被认为是我们意指𝑆-矩阵的Lorentz不变性时的定义，而不是一个定理，这

是因为它仅针对于一些特殊选择的哈密顿量，这些哈密顿量中存在能够作用在(3.3.1)中“入”态

和“出”态上的幺正算符。我们需要公式化哈密顿量上确保𝑆-矩阵的Lorentz不变性的条件。由

于这个原因，处理由方程(3.2.4)所定义的算符𝑆将是方便的：

𝑆𝛽𝛼 = (Φ𝛽, 𝑆Φ𝛼) .

正如我们在第2章已经定义的自由粒子态Φ𝛼，它们提供了非齐次Lorentz群的表示，所以我们总
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能定义一个幺正算符𝑈0(Λ, 𝑎)，将变换(3.1.1)引入到这些态上：

𝑈0(Λ, 𝑎)Φ𝑝1,𝜎1,𝑛1;𝑝2,𝜎2;··· = exp
(︁
− 𝑖𝑎𝜇Λ

𝜇
𝜈(𝑝

𝜈
1 + 𝑝𝜈2 + . . .)

)︁

×
√︃

(Λ𝑝1)0(Λ𝑝2)0 · · ·
𝑝01𝑝

0
2 · · ·

∑︁

𝜎′
1𝜎

′
2···

𝐷
(𝑗1)
𝜎′
1𝜎1

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝1)

)︁
𝐷

(𝑗2)
𝜎′
2𝜎2

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝2)

)︁
· · ·

×ΦΛ𝑝1,𝜎′
1,𝑛1;Λ𝑝2,𝜎′

2𝑛2;··· .

如果这个幺正算符与𝑆-算符对易，方程(3.3.1)因而将会成立：

𝑈0(Λ, 𝑎)
−1𝑆𝑈0(Λ, 𝑎) = 𝑆 .

这个条件也可以以无限小Lorentz变换的形式表达。正如在2.4节中那样，将会存在一组厄密算

符，动量P0，角动量J0，以及推动算符K0，这些算符与𝐻0一起，当它们作用在自由粒子态上

式，生成了非齐次Lorentz变换的无限小版本。方程(3.3.1)与𝑆-矩阵在这类变换下不受影响的陈

述是等价的，换句话说，𝑆-算符与这些生成元对易：

[𝐻0, 𝑆] = [P0, 𝑆] = [J0, 𝑆] = [K0, 𝑆] = 0 . (3.3.3)

因为算符𝐻0,P0,J0和K0生成了Φ𝛼上的无限小非齐次Lorentz变换，它们自动满足对易关系(2.4.18)—

(2.4.24)：

[𝐽 𝑖0, 𝐽
𝑗
0 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽

𝑘
0 ， (3.3.4)

[𝐽 𝑖0,𝐾
𝑗
0 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐾

𝑘
0 ， (3.3.5)

[𝐾𝑖
0,𝐾

𝑗
0 ] = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘0 ， (3.3.6)

[𝐽 𝑖0, 𝑃
𝑗
0 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃

𝑘
0 ， (3.3.7)

[𝐾𝑖
0, 𝑃

𝑗
0 ] = −𝑖𝐻0𝛿𝑖𝑗 ， (3.3.8)

[𝐽 𝑖0, 𝐻0] = [𝑃 𝑖0, 𝐻0] = [𝑃 𝑖0, 𝑃
𝑗
0 ] = 0 ， (3.3.9)

[𝐾𝑖
0, 𝐻0] = −𝑖𝑃 𝑖0 ， (3.3.10)

其中𝑖, 𝑗, 𝑘等取遍值1, 2和3，并且𝜖𝑖𝑗𝑘是全反对称张量，并有𝜖123 = +1。

以相同的方式，我们可以定义一组“精确生成元”，算符P,J和K同全哈密顿量𝐻一起生成

了“入”态上的变换(3.1.1)。（正如已经提及了的，不显然的是相同的算符在“出”态上生成了

相同的变换。）群结构告诉我们，这些精确的生成元满足相同的对易关系：

[𝐽 𝑖, 𝐽 𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽
𝑘 ， (3.3.11)

[𝐽 𝑖,𝐾𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐾
𝑘 ， (3.3.12)

[𝐾𝑖,𝐾𝑗 ] = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘 ， (3.3.13)

[𝐽 𝑖, 𝑃 𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃
𝑘 ， (3.3.14)

[𝐾𝑖, 𝑃 𝑗 ] = −𝑖𝐻𝛿𝑖𝑗 ， (3.3.15)

[𝐽 𝑖, 𝐻] = [𝑃 𝑖, 𝐻] = [𝑃 𝑖, 𝑃 𝑗 ] = 0 ， (3.3.16)

[𝐾𝑖, 𝐻] = −𝑖𝑃 𝑖 . (3.3.17)
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事实上，在所有已知的场论中，相互作用的效应是在哈密顿量上增加一个相互作用项𝑉，但保持

动量和角动量不变：

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 ， P = P0 ， J = J0 . (3.3.18)

（唯一知道的例外是那些有拓扑扭结场的理论，例如有磁单极的理论，这些理论中态的角动量依

赖于相互作用。）方程(3.3.18)暗示了，对易关系(3.3.11)，(3.3.14)和(3.3.16)被满足是假定了相

互作用与自由粒子动量算符和角动量算符对易

[𝑉,P0] = [𝑉,J0] = 0 . (3.3.19)

很容易从Lippmann-Schwinger方程(3.1.16)，或者等价地，(3.1.13)看到当算符作用在“入”态

（和“出”态）上，所生成的平移和旋转就是P0和J0。我们也容易看到P0和J0与方程(3.2.6)所

定义的算符𝑈(𝑡, 𝑡0)对易，因而与𝑆-算符𝑈(∞,−∞)对易。更近一步，因为在(3.2.7)中的两项均有

能量守恒𝛿-函数，我们已知𝑆-算符与𝐻0对易。这使得我们需要证明与𝑆-算符对易的仅剩推动生

成元K0。

另一方面，让推动生成元K等于它的自由粒子配对K0是不可能的，这是因为如果那样，方

程(3.3.15)和(3.3.8)将给出𝐻 = 𝐻0，这在有相互作用时一定不是正确的。因此，当我们向𝐻0上增

加一个相互作用𝑉，必须也要在推动生成元上增加一个修正W：

K = K0 +W . (3.3.20)

在剩余的对易关系中，我们集中于方程(3.3.17)，其现在可以写成这样的形式

[K0, 𝑉 ] = −[W, 𝐻] . (3.3.21)

自动地，条件(3.3.21)是无用的，这是因为对于任意的𝑉，我们总能通过给定W在𝐻-本征

矢Ψ𝛼和Ψ𝛽之间的矩阵元为−(Ψ𝛽, [K0, 𝑉 ]Ψ𝛼)/(𝐸𝛽−𝐸𝛼)来定义它。回忆起，一个理论Lorentz不

变性中的关键点不是应该存在一组满足方程(3.3.11)—(3.3.17)的精确生成元，而是这些算符应该

以相同的方式作用在“入”态和“出”态上；仅找到满足方程(3.3.21)的算符K是不够的。如果

我们加上𝑊的矩阵元应该是能量的光滑函数，并且特定的没有形式为(𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)
−1的奇点这一要

求，方程(3.3.21)确实变得重要。现在我们应该证明，方程(3.3.21)同W上一个合适的光滑条件一

起，确实暗示着剩下的Lorentz不变条件[K0, 𝑆] = 0。

为了证明这一点，考察𝐾0与算符𝑈(𝑡, 𝑡0)的对易子，算符𝑈(𝑡, 𝑡0)由方程(3.2.6)所定义，并针

对有限的𝑡和𝑡0。利用方程(3.3.10)以及P0与𝐻0对易的事实得出：

[K0, exp(𝑖𝐻0𝑡)] = 𝑡P0 exp(𝑖𝐻0𝑡)

而方程(3.3.21)（其与方程(3.3.17)等价）得出

[K, exp(𝑖𝐻𝑡)] = 𝑡P exp(𝑖𝐻𝑡) = 𝑡P0 exp(𝑖𝐻𝑡) .

那么，抵消K0与𝑈对易子中的动量算符，我们发现：

[K0, 𝑈(𝜏, 𝜏0)] = −W(𝜏)𝑈(𝜏, 𝜏0) + 𝑈(𝜏, 𝜏0)W(𝜏0) ， (3.3.22)
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其中

W(𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻0𝑡)W exp(−𝑖𝐻0𝑡) . (3.3.23)

如果W在𝐻0-本征态之间的矩阵元是能量充分光滑的函数，那么当𝑡→ ±∞时，W (𝑡)在能量本征

态的光滑叠加态上的矩阵元为零，所以方程(3.3.22)有效地给出：

0 = [K0, 𝑈(∞,−∞)] = [K0, 𝑆] ， (3.3.24)

这正是所要证明的。这是显著地结果：方程(3.3.21)和W矩阵元上的光滑条件确保了，当𝑡 →
±∞时W(𝑡)为零，这提供了𝑆-矩阵Lorentz不变性的一个充分条件。光滑条件是一个自然的条

件，因为它很像𝑉的矩阵元上的条件，这个条件使𝑉 (𝑡)在𝑡 → ±∞时为零，正如为了证明𝑆-矩阵
这一想法本身。

我们也能使用𝜏 = 0和𝜏0 = ∓∞的方程(3.3.22)以证明

KΩ(∓∞) = Ω(∓∞)K0 ， (3.3.25)

其中，Ω(∓∞)是根据(3.1.13)而定的算符，其将一个自由粒子态Φ𝛼转变为相应的“入”态或

“出”态Ψ ±
𝛼 。另外，从方程(3.3.18)和(3.3.19)可以很一般地得出这对于动量和角动量同样是正

确的：

PΩ(∓∞) = Ω(∓∞)P0 ， (3.3.26)

JΩ(∓∞) = Ω(∓∞)J0 . (3.3.27)

最后，因为所有的Φ𝛼和Ψ ±
𝛼 分别是𝐻0和𝐻的能量本征值均为𝐸𝛼的本征态，我们有

𝐻Ω(∓∞) = Ω(∓∞)𝐻0 . (3.3.28)

方程(3.3.25)—(3.3.28)证明了，在我们的假设下，“入”态和“出”态确实像自由态一样在

非齐次Lorentz变换下变换。另外，因为这些是类似的变换，我们现在可以看到，精确生成

元K,P,J和𝐻满足与K0,P0,J0和𝐻0相同的对易关系。这是为什么在证明𝑆-矩阵的Lorentz不变

性中使用包含K的其他对易关系(3.3.12)，(3.3.13)和(3.3.15)变得不必要的原因。

内部对称性

有几种对称性，例如核物理中质子和中子交换下的对称性，或者粒子和反粒子之间的“荷共

轭”对称性，这些对称性与Lorentz不变性没有直接关系，并且进一步地，在所有的内部结构中

表现相同。这样的对称变换𝑇作为一个幺正算符𝑈(𝑇 )作用在物理态的Hilbert空间上，这个算符

引入的线性变换是作用在标记粒子种类的指标上的

𝑈(𝑇 )Ψ𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· =
∑︁

�̄�1�̄�2···
D�̄�1𝑛1(𝑇 )D�̄�2𝑛2(𝑇 ) · · ·

×Ψ𝑝1𝜎1�̄�1;𝑝2𝜎2�̄�2;··· . (3.3.29)

依据第2章中的普遍讨论，𝑈(𝑇 )必须满足群的乘积规则

𝑈(𝑇 )𝑈(𝑇 ) = 𝑈(𝑇𝑇 ) ， (3.3.30)
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其中𝑇𝑇是通过先进行变换𝑇再进行某个其它变换𝑇得到的变换。用𝑈(𝑇 )作用在方程(3.3.29)上，

我们看到矩阵D满足相同的规则

D(𝑇 )D(𝑇 ) = D(𝑇𝑇 ) . (3.3.31)

另外，用𝑈(𝑇 )作用在两个不同的“入”态或连两个不同的“出”态上会得到两个态，取这两个

态的内积，并使用归一化条件(3.1.2)，我们看到D(𝑇 )必须是幺正的

D†(𝑇 )=D−1(𝑇 ) . (3.3.32)

最后，用𝑈(𝑇 )作用在一个“出”态和一个“入”态上会得到两个态，取这两个态的内积，其证

明了D与𝑆-矩阵对易，也就是说

∑︁

�̄�1�̄�2···

∑︁

�̄� ′
1�̄�

′
2···

D*
�̄� ′

1𝑛
′
1
(𝑇 )D*

�̄� ′
2𝑛

′
2
(𝑇 ) · · · D�̄�1𝑛1

(𝑇 )D�̄�2𝑛2
(𝑇 ) · · ·

× 𝑆𝑝′1𝜎′
1�̄�

′
1;𝑝

′
2𝜎

′
2�̄�

′
2;··· , 𝑝1𝜎1�̄�1;𝑝2𝜎2�̄�2;···

= 𝑆𝑝′1𝜎′
1𝑛

′
1;𝑝

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2;··· , 𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· . (3.3.33)

又一次的，这是当我们意指一个理论在内部对称性𝑇下不变的定义，这是因为为了导出方

程(3.3.33)，我们仍然需要证明在“入”态和“出”态上引起变换(3.3.29)的幺正算符𝑈(𝑇 )是相同的。

如果有一个在自由粒子态上引起这些变换的“非围绕”变换算符𝑈0(𝑇 )，这将是这种情况，

𝑈0(𝑇 )Φ𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· =
∑︁

�̄�1�̄�2···

D�̄�1𝑛1
(𝑇 )D�̄�2𝑛2

(𝑇 ) · · ·Φ𝑝1𝜎1�̄�1;𝑝2𝜎2�̄�2;··· (3.3.34)

并且，这个算符与哈密顿量的自由粒子部分和相互作用部分均对易

𝑈−1
0 (𝑇 )𝐻0𝑈0(𝑇 ) = 𝐻0 ， (3.3.35)

𝑈−1
0 (𝑇 )𝑉 𝑈0(𝑇 ) = 𝑉 . (3.3.36)

无论是从Lippmann-Schwinger方程(3.1.17)，还是从(3.1.13)，我们看到算符𝑈0(𝑇 )将会引起“入”态

和“出”态以及自由粒子态上的变换(3.3.29)，使得我们可以得到𝑈(𝑇 )为𝑈0(𝑇 )的方程(3.3.29)。

物理上非常重要的一个特殊情况是单参量Lie群，其中𝑇是单个参量𝜃的函数，并有

𝑇 (𝜃)𝑇 (𝜃) = 𝑇 (𝜃 + 𝜃) . (3.3.37)

正如2.2节中证明的，在这种情况下，相应的Hilbert空间算符必须采取这样的形式

𝑈(𝑇 (𝜃)) = exp(𝑖𝑄𝜃) ， (3.3.38)

其中𝑄是厄密算符。同样地，矩阵D(𝑇 )采取这样的形式

D𝑛′𝑛(𝑇 (𝜃)) = 𝛿𝑛′𝑛 exp(𝑖𝑞𝑛𝜃) ， (3.3.39)

其中𝑞𝑛是一组实的与粒子种类相关的数。这里方程(3.3.33)告诉我们𝑞是守恒的：𝑆𝛽𝛼为零，除非

𝑞𝑛′
1
+ 𝑞𝑛′

2
+ · · · = 𝑞𝑛1 + 𝑞𝑛2 + · · · . (3.3.40)
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这类守恒率的经典例子是电荷守恒。另外，在所有已知的过程中，重子数（重子的数目，诸如质

子、中子和超子，减去它们反粒子的数目）守恒，轻子数（轻子的数目，诸如电子、𝜇子、𝜏子

和中微子，减去它们反粒子的数目）守恒，但正如我们将在卷II所看到的，这些守恒率被认为

仅是一个非常好的近似。这种类型有一些其它的守恒率显然仅是个近似，诸如被称为奇异数

的守恒量，其被引入用以解释Rochester和Butler5于1947年在宇宙射线中发现的一类寿命相当长

的粒子。例如，现在被称为*𝐾+和𝐾0的介子被赋予奇异数+1，超子Λ0,Σ+,Σ0,Σ−被赋予奇异

数−1，而更熟悉的质子，中子和𝜋介子（或𝜋子），它们的奇异数取为0。强相互作用中奇异数的

守恒解释了为什么奇异粒子总是伴随着另一个奇异粒子产生，例如反应𝜋+ + 𝑛 → 𝐾+ + Λ0，而

奇异粒子相对较慢衰变成非奇异粒子的反应，例如Λ0 → 𝑝 + 𝜋+和𝐾+ → 𝜋+ + 𝜋0，说明了奇异

数不守恒的相互作用是非常弱的。

“非阿贝尔”对称性，即生成元不互相对易的一个经典例子是同位旋对称性，其于1937年

被提出6，基于一个证明类似质子和中子之间的强质子-质子力存在的实验7。数学上，这个

群是𝑆𝑈(2)，类似于三维旋转群的覆盖群；它的生成元被记为𝑡𝑖，其中𝑖 = 1, 2, 3，并满足类

似(2.4.18)的对易关系：

[𝑡𝑖, 𝑡𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑡𝑘 .

在同位旋对称性被遵守的程度上，它要求粒子构成简并多重态，这些态被一个整数或半整

数𝑇所标记，而其2𝑇 + 1个分量由它们的𝑡3值所区分，正如被旋转不变形所要求的简并自旋多重

态。这些粒子包括𝑇 = 1
2且𝑡3 = 1

2 ,−1
2的核子𝑝和𝑛；𝑇 = 1且𝑡3 = +1, 0, 1的𝜋介子𝜋+, 𝜋0和𝜋−；以

及𝑇 = 0且𝑡3 = 0的超子Λ0。这些例子说明了，电荷𝑄，同位旋的第三分量𝑡3，超子数𝐵以及奇异

数𝑆之间的关系：

𝑄 = 𝑡3 + (𝐵 + 𝑆)/2 .

这个关系最初是从已观测到的选择定则中推断出来的，但是在1960年，Gell-Mann（盖尔曼）

和Ne’eman（内埃曼）将其解释为8，同位旋𝑇和“超荷”𝑌 ≡ 𝐵 + 𝑆嵌入到一个更大但非阿贝尔

对称性被严重破坏的Lie群的结果，而这个非阿贝尔对称性基于非阿贝尔群𝑆𝑈 (3)。正如我们将

在卷II所看到的，现在，同位旋和𝑆𝑈(3)对称性均被理解为，强相互作用的现代理论——量子色

动力学中两个或三个最轻夸克小质量的附带结果。

通过用以导出旋转不变形含义而被发明的相同方法，可以得到同位旋对称性在强相互作用粒

子之间反应中的含义。特别的，对于两体反应𝐴 + 𝐵 → 𝐶 +𝐷，方程(3.3.33)要求𝑆-矩阵能够写

成这样的形式（除了同位旋以外，所有的标记被省略）

𝑆𝑡𝐶3𝑡𝐷3,𝑡𝐴3𝑡𝐵3 =
∑︁

𝑇,𝑡3

𝐶𝑇𝐶𝑇𝐷(𝑇𝑡3; 𝑡𝐶3𝑡𝐷3)𝐶𝑇𝐴𝑇𝐵 (𝑇𝑡3; 𝑡𝐴3𝑡𝐵3)𝑆𝑇 ，

其中，𝐶𝑗1𝑗2(𝑗𝜎, 𝜎1𝜎2)是通常的Clebsch-Gordan系数9，用以从自旋𝑗1和𝑗2以及自旋的第三分量𝜎1和

𝜎2分别合成自旋𝑗以及第三分量𝜎；而𝑆𝑇是依赖于𝑇以及所有没有写出的动量和自旋变量，但与同

位旋第3分量𝑡𝐴3, 𝑡𝐵3, 𝑡𝐶3, 𝑡𝐷3无关的“约化”矩阵，。当然，像同位旋不变性的所有结果一些，

这仅是个近似，其原因是这个对称性不被电磁（以及其它）相互作用遵守，例如，它被这个事实

所证明：相同同位旋的多重态的不同成员，像𝑝和𝑛，有着不同的电荷和轻微的质量差异。

*上标表明电荷是以电子荷的绝对值为单位的。“超子”是奇异数非零且重子数为1的粒子。



· 88 · 第 3章 散射理论

宇称

在变换𝑥 → −𝑥的对称性有效的范围内，必存在一个幺正算符P使得“入”态和“出”态均按照

单粒子态的直积变换：

PΨ±
𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· = 𝜂𝑛1𝜂𝑛2 · · ·Ψ±

P𝑝1𝜎1𝑛1;P𝑝2𝜎2𝑛2;··· (3.3.41)

其中𝜂𝑛是种类为𝑛粒子的内禀宇称，而P反转了𝑝𝜇的空间部分。（这是针对有质量粒子的；针对

无质量粒子的修正是显然的。）那么，𝑆-矩阵的宇称守恒条件是：

𝑆𝑝′1𝜎′
1𝑛

′
1;𝑝

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2;··· , 𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· = 𝜂*𝑛′

1
𝜂*𝑛′

2
· · · 𝜂𝑛1𝜂𝑛2 · · ·

×𝑆P𝑝′1𝜎
′
1𝑛

′
1;P𝑝′2𝜎

′
2𝑛

′
2;··· , P𝑝1𝜎1𝑛1;P𝑝2𝜎2𝑛2;··· . (3.3.42)

正如内部对称性，如果定义以这种方式作用在自由粒子态上的算符为P0，且其与𝑉和𝐻0对易，

那么满足方程(3.3.41)的算符P真实存在。

相位𝜂𝑛可以从动力学模型或者实验中推断出来，但是却不提供𝜂的唯一选择。这是因为我们

总可以通过用任意的守恒内部对称算符结合P来重定义它。例如，如果P是守恒的，那么如下的

量也是守恒的

P′ ≡ P exp(𝑖𝛼𝐵 + 𝑖𝛽𝐿+ 𝑖𝛾𝑄) ,

其中𝐵,𝐿和𝑄分别是超子数，轻子数和电荷，而𝛼, 𝛽和𝛾是任意的实相位；因此，P或P′都可

以称为宇称算符。中子，质子和电子有着𝐵,𝐿和𝑄不同的结合值，所以，通过相位𝛼, 𝛽和𝛾明智

的选择，我们可以定义全部三种粒子的内禀宇称为+1。然而，一旦我们做出了这个选择，诸如

带电𝜋子（在𝑛 → 𝑝 + 𝜋−的转变中被发射）的其它粒子的内禀宇称将不再任意。另外，类似中

性𝜋子这种不含守恒量子数的任意粒子的内禀宇称总是有含义的。

之上的讨论帮助我们阐明了是否内禀宇称必须有值±1这个问题。称空间反演P有群的乘法法

则P2 = 1是很容易的，但是守恒的宇称算符可能不是这一个，而可能是与其相差这类的相位变

换。在任何情况下，无论是否P2 = 1，算符P2的行为就像一个内部对称变换：

P2Ψ±
𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· = 𝜂2𝑛1

𝜂2𝑛2
· · ·Ψ±

P𝑝1𝜎1𝑛1;P𝑝2𝜎2𝑛2;··· .

如果内部对称性是一个相位变换连续对称群的部分，例如𝛼, 𝛽, 𝛾为任意值的相位exp(𝑖𝛼𝐵 +

𝑖𝛽𝐿 + 𝑖𝛾𝑄)的乘法群，那么它的逆的平方根也必是这个群的一个群元，称其为𝐼𝑃，并有𝐼
2
𝑃𝑃

2 =

1和[𝐼𝑃 , 𝑃 ] = 0。（例如，如果P2 = exp(𝑖𝛼𝐵 + · · · )，那么令𝐼𝑃 = exp(−1
2 𝑖𝛼𝐵 + · · · )。）那么我

们可以定义一个新的宇称算符P′ ≡ P𝐼𝑃，其有P′2 = 1，这在与P相同的范围内是守恒的，所以没

有什么原因不应该称其为这个宇称算符，在这种情况下，内禀宇称仅能取值±1。

只有一种理论，其不一定存在定义宇称以使所有的内禀宇称为值±1的可能，这个理论

中有一些不属于任何相位变换连续对称群的离散内部对称性10。例如，角动量守恒的结果

之一是，所有半整数自旋粒子的总数𝐹的改变只能为偶数，使得内部对称算符(−1)𝐹是守恒

的。对于所有已知的半整数自旋粒子，其超子数与轻子数之和𝐵 + 𝐿为奇，所以就我们目

前所知，(−1)𝐹 = (−1)𝐵+𝐿。如果这是正确的，那么(−1)𝐹是连续对称群的一部分，由𝛼为任

意实数的算符exp(𝑖𝛼(𝐵 + 𝐿))组成，并有逆的平方根exp(−𝑖𝜋(𝐵 + 𝐿/2))。在这种情况下，如

果P2 = (−1)𝐹，那么P可以重定义使得所有的内禀宇称是±1。然而，如果发现一个粒子，其自
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旋为半整数而𝐵 + 𝐿为奇（例如所谓的Majorana中微子，其𝑗 = 1
2且𝐵 + 𝐿 = 0），那么将有可能

有P2 = (−1)𝐹，但却不能重定义宇称算符本身以使其有本征值±1。当然，在这种情况下，我们

将有P4 = 1，这使得所有粒子的内禀宇称为±1或（像Majorana中微子一样）±𝑖。
从方程(3.3.42)中得出，如果末态中的内禀宇称之积等于初态的内禀宇称之积，或者相差一

个负号，那么𝑆-矩阵将分别是全部3-动量的偶函数或奇函数。例如，在1951年观测到11，在反

应𝜋− + 𝑑→ 𝑛+ 𝑛中，处在𝜋−𝑑原子的ℓ = 0基态的一个𝜋介子可以被一个氘核吸收。（正如3.7节

所讨论的，轨道角动量量子数ℓ在相对论物理和非相对论物理中使用的方式是相同的。）初态有

总角动量𝑗 = 1（𝜋介子和氘核分别有自旋零和一），所以末态的总角动量必须有ℓ = 1，并且总

的中子自旋𝑠 = 1。（角动量守恒所允许的其它可能性：ℓ = 1, 𝑠 = 0; ℓ = 0, 𝑠 = 1和ℓ = 2, 𝑠 = 1，

被末态必须关于两个中子是反对称的这一要求所禁止。）由于末态有ℓ = 1，矩阵元在3-动量方

向的反转下为奇，所以我们可以得出这样的结论，在这个反应中，粒子内禀宇称必须有如下的相

关关系：

𝜂𝑑𝜂𝜋− = −𝜂2𝑛 .

已知中子是质子和中子轨道角动量为偶（主要是ℓ = 0）的基态，并且，正如我们所看到的，

我们可以令中子和质子有相同的宇称，使得𝜂𝑑 = 𝜂2𝑛，于是我们得出𝜂𝜋− = −1；即，负𝜋介子是

赝标量粒子。𝜋+和𝜋0也发现有负宇称，这正是这三个粒子之间对称性（同位旋对称性）所预期

的。

𝜋介子的负宇称会带来一些显著的结果。一个衰变成三个𝜋介子的自旋零粒子必须有内

禀宇称𝜂3𝜋 = −1，其原因是在衰变粒子的静止Lorentz参考系中，旋转不变性只允许的矩阵

元依赖于三个𝜋介子动量彼此之间的标积，所有的这些标积在全部动量的反转下为偶。（因

为p1 + p2 + p3 = 0，由三个𝜋介子动量构成的三重标积p1 · (p2 × p3)为零。）由于相同的原因，

衰变成两个𝜋介子的自旋零粒子必须有内禀宇称𝜂2𝜋 = +1。特别的，在20世纪40年代后期所发现

的奇异粒子中，似乎存在两个不同的自旋零粒子（从它们衰变产物的角分布中推断出来的）：一

个是𝜏子，通过衰变成三个𝜋子被识别出来，因而被赋予宇称−1，而另一个是𝜃子，通过衰变成两

个𝜋介子被识别出来，因而被赋予宇称+1。这其中的问题是，随着对𝜏和𝜃更细致研究的展开，它

们很倾向于有相同的质量和寿命。在很多建议解决方案之后，Lee（李政道）和Yang（杨振宁）

最终斩断了戈尔迪之结，提出𝜏和𝜃是相同的粒子，（现在被称为𝐾±粒子）以及宇称在弱作用中

根本不是守恒的，这导致了它的衰变12。

正如我们在本章下一节更细致看到的，物理过程𝛼 → 𝛽（并且𝛼 ̸= 𝛽）的速率是正比

于|𝑆𝛽𝛼|2，其比例因子在所有的3-动量的反转下变。只要态𝛼和𝛽所包含的每种粒子的数目是明

确的，方程(3.3.42)中的相因子对|𝑆𝛽𝛼|2没有影响，所以方程(3.3.42)暗示着𝛼 → 𝛽的速率在所

有3-动量方向的反转下是不变的。正如我们已经看到的，对于𝐾介子的衰变，衰变成两个或三

个𝜋介子是旋转不变性的一个平庸结果。但却是在更加复杂过程中对速率的一个不平庸约束。例

如，跟随着Lee和Yang提出的理论建议，Wu（吴健雄）与美国国家标准局测量了极化钴源的𝛽衰

变Co60 →Ni60 + 𝑒− + 𝜈中电子的角分布13。（在这个实验中没有尝试测量反中微子或镍荷的角动

量。）发现电子的发射方向与衰变荷的自旋方向相反，而如果衰变速率在所有3-动量的反转下不

变，这当然是不可能的。在一个正𝜇子（在它的产生过程𝜋+ → 𝜇+ + 𝜈中被极化）衰变成一个正

电子，反中微子和一个反中微子的过程中发现了类似的结果。以这种方式，在这些衰变中起作用

的弱相互作用中，宇称不守恒变得显然。然而，由于将在12.5节所讨论的某些缘由，在强作用和

电磁作用中，宇称是守恒的，因而在理论物理中继续扮演一个重要的角色。
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时间反演

我们在2.6节已经看到，时间反演算符T作用在单粒子态Ψ𝑝,𝜎,𝑛上将给出自旋和动量反转的

态ΨP𝑝,−𝜎,𝑛，再乘上相因子𝜁𝑛 (−1)𝑗−𝜎。一个多粒子态像平常一样按照单粒子态的直积变换，除

了由时间反演变换所引起的“入”态和“出”态的交换：

TΨ±
𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· = 𝜁𝑛1 (−1)𝑗1−𝜎1 𝜁𝑛2 (−1)𝑗2−𝜎2 · · ·Ψ∓

P𝑝1−𝜎1𝑛1;P𝑝2−𝜎2𝑛2;··· . (3.3.43)

（再一次的，这是针对有质量粒子的，无质量粒子所要求的修正是显然的。）将这个假设进行如

下缩写将是方便的

TΨ±
𝛼 = TΨ∓

T 𝛼 ， (3.3.44)

其中T表示3-动量和自旋符号的一个反号以及乘以方程(3.3.43)中所示的相因子。因为T是反幺正

的，我们有

(Ψ−
𝛽 ,Ψ

+
𝛼 ) = (TΨ+

𝛼 ,TΨ
−
𝛽 ) , (3.3.45)

所以𝑆-矩阵的时间反演不变条件是

𝑆𝛽,𝛼 = 𝑆T 𝛼,T 𝛽 (3.3.46)

或者更加详细的

𝑆𝑝′1𝜎′
1𝑛

′
1;𝑝

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2;··· , 𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;···

= 𝜁𝑛′
1
(−1)𝑗

′
1−𝜎′

1 𝜁𝑛′
2
(−1)𝑗

′
2−𝜎2 · · · 𝜁*𝑛1

(−1)𝑗1−𝜎1𝜁*𝑛2
(−1)𝑗2−𝜎2 · · ·

× 𝑆P𝑝1−𝜎1𝑛1;P𝑝2−𝜎2𝑛2;··· , P𝑝′1−𝜎′
1𝑛

′
1;P𝑝′2−𝜎′

2𝑛
′
2;··· . (3.3.47)

注意到除了动量和自旋的反转外，初态和末态的角色调换了，这正是一个涉及时间反演的对称性

所期望的。

𝑆-矩阵将满足这个变换规则，如果算符T0在自由粒子态上所引起的时间反演变换

T0Φ𝛼 ≡ ΦT 𝛼 (3.3.48)

不仅与自由粒子哈密顿量对易（这是自动的），而且与相互作用对易：

T−1
0 𝐻0T0 = 𝐻0 ， (3.3.49)

T−1
0 𝑉 T0 = 𝑉 . (3.3.50)

在这种情况下，我们可以取T = T0，并用(3.1.13)或(3.1.16)证明时间反演算符确实像方

程(3.3.44)中所说的那样作用。例如，用算符T作用在Lippmann-Schwinger方程(3.1.16)上，并

利用方程(3.3.48)—(3.3.50)。我们有

TΨ±
𝛼 = ΦT 𝛼 + [𝐸𝛼 −𝐻0 ∓ 𝑖𝜖]−1𝑉 TΨ±

𝛼 ，

其中±𝑖𝜖的符号颠倒是因为T是反幺正的。这正是Ψ∓
T 𝛼的Lippmann-Schwinger方程，因此满足方

程(3.3.44)。类似地，因为T是反幺正的，它改变了Ω (𝑡)的指数中𝑖的符号，使得

TΩ(−∞)Φ𝛼 = Ω(∞)ΦT 𝛼 ，
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又一次地导出了方程(3.3.44)。

与宇称守恒的情况相反，时间反演条件(3.3.46)一般不告诉我们过程𝛼 → 𝛽的速率与过

程T 𝛼→ T 𝛽是相同的。然而，在𝑆-矩阵采取如下的形式下，会有类似的事情存在

𝑆𝛽𝛼 = 𝑆
(0)
𝛽𝛼 + 𝑆

(1)
𝛽𝛼 ， (3.3.51)

其中𝑆(1)很小，而𝑆(0)对于某些感兴趣的特定过程碰巧有矩阵元零，但是它一般有比𝑆(1)大得多

的矩阵元。（例如，这个过程可能是核𝛽衰变，𝑁 → 𝑁 ′ + 𝑒− + 𝜈，其中𝑆(0)是核的强作用和

电磁相互作用单独提供的𝑆-矩阵，而𝑆(1)是弱作用对𝑆-矩阵的修正。3.5节将展示，在这类情况

下，“畸变波Born近似”的使用是如何导出形式为(3.3.51)的𝑆-矩阵。在某些情况下，𝑆(0)就是单

位算符。）到𝑆(1)的一阶，𝑆-算符的幺正条件写为

1 = 𝑆†𝑆 = 𝑆(0)†𝑆(0) + 𝑆(0)†𝑆(1) + 𝑆(1)†𝑆(0) .

利用零阶关系𝑆(0)†𝑆(0) = 1，这给出了𝑆(1)的一个现实条件(reality condition)：

𝑆(1) = −𝑆(0)𝑆(1)†𝑆(0) . (3.3.52)

如果𝑆(1)和𝑆(0)都满足时间反演条件(3.3.46)，那么这可以写成如下的形式

𝑆
(1)
𝛽𝛼 = −

∫︁
𝑑𝛾

∫︁
𝑑𝛾′𝑆

(0)
𝛽𝛾′𝑆

(1)
T 𝛾′T 𝛾𝑆

(0)
𝛾𝛼 . (3.3.53)

因为𝑆(0)是幺正的，所以如果对末态和初态相对𝑆(0)的完全集I和F求和，那么过程𝛼 → 𝛽的

速率与过程T 𝛼 → T 𝛽是相同的。（这里的“完全”是指当𝑆
(0)
𝛼′𝛼非零，且𝛼或𝛼

′处在I中，那么

这两个态均在I，对于F是类似的。）在最简单的情况下，我们有分别仅由一个态构成的“完

全”集I和F；即初态和末态分别是𝑆(0)本征值为𝑒2𝑖𝛿𝛼和𝑒2𝑖𝛿𝛽的本征矢。（𝛿𝛼和𝛿𝛽是所谓的“相

移”；因为𝑆(0)是幺正的，所以它们是实的。）在这种情况下，方程(3.3.53)变得简单：

𝑆
(1)
𝛽𝛼 = −𝑒2𝑖(𝛿𝛼+𝛿𝛽)𝑆(1)*

T 𝛽T 𝛼 ， (3.3.54)

并且，过程𝛼 → 𝛽的𝑆-矩阵的绝对值与过程T 𝛼 → T 𝛽相同是显然的。这种情况的一个例子是

核𝛽衰变（取了这样的近似：忽略了末态中电子和核之间相对较弱的电磁相互作用），因为初

态和末态都是强相互作用𝑆-矩阵（𝛿𝑎 = 𝛿𝛽 = 0）的本征态。因此，如果时间反演不变性是被

遵守的，那么如果我们反转所有粒子的动量和自旋𝑧-分量𝜎，𝛽衰变过程的微分速率应该是不

变的。这个预测与1956年发现宇称不守恒的实验13, 14是不矛盾的；例如，时间反演不变与衰

变Co60 →Ni60 + 𝑒− + 𝜈中电子优先以Co60自旋的反方向发射的观察结果是一致的。正如下文所

述，反对时间反演不变的间接证据在1964年浮现出来，但是在弱作用，强作用和电磁作用中，这

依旧是一个有用的近似对称性。

在某些情况下，我们可以使用T 𝛼 = 𝛼和T 𝛽 = 𝛽的态为基，这样方程(3.3.54)变成

𝑆
(1)
𝛽𝛼 = −𝑒2𝑖(𝛿𝛼+𝛿𝛽)𝑆(1)*

𝛽𝛼 ， (3.3.55)

这正是说𝑖𝑆
(1)
𝛽𝛼的相位为𝛿𝛼+𝛿𝛽整除𝜋后的余数。这被称为Watson定理15。方程(3.3.54)或(3.3.55)中

相位可以在有末态干涉的过程中测量。例如，在自旋1/2的超子Λ到一个中子和一个𝜋介子的衰变

中，末态的轨道角动量仅能为ℓ = 0或ℓ = 1；𝜋介子相对Λ自旋的角分布涉及这些态的干涉，因而

根据Watson定理依赖于它们的相移差𝛿𝑠 − 𝛿𝑝。
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PT

尽管1957年宇称破坏的实验并没有排除时间反演不变性，但它们确实立刻证明了乘积PT不

是守恒的。如果守恒，这个算符由于与T相同的原因将不得不是反幺正的，所以在类似核𝛽衰变

的过程中，它的结果将采取形式类似于方程(3.3.54)的关系：

𝑆
(1)
𝛽𝛼 = −𝑒2𝑖(𝛿𝛼+𝛿𝛽)𝑆(1)*

PT 𝛽PT 𝛼 ，

其中PT反转所有自旋𝑧-分量的符号，但不反转任何动量。忽视末态的库仑相互作用，那么，它

将得出这样的结果：在衰变Co60 →Ni60 + 𝑒− + 𝜈中发射的电子既没有Co60自旋反方向的优先性

也没有同方向的优先性，这与所观测到的是矛盾的。

C, CP和CPT

正如已经提到的，有一种内部对称变换被称为核共轭，即交换粒子和反粒子。形式上地，这

要求一个幺正算符C的存在，它在多粒子态上的效应是：

CΨ±
𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· = 𝜉𝑛1𝜉𝑛2 · · ·Ψ±

𝑝1𝜎1𝑛𝑐
1;𝑝2𝜎2𝑛

𝑐
2;···

(3.3.56)

其中𝑛𝑐是种类𝑛粒子的反粒子，而𝜉𝑛仍是一相位。如果这对于“入”态和“出”态都是正确的，那

么𝑆-矩阵满足如下的不变性条件

𝑆𝑝′1𝜎′
1𝑛

′
1;𝑝

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2;··· , 𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;···

= 𝜉*𝑛′
1
𝜉*𝑛′

2
· · · 𝜉𝑛1𝜉𝑛2 · · ·𝑆𝑝′1𝜎′

1𝑛
𝑐′
1 ;𝑝′2𝜎

′
2𝑛

𝑐′
2 ;··· , 𝑝1𝜎1𝑛𝑐

1;𝑝2𝜎2𝑛
𝑐
2;··· . (3.3.57)

正如其它内部对称性，如果算符C0被定义为像方程(3.3.56)中所说的那样作用在自由粒子态上，

且其与相互作用𝑉和𝐻0都对易，那么𝑆-矩阵将满足这个条件；在这种情况下，我们取C = C0。

相位𝜉𝑛称为荷共轭宇称。正如普通宇称𝜂，𝜉𝑛一般不是唯一确定的。因为对于任意一个定义

满足方程(3.3.56)的算符C，我们能通过用任意内部对称相位变换，诸如exp(𝑖𝛼𝐵 + 𝑖𝛽𝐿+ 𝑖𝛾𝑄)，

乘以C，找到𝜉𝑛不同的另外一个这样的算符；荷共轭宇称唯一可测的粒子是那些完全中性的粒

子，例如光子和中性𝜋介子，它们不携带守恒量子数，因而反粒子是它们自身。在仅包含完全

中性粒子的反应中，方程(3.3.57)告诉我们荷共轭宇称的积在初态和末态中必须是相等的；例

如，正如我们将看到的，光子被量子电动力学要求有荷共轭宇称𝜂𝛾 = −1，所以中性𝜋介子的衰

变𝜋0 → 2𝛾的观测要求𝜂𝜋0 = +1；那么由此得出过程𝜋0 → 3𝛾应该是被禁止的，而事实正是如

此。对于这两个粒子，荷共轭是实的，为+1或−1。正如普通宇称一样，如果所有的内部相位变

换对称性是相位变换连续群的成员，将是这种情况，因为我们可以通过用内部对称等于C2的逆

平方根乘以C来重定义它，结果是新的C满足C2 = 1。

对于一般反应，方程(3.3.57)要求一个过程的速率等于粒子被相对应反粒子替换后相同过程

的速率。这与1957年关于宇称不守恒的实验不是直接矛盾的（在很长的一段时期，没有人有能

力研究反钴的𝛽衰变），但是这些实验表明C在由Lee和Yang12进行修正用以解释宇称不守恒的弱

相互作用理论中是不守恒的。（正如我们将在下面看到的，观测到TP守恒的破坏暗示着在任何

弱相互作用场论中C守恒的破坏，而不仅是Lee和Yang所考虑的特定理论。）现在的理解是，尽

管C和P在强作用和电磁作用中都是守恒的，C和P在弱相互作用中却是不守恒的,而弱相互作用引

起了类似𝛽衰变的过程以及𝜋介子和𝜇子衰变的过程。
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尽管关于宇称不守恒的早期实验表明C和P在弱作用中不守恒，它们的乘积CP是普遍守恒的

可能系依然保留。一些年来，一直期待（尽管没有完全的信心）CP被发现是普遍守恒的。这在

中性𝐾介子性质中有一特别重要的结果。在1954年，Gell-Mann和Pais（派斯）16已经指出，因

为𝐾0介子不是它的反粒子（𝐾0携带一个非零的近似为守恒量的奇异数）有明确衰减速率的粒子

将不是𝐾0或𝐾0，而是线性组合𝐾0 ±𝐾0。这最初是以C守恒的形式解释的，但是在弱作用中C不

守恒，讨论可以等价地基于CP守恒。如果我们定义CP算符以及𝐾0和𝐾0态中的相位，使得

CPΨ𝐾0 = Ψ
𝐾0

并且

CPΨ
𝐾0 = Ψ𝐾0

那么我们可以定义荷自共轭单粒子态

Ψ𝐾0
1
≡ 1√

2
[Ψ𝐾0 +Ψ

𝐾0 ]

以及

Ψ𝐾0
2
≡ 1√

2
[Ψ𝐾0 −Ψ

𝐾0 ] ，

其对CP分别有本征值+1和−1。这些粒子的最快可应用衰变模型是变成2-𝜋介子态。但是CP守恒

只允许**𝐾1这样衰变，但不允许𝐾2。𝐾2仅能期望以更慢的模型衰变，例如衰变成3个𝜋介子或者

一个𝜋介子，一个𝜇子或电子和一个中微子。然而，Fitch和Cronin在1964年发现长寿命𝐾介子确

实有很小的概率衰变成两个𝜋介子17。结论是：尽管CP比单独的C或P看起来更接近守恒，但在弱

作用中它不是精确守恒的。

正如我们将在第5章看到的，有很好的原因相信，尽管C和CP都不是严格守恒的，但是至少

在量子场论中，CPT在所有的相互作用中是精确守恒的。正是CPT提供了粒子和反粒子之间一

个精确对应，特别是CPT与哈密顿量的对易告诉我们稳定粒子和反粒子有精确相同的质量。因

为CPT是反幺正的，它将任意过程的𝑆-矩阵，与所有自旋3-分量反转，粒子被替换为反粒子的逆

过程的𝑆-矩阵关联起来。然而，在𝑆-矩阵可以分成产生一个给定反应的弱相互作用项𝑆(1)以及作

用在初态和末态上的强作用项𝑆(0)的情况下，我们可以使用之上研究T守恒含义的讨论证明：如

果对相对于𝑆(0)完备的初态和末态求和，那么任意过程的速率与粒子被替换为反粒子，自旋3-动

量反转的相同过程的速率相等。特别是，尽管粒子衰变成𝑆
(0)
𝛽1𝛽2

̸= 0的一对末态𝛽1, 𝛽2的那部分

速率，与反粒子衰变成相对应的末态C PT 𝛽1和C PT 𝛽2的速率不相等，我们将在3.5节看到，

（不加任何近似下，）任意粒子的总衰变速率与它的反粒子是相等的。

我们现在可以理解为什么1957年宇称不守恒的实验，在弱相互作用现有理论的情况下，可

以被解释为C守恒和P守恒被严重破坏但CP没有的证据。这些理论是场理论，因而自动有CPT守

恒。既然实验证明了在核𝛽衰变中，PT守恒而非T守恒被严重破坏了，与这些实验一致并

且CPT守恒的任何理论将不得不兼容C不守恒而非CP不守恒。

类似地，在1964年观测到在弱相互作用中PT的小破坏，与在所有作用下假定的CPT守恒可

以立刻推断出弱相互作用也不精确守恒T。通过对𝐾0 −𝐾0系统更加详细的研究，这已经被证明

了18，但是，发现在时间反演下不变性失效的其它直接证据迄今为止是不可能的。

**中性𝐾介子自旋为零，所以2-𝜋介子末态有ℓ = 0，因而P = +1。更进一步，因为𝜋0有C = +1，所以对于两

个𝜋0，C = +1，由于C交换了两个𝜋介子，所以对于ℓ = 0的𝜋+-𝜋−态也是这样。
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3.4 速率与截面

𝑆-矩阵𝑆𝛽𝛼是跃迁𝛼 → 𝛽的几率振幅，但是这与实验者测量的跃迁速率与截面有什么关系

呢？尤其是，(3.3.2)证明了𝑆𝛽𝛼有确保能量和动量守恒的因子𝛿
4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)，那么我们该如何理解

跃迁几率|𝑆𝛽𝛼|2中的因子[𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)]
2？解决这些问题的正确方法是研究实验实际进行的方式，

用波包代表在碰撞前远离彼此的定域粒子，然后跟随这些多粒子叠加态的时间历史。而在下文

中，鉴于（就我所知）在物理中没有什么有趣的开放性问题取决于得到这些问题相关的正确的要

点，我们将给出主要结果一个快速和简单的推导，实际上这更像一个助记法而非推导。

我们认为我们的整个物理系统被封闭在一个具有宏观体积𝑉的大盒子内。例如，我们可以取

这个盒子为一个立方体，但相对平面上的点是等价的，这样，空间波函数的单值性要求动量是量

子化的

p =
2𝜋

𝐿
(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) ， (3.4.1)

其中𝑛𝑖是整数，且𝐿
3 = 𝑉。那么所有的三维𝛿-函数变成

𝛿3𝑉 (p
′ − p) ≡ 1

(2𝜋)3

∫︁

𝑉
𝑑3𝑥 𝑒𝑖(p−p′)·x =

𝑉

(2𝜋)3
𝛿p′,p ， (3.4.2)

其中𝛿p′,p是普通的克罗内克𝛿符号，下标相等时为1，否则为0。归一化条件(3.1.2)因而暗示着，

我们在盒子中所使用的具有标量积的态，其不仅仅是克罗内克𝛿乘积的和，还包含一个因

子[𝑉/(2𝜋)3]𝑁，其中𝑁是态中的粒子数。为了计算跃迁几率，我们应该使用范数为1的态，所以

引入对我们的盒子近似归一的态

ΨBox
𝛼 ≡

[︁
(2𝜋)3/𝑉

]︁𝑁𝛼/2
Ψ𝛼 (3.4.3)

其有范数 (︁
ΨBox
𝛽 ,ΨBox

𝛼

)︁
= 𝛿𝛽𝛼 (3.4.4)

其中𝛿𝛽𝛼是克罗内克𝛿的积，每一个对应一个3-动量、自旋以及种类标记，再加上粒子置换后的

项。相应地，𝑆-矩阵可以写为

𝑆𝛽𝛼 =
[︁
𝑉/(2𝜋)3

]︁(𝑁𝛽+𝑁𝛼)/2
𝑆Box
𝛽𝛼 ， (3.4.5)

其中𝑆Box
𝛽𝛼 是利用态(3.4.3)计算的。

当然，如果我们只是让粒子永远处在盒子中，那么每一可能的跃迁将会一次又一次的发生。

为了计算一个有意义的跃迁几率，我们也得将我们的系统放进一个“时间盒子”中。我们假定仅对

仅对时间段𝑇，相互作用是被打开的。一个立刻的结果是能量守恒𝛿-函数被替换为

𝛿𝑇 (𝐸𝛼 − 𝐸𝛽) =
1

2𝜋

∫︁ 𝑇/2

−𝑇/2
exp

(︁
𝑖(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)𝑡

)︁
𝑑𝑡 . (3.4.6)

一个多粒子系统，在相互作用打开前处在态𝛼，在相互作用关闭后处在态𝛽，这样事件的几率为

𝑃 (𝛼→ 𝛽) =
⃒⃒
⃒𝑆Box
𝛽𝛼

⃒⃒
⃒
2
=
[︁
(2𝜋)3/𝑉

]︁(𝑁𝛼+𝑁𝛽) |𝑆𝛽𝛼|2 . (3.4.7)
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这正是跃迁到指定盒子态𝛽的几率。在体积为𝑑3𝑝的动量空间中，单粒子盒子态的数目是𝑉 𝑑3𝑝/(2𝜋)3，

这是因为，这正是动量(3.4.1)处在p周围动量体积为𝑑3𝑝的三元整数组𝑛1, 𝑛2, 𝑛3的数目。我们将末

态间隔𝑑𝛽定义为对应于每个末态粒子𝑑3𝑝的积，所以处在这个范围内态的总数是

𝑑N𝛽 =
[︁
𝑉/(2𝜋)3

]︁𝑁𝛽

𝑑𝛽 . (3.4.8)

因而系统结束于末态的𝑑𝛽范围内的总几率是

𝑑𝑃 (𝛼→ 𝛽) = 𝑃 (𝛼→ 𝛽)𝑑N𝛽 =
[︁
(2𝜋)3/𝑉

]︁𝑁𝛼 |𝑆𝛽𝛼|2 𝑑𝛽 . (3.4.9)

贯穿本节，我们所关注的末态𝛽不仅限制在与初态𝛼不同（尽管只是略有差异），也要满足更加

严格的条件，即态𝛽中没有粒子的子集（而不是整个态本身）与态𝛼中相对应的粒子子集有相同

的4-动量。（以下一章引入的语言，这是说我们仅考察𝑆-矩阵的连接部分。）对于这样的态，我

们可以定义与𝛿-函数无关的矩阵元𝑀𝛽𝛼：

𝑆𝛽𝛼 ≡ −2𝑖𝜋𝛿3𝑉 (p𝛽 − p𝛼)𝛿𝑇 (𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)𝑀𝛽𝛼 . (3.4.10)

盒子的引入允许我们将|𝑆𝛽𝛼|2中𝛿-函数的平方解释为
[︁
𝛿3𝑉 (p𝛽 − p𝛼)

]︁2
= 𝛿3𝑉 (p𝛽 − p𝛼)𝛿

3
𝑉 (0) = 𝛿3𝑉 (p𝛽 − p𝛼)𝑉/(2𝜋)

3 ，
[︁
𝛿𝑇 (𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)

]︁2
= 𝛿𝑇 (𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)𝛿𝑇 (0) = 𝛿𝑇 (𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)𝑇/2𝜋 ，

所以，方程(3.4.9)给出一个不同的跃迁几率

𝑑𝑃 (𝛼→ 𝛽) = (2𝜋)2
[︁
(2𝜋)3/𝑉

]︁𝑁𝛼−1
(𝑇/2𝜋) |𝑀𝛽𝛼|2

× 𝛿3𝑉 (p𝛽 − p𝛼)𝛿𝑇 (𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)𝑑𝛽 .

如果我们令𝑉和𝑇取得很大，这里的𝛿-函数乘积可以解释为普通的4-维𝛿-函数𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)。在这个

极限下，跃迁几率正比于相互作用起作用的时间段𝑇，而其系数可以解释为微分跃迁速率：

𝑑Γ(𝛼→ 𝛽) ≡ 𝑑𝑃 (𝛼→ 𝛽)/𝑇

= (2𝜋)3𝑁𝛼−2 𝑉 1−𝑁𝛼 |𝑀𝛽𝛼|2 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 ， (3.4.11)

现在有

𝑆𝛽𝛼 ≡ −2𝜋𝑖𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑀𝛽𝛼 . (3.4.12)

这是用来以实际实验预测的形式解释计算𝑆-矩阵元的主要公式。在本节后面，我们将回到因

子𝛿4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)𝑑𝛽的释义上。

有两种特别重要的情况：

𝑁𝛼 = 1:

这时方程(3.4.11)中的体积𝑉抵消了，这给出了一个单粒子态𝛼衰变成一般多粒子态𝛽的跃迁几率

𝑑Γ (𝛼→ 𝛽) = 2𝜋 |𝑀𝛽𝛼|2 𝛿4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)𝑑𝛽 . (3.4.13)
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当然，仅当相互作用的时间段𝑇远小于粒子𝛼的平均寿命𝜏𝛼时，上式是有意义的，所以我们不能

在𝛿𝑇 (𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)中取极限𝑇 → ∞。在这个𝛿-函数中有一个不可移除的展宽Δ𝐸 ≃ 1/𝑇 & 1/𝜏𝛼，所

以仅当总衰变速率1/𝜏𝛼远小于过程中任何一个特正能量，方程(3.4.11)才是有用的。

𝑁𝛼 = 2 :

这时方程(3.4.11)正比于1/𝑉，换句话说，正比于任一粒子处在另一粒子所在位置的单位体积。

实验者一般不报告单位体积的跃迁速率，而是单位流的速率，也被称为截面。任一粒子在另一粒

子所在位置的流定义为单位体积1/𝑉与相对速率𝑢𝛼的乘积：

Φ𝛼 = 𝑢𝛼/𝑉 . (3.4.14)

（𝑢𝛼的普遍定义在下文中给出；这时我们仅满足于这样的定义：如果其中一个粒子静止，那

么𝑢𝛼定义为另一个粒子的速率。）因此微分截面是

𝑑𝜎 (𝛼→ 𝛽) ≡ 𝑑Γ (𝛼→ 𝛽) /Φ𝛼 = (2𝜋)4 𝑢−1
𝛼 |𝑀𝛽𝛼|2 𝛿4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)𝑑𝛽 . (3.4.15)

即使𝑁𝛼 = 1和𝑁𝛼 = 2的情况是最重要的，但是所有𝑁𝛼 ≥ 3的跃迁速率原则上是可测的，并

且有一些在化学、天体物理学等中是非常重要的。（例如，太阳的一个重要放能反应是，两个质

子和一个电子转化成一个氘和一个中微子。）3.6节将展示初态粒子数目𝑁𝛼任意的主导跃迁速率

公式(3.4.11)的一个应用。

接下来，我们着手解决速率与截面的Lorentz变换性质，这将帮助我们给出方程(3.4.15)中相

对速度𝑢𝛼更普遍的定义。𝑆-矩阵的Lorentz变换规则(3.3.1)由于与自旋相联系的动量无关矩阵而

变得复杂。为了避免这种复杂性，（在因式分解出方程(3.4.12)中的Lorentz不变𝛿-函数之后，）

考察(3.3.1)绝对值的平方，并对所有的自旋求和。那么矩阵𝐷
(𝑗)
�̄�𝜎 (𝑊 )的幺正性（或者它们的零质

量类比）证明了，除了(3.3.1)中的能量因子，其和是Lorentz不变的。即，如下的量

∑︁

spins

|𝑀𝛽𝛼|2
∏︁

𝛽

𝐸
∏︁

𝛼

𝐸 ≡ 𝑅𝛽𝛼 (3.4.16)

是态𝛼和𝛽中粒子4-动量的标量函数。（
∏︀
𝛼𝐸和

∏︀
𝛽 𝐸是指态𝛼和𝛽中粒子的所有单粒子能量𝑝

0 =√︀
p2 +𝑚2的乘积。）

我们现在可以将自旋求和的单粒子衰变速率(3.4.13)写为

∑︁

spins

𝑑Γ (𝛼→ 𝛽) = 2𝜋𝐸−1
𝛼 𝑅𝛽𝛼𝛿

4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)𝑑𝛽/
∏︁

𝛽

𝐸 .

因子𝑑𝛽/
∏︀
𝛽 𝐸可以辨认出是Lorentz不变动量空间体积元(2.5.15)的乘积，所以它是Lorentz不变

的。𝑅𝛽𝛼和𝛿
4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)也是如此，这样仅剩下非不变因子1/𝐸𝛼，其中𝐸𝛼是初态的单粒子能量。

那么我们的结论是：衰变速率有着与1/𝐸𝛼相同的Lorentz变换性质。当然，这正是狭义相对论普

通的钟慢效应——粒子越快，衰变越慢。

类似地，对于自旋求和的截面，我们的结果(3.4.15)可以写为

∑︁

spins

𝑑𝜎 (𝛼→ 𝛽) = (2𝜋)4𝑢−1
𝛼 𝐸−1

1 𝐸−1
2 𝑅𝛽𝛼𝛿

4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)𝑑𝛽/
∏︁

𝛽

𝐸 ，

其中𝐸1和𝐸2是初态𝛼中两个粒子的能量。（当对自旋求和时）将截面定义为4-动量的Lorentz不

变函数是方便的。因子𝑅𝛽𝛼，𝛿
4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)和𝑑𝛽/

∏︀
𝛽 𝐸已经是Lorentz不变的，这意味着我们对任
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意惯性系中相对速度𝑢𝛼的定义必须使𝑢𝛼𝐸1𝐸2是个标量。早先我们也提到，在一个粒子（称为粒

子1）是静止的Lorentz参考系中，𝑢𝛼是另一粒子的速率。这唯一地确定了𝑢𝛼在一般Lorentz参考

系中有值*

𝑢𝛼 =
√︁
(𝑝1 · 𝑝2)2 −𝑚2

1𝑚
2
2

⧸︂
𝐸1𝐸2 (3.4.17)

其中𝑝1, 𝑝2和𝑚1,𝑚2是初态𝛼中两个粒子的4-动量和质量。

另外，我们注意到在总3-动量为零的“质心”参考系中，我们有

𝑝1 = (p, 𝐸1) ， 𝑝2 = (−p, 𝐸2) ，

这时方程(3.4.17)给出

𝑢𝛼 =
|p| (𝐸1 + 𝐸2)

𝐸1𝐸2
= |p1

𝐸1
− p2

𝐸2
| ， (3.4.18)

这可能是预期的一个相对速度。然而，在这个参考系下，𝑢𝛼不是真的物理速度；尤其是，方

程(3.4.18)证明了对于极端相对论性粒子，它所取的值最大是2。

我们现在转向所谓相空间因子𝛿4(𝑝𝛽−𝑝𝛼)𝑑𝛽的解释，它出现在跃迁速率的普遍公式(3.4.11)中，

以及衰变速率和截面的方程(3.4.13)和(3.4.15)中。在这里，我们针对“质心”Lorentz参考系的情

况，其中初态的总3-动量为零

p𝛼 = 0 . (3.4.19)

（对于𝑁𝛼 = 1，这就是衰变粒子静止的情况。）如果初态是由动量为p′
1,p

′
2, · · · ,的粒子构成，那

么

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 = 𝛿3(p′
1 + p′

2 + · · · )𝛿(𝐸′
1 + 𝐸′

2 + · · · − 𝐸)𝑑3p′
1𝑑

3p′
2 · · · ， (3.4.20)

其中𝐸 ≡ 𝐸𝛼是初态的总能量。p′
𝑘积分中的任何一个，例如p′

1，可以通过扔掉动量𝛿-函数

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → 𝛿(𝐸′
1 + 𝐸′

2 + · · · − 𝐸)𝑑3p′
2 · · · (3.4.21)

以及将任何出现的p′
1（例如𝐸

′
1中的）进行如下的替换而完成

p′
1 = −p′

2 − p′
3 − · · · . (3.4.22)

类似地，我们可以利用剩下的𝛿-函数完成剩余积分的任何一个。

在最简单的情况下，在末态仅有两个粒子。这时(3.4.21)给出

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → 𝛿(𝐸′
1 + 𝐸′

2 − 𝐸)𝑑3p′
2 .

更细致一点是

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → 𝛿

(︂√︁
|p′

1|2 +𝑚′2
1 +

√︁
|p′

1|2 +𝑚′2
2 − 𝐸

)︂
|p′

1|2𝑑|p′
1|𝑑Ω ， (3.4.23)

*方程(3.4.17)使得𝐸1𝐸2𝑢𝑎是个标量变得显然。另外，当粒子1是静止的，我们有p1 = 0, 𝐸1 = 𝑚1，所以𝑝1 · 𝑝2 =

−𝑚1𝐸2，因而方程(3.4.17)给出

𝑢𝛼 =
√︁
𝐸2

2 −𝑚2
2/𝐸2 = |p2| /𝐸2 ，

这正是粒子2的速率。
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其中

p′
2 = −p′

1

以及𝑑Ω ≡ sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑是对p′
1微分的立体角。通过使用如下标准公式可以进行简化

𝛿 (𝑓(𝑥)) = 𝛿(𝑥− 𝑥0)/|𝑓 ′(𝑥0)| ，

其中𝑓 (𝑥)是在𝑥 = 𝑥0处有简单的单零点的任意实函数。在我们的情况下，方程(3.4.23)中𝛿-函数

的变量𝐸′
1 + 𝐸′

2 − 𝐸有唯一的零点|p′
1| = 𝑘′，其中

𝑘′ =
√︁

(𝐸2 −𝑚′2
1 −𝑚′2

2 )
2 − 4𝑚′2

1 𝑚
′2
2 /2𝐸 ， (3.4.24)

𝐸′
1 =

√︁
𝑘′2 +𝑚′2

1 =
𝐸2 −𝑚′2

2 +𝑚′2
1

2𝐸
， (3.4.25)

𝐸′
2 =

√︁
𝑘′2 +𝑚′2

2 =
𝐸2 −𝑚′2

1 +𝑚′2
2

2𝐸
， (3.4.26)

以及导数
[︂

𝑑

𝑑|p′
1|

(︂√︁
|p′

1|2 +𝑚′2
1 +

√︁
|p′

1|2 +𝑚′2
2 − 𝐸

)︂]︂

|p′
1|=𝑘′

=
𝑘′

𝐸′
1

+
𝑘′

𝐸′
2

=
𝑘′𝐸

𝐸′
1𝐸

′
2

. (3.4.27)

因此，通过除以(3.4.27)，我们可以扔掉方程(3.4.23)中的𝛿-函数和微分𝑑|p′
1|，

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → 𝑘′𝐸′
1𝐸

′
2

𝐸
𝑑Ω ， (3.4.28)

其中𝑘′, 𝐸′
1和𝐸

′
2由方程(3.4.24)—(3.4.26)给出。特别地，对于动量为零，能量为𝐸的单粒子态衰

变成两个粒子，微分速率(3.4.13)是

𝑑Γ (𝛼→ 𝛽)

𝑑Ω
=

2𝜋𝑘′𝐸′
1𝐸

′
2

𝐸
|𝑀𝛽𝛼|2 (3.4.29)

并且，两体散射过程12 → 1′2′的微分截面由方程(3.4.15)给定为

𝑑𝜎 (𝛼→ 𝛽)

𝑑Ω
=

(2𝜋)4 𝑘′𝐸′
1𝐸

′
2

𝐸𝑢𝛼
|𝑀𝛽𝛼|2 =

(2𝜋)4 𝑘′𝐸′
1𝐸

′
2𝐸1𝐸2

𝐸2𝑘
|𝑀𝛽𝛼|2 ， (3.4.30)

其中𝑘 ≡ |p1| = |p2|。
之上𝑁𝛽 = 2的情况是特别简单的，但是对于𝑁𝛽 = 3，有一个非常好的结果也值得记录一

下。对于𝑁𝛽 = 3，方程(3.4.21)给出

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → 𝑑3p′
2𝑑

3p′
3

× 𝛿

(︂√︁
(p′

2 + p′
3) +𝑚′2

1 +
√︁
p′2
2 +𝑚′2

2 +
√︁
p′2
3 +𝑚′2

3 − 𝐸

)︂
.

我们将动量空间体积元写为

𝑑3p′
2 𝑑

3p′
3 = |p′

2|2𝑑|p′
2||p′

3|2𝑑|p′
3|𝑑Ω3𝑑𝜑23𝑑 cos 𝜃23 ，
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其中𝑑Ω3是p′
3的立体角微元，而𝜃23和𝜑23是p′

2相对p′
3方向的极角和轴向角。由p′

2和p′
3展开的平面

的方向由𝜑23和p′
3的方向指定，而剩下的角度𝜃23由能量守恒条件确定

√︁
p′2
2 + 2|p′

2||p′
3| cos 𝜃23 + |p′

3|2 +𝑚′2
1 +

√︁
|p′

2|2 +𝑚′2
2

+
√︁
|p′

3|2 +𝑚′2
3 = 𝐸.

𝛿-函数变量对cos 𝜃23的导数是
𝜕𝐸′

1

𝜕 cos 𝜃23
=

|p′
2||p′

3|
𝐸′

1

，

所以，通过扔掉𝛿-函数并除以这个导数，我们可以积掉cos 𝜃23

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → |p′
2|𝑑|p′

2| |p′
3|𝑑|p′

3|𝐸′
1𝑑Ω3𝑑𝜑23 .

将动量替换为能量，最终变成

𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑑𝛽 → 𝐸′
1𝐸

′
2𝐸

′
3𝑑𝐸

′
2𝑑𝐸

′
3𝑑Ω3𝑑𝜑23 . (3.4.31)

但是，回忆起通过对|𝑀𝛽𝛼|2的自旋求和并乘以能量之积得到的量(3.4.16)，其是4-动量的一个标

量函数。如果我们近似这个标量为一个常量，那么方程(3.4.31)告诉我们，对于一确定的初态，

事件分布在𝐸′
2, 𝐸

′
3平面上制成的图是均匀的。因而，在这张图中，任何事件均匀分布的偏离提供

了衰变过程一个有用的线索，其中包含可能的离心势垒或者共振中间态。因为Dalitz（达利兹）

在1953年用它来分析衰变𝐾+ → 𝜋+ + 𝜋+ + 𝜋−，而被称为Dalitz图19 。

3.5 微扰论

历史上，计算𝑆-矩阵最有力的技巧是微扰论，即哈密顿量𝐻 = 𝐻0 + 𝑉中相互作用项𝑉的级

数展开。方程(3.2.7)和(3.1.18)给出的𝑆-矩阵为

𝑆𝛽𝛼 = 𝛿 (𝛽 − 𝛼)− 2𝑖𝜋𝛿(𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)𝑇
+

𝛽𝛼

𝑇 +
𝛽𝛼 = (Φ𝛽, 𝑉Ψ +

𝛼 ) ，

其中Ψ +
𝛼 满足Lippmann-Schwinger方程(3.1.17)：

Ψ +
𝛼 = Φ𝛼 +

∫︁
𝑑𝛾

𝑇 +
𝛾𝛼 Φ𝛾

𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 + 𝑖𝜖
.

用𝑉作用这个方程，并取其与Φ𝛽的标量积，得到𝑇
+的一个积分方程

𝑇 +
𝛽𝛼 = 𝑉𝛽𝛼 +

∫︁
𝑑𝛾

𝑉𝛽𝛾𝑇
+

𝛾𝛼

𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 + 𝑖𝜖
， (3.5.1)

其中

𝑉𝛽𝛼 ≡ (Φ𝛽, 𝑉Φ𝛼) . (3.5.2)
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通过反复迭代方程(3.5.1)得到𝑇 +
𝛽𝛼 的微扰展开

𝑇 +
𝛽𝛼 = 𝑉𝛽𝛼 +

∫︁
𝑑𝛾

𝑉𝛽𝛾𝑉𝛾𝛼
𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 + 𝑖𝜖

+

∫︁
𝑑𝛾𝑑𝛾′

𝑉𝛽𝛾𝑉𝛾𝛾′𝑉𝛾′𝛼
(𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 + 𝑖𝜖)(𝐸𝛼 − 𝐸𝛾′ + 𝑖𝜖)

+ · · · . (3.5.3)

这种基于方程(3.5.3)的计算方法，其在20世纪30年代是𝑆-矩阵的主导计算方法，现在则被

称为旧式微扰论。它明显的缺点是遮蔽了𝑆-矩阵潜在的Lorentz不变性。然而，在阐明源于不

同中间态的𝑆-矩阵的奇异性方面，它仍然有一些用处。在本书的大多数部分，我们将依赖于方

程(3.5.3)的一个改版，其被称为时间相关微扰论，它有使Lorentz不变性更加显然的优点，但却

多多少少遮蔽了单个中间态的贡献。

导出编时微扰展开的最简单方法是使用方程(3.2.5)，其将𝑆-算符给定为：

𝑆 = 𝑈(∞,−∞) ，

其中

𝑈(𝜏, 𝜏0) ≡ exp(𝑖𝐻0𝜏) exp(−𝑖𝐻(𝜏 − 𝜏0)) exp(−𝑖𝐻0𝜏0) .

对这个公式的𝑈(𝜏, 𝜏0)相对𝜏求微分给出微分方程

𝑖
𝑑

𝑑𝜏
𝑈(𝜏, 𝜏0) = 𝑉 (𝜏)𝑈(𝜏, 𝜏0) ， (3.5.4)

其中

𝑉 (𝜏) ≡ exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑉 exp(−𝑖𝐻0𝑡) . (3.5.5)

（有这类时间相关性的算符被称是定义在相互作用绘景中，这是为了将这个时间相关性与

量子力学的Heisenberg绘景所要求的时间相关性𝑂𝐻(𝑡) = exp(𝑖𝐻𝑡)𝑂𝐻 exp(−𝑖𝐻𝑡)区分开。）方
程(3.5.4)和初态条件𝑈(𝜏0, 𝜏0) = 1显然被如下积分方程的解所满足

𝑈(𝜏, 𝜏0) = 1− 𝑖

∫︁ 𝜏

𝜏0

𝑑𝑡 𝑉 (𝑡)𝑈(𝜏, 𝜏0) . (3.5.6)

通过迭代这个积分方程，我们获得了以𝑉为幂次的𝑈(𝜏, 𝜏0)的展开式

𝑈 (𝜏, 𝜏0) = 1− 𝑖

∫︁ 𝜏

𝜏0

𝑑𝑡1𝑉 (𝑡1) + (−𝑖)2
∫︁ 𝜏

𝜏0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝜏0

𝑑𝑡2𝑉 (𝑡1)𝑉 (𝑡2)

+ (−𝑖)3
∫︁ 𝜏

𝜏0

𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

𝜏0

𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

𝜏0

𝑑𝑡3𝑉 (𝑡1)𝑉 (𝑡2)𝑉 (𝑡3) + · · · . (3.5.7)

令𝜏 = ∞以及𝜏0 = −∞则给出𝑆-算符的微扰展开：

𝑆 = 1− 𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1𝑉 (𝑡1) + (−𝑖)2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

−∞
𝑑𝑡2𝑉 (𝑡1)𝑉 (𝑡2)

+ (−𝑖)3
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1

∫︁ 𝑡1

−∞
𝑑𝑡2

∫︁ 𝑡2

−∞
𝑑𝑡3𝑉 (𝑡1)𝑉 (𝑡2)𝑉 (𝑡3) + · · · . (3.5.8)
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这也可以从旧式微扰展开(3.5.3)中直接导出，通过使用方程(3.5.3)中能量因子的Fourier表示：

(𝐸𝛼 − 𝐸𝛾 + 𝑖𝜖)−1 = −𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜏 exp(𝑖(𝐸𝛼 − 𝐸𝛾)𝜏) (3.5.9)

注意，这类积分是通过在被积函数中插入一个收敛因子𝑒−𝜖𝜏计算的，其中𝜖→ 0+。

用一种重写方程(3.5.8)的方式，这种方式在进行显式Lorentz不变计算中表现的很有用。将

任何事件相关算符的编时乘积定义为排列这些因子，使得有最晚时间变量的因子处在最左边，下

一个最晚的接着最左边，这样做下去，然后乘起来。例如

𝑇{𝑉 (𝑡)} = 𝑉 (𝑡) ，

𝑇{𝑉 (𝑡1)𝑉 (𝑡2)} = 𝜃(𝑡1 − 𝑡2)𝑉 (𝑡1)𝑉 (𝑡2) + 𝜃(𝑡2 − 𝑡1)𝑉 (𝑡2)𝑉 (𝑡1) ，

等，其中𝜃(𝜏)是阶跃函数，𝜏 > 0是等于+1而𝜏 < 0时等于0。𝑛个𝑉的编时乘积是对全部𝑛!个𝑉的

置换的求和，每一个都对所有的𝑡1 · · · 𝑡𝑛积分，所以方程(3.5.8)可以写为

𝑆 = 1 +
∞∑︁

𝑛=1

(−𝑖)𝑛
𝑛!

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑛𝑇

{︁
𝑉 (𝑡1) · · ·𝑉 (𝑡𝑛)

}︁
. (3.5.10)

这有时被称为Dyson级数20。如果不同时刻的所有𝑉 (𝑡)是对易的，这个级数可以进行求和；其和

是

𝑆 = exp

(︂
−𝑖
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡𝑉 (𝑡)

)︂
.

当然，通常不是这种情况；一般而言，(3.5.10)甚至不收敛，它充其量是𝑉中出现的任何耦合常

数的渐近展开式。然而在一般情况下，方程(3.5.10)有时写为

𝑆 = 𝑇 exp

(︂
−𝑖
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡𝑉 (𝑡)

)︂

其中这里的𝑇表明这个表达式是对指数的级数展开式中每一项进行编时后计算的。

我们现在可以轻松地找到一大类𝑆-矩阵显然是Lorentz不变的理论。由于𝑆-矩阵的矩

阵元就是𝑆-算符在自由粒子态Φ𝛼,Φ𝛽等之间的矩阵元，我们想要的是𝑆-算符与在这些自

由粒子态上产生Lorentz变换的算符𝑈0 (Λ, 𝑎)对易。等价地，𝑆-算符与𝑈0 (Λ, 𝑎)的生成元对

易：𝐻0,P0,J0和K0。为了满足这个要求，尝试假定𝑉 (𝑡)对三维空间的积分

𝑉 (𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥H (x, 𝑡) (3.5.11)

在这个意义上而言，H (𝑥)是标量

𝑈0 (Λ, 𝑎)H (𝑥)𝑈−1
0 (Λ, 𝑎) = H (Λ𝑥+ 𝑎) . (3.5.12)

（通过将无限小变换中𝑎0的系数等同起来，可以检验H (𝑥)有着与方程(3.5.5)一致的时间依赖

性。）那么𝑆可以写为四维积分的和

𝑆 = 1 +
∞∑︁

𝑛=1

(−𝑖)𝑛
𝑛!

∫︁
𝑑4𝑥1 · · · 𝑑4𝑥𝑛𝑇

{︁
H (𝑥1) · · ·H (𝑥𝑛)

}︁
(3.5.13)
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现在除了算符的编时乘积，每一个量都是显然Lorentz不变的。

现在，两个时空点𝑥1, 𝑥2的编时是Lorentz不变的，除非𝑥1 − 𝑥2是类空的，即，除非(𝑥1 −
𝑥2)

2 > 0，所以方程(3.5.13)中的编时不引入特殊的Lorentz参考系，当（尽管不是仅当）在类空

间隔上和类光间隔*上的H (𝑥)全部对易：

[︀
H (𝑥),H (𝑥′)

]︀
= 0 当(𝑥− 𝑥′)2 ≥ 0时. (3.5.14)

我们可以利用3.3节的结果给出一个形式化的非微扰证明，证明相互作用(3.5.11)满足方

程(3.5.12)和(3.5.14)确实导出一个有着正确Lorentz变换性质的𝑆-矩阵。对于一个无限小推动，方

程(3.5.12)给出

− 𝑖[K0,H (x, 𝑡)] = 𝑡∇H (x, 𝑡) + x
𝜕

𝜕𝑡
H (x, 𝑡) ， (3.5.15)

所以对x积分，并令𝑡 = 0，

[K0, 𝑉 ] =

[︂
K0,

∫︁
𝑑3𝑥H (x, 0)

]︂
= [𝐻0,W] ， (3.5.16)

其中

W ≡ −
∫︁
𝑑3𝑥xH (x, 0) . (3.5.17)

如果（通常就是这种情况），𝐻0本征值之间的H (x, 0)的矩阵元是能量本征值的光滑函数，那么

对𝑉也是这样，这是散射理论适用性所必须的，对W也是这样，而这是Lorentz不变性的证明所

要求的。Lorentz不变性的另一条件，即对易关系(3.3.21)，是适用的，当且仅当如下的条件成立

0 = [W, 𝑉 ] =

∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦 x [H (x, 0),H (y, 0)] . (3.5.18)

这个条件源于“因果律”条件(3.5.14)，但提供了𝑆-矩阵的Lorentz不变性一个稍弱的约束条件。

这类理论不是唯一的Lorentz不变的理论，而是差异不是很大的最普遍的Lorentz不变理论。

尤其是，总有类似于(3.5.14)这样，需要被满足的对易关系。对于编时总是伽利略不变的非相对

论性系统，这个条件没有配对版，正是这个条件使得Lorentz不变性与量子力学的结合有了那么

多的限制。

* * *

迄今为止，本节所描述的方法当相互作用算符𝑉充分小时是适用的。也有这种近似的修正版

本，称之为畸变波Born近似，当这个相互作用包含两项时是有用的

𝑉 = 𝑉s + 𝑉w (3.5.19)

其中𝑉w较弱而𝑉s较强。如果𝑉s是全部的相互作用，我们可以定义作为“入”态和“出”态的Ψ ±
s𝛼 为

Ψ ±
s𝛼 = Φ𝛼 + (𝐸𝛼 −𝐻0 ± 𝑖𝜖)−1𝑉sΨ

±
s𝛼 . (3.5.20)

*我们在这里将𝑥和𝑥′上的条件写为(𝑥 − 𝑥′)2 ≥ 0而不是(𝑥 − 𝑥′)2 > 0，这是因为，正如我们将在第6章所看到

的，Lorentz不变性会被𝑥 = 𝑥′处麻烦的奇异性扰乱。
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那么，我们可以将(3.1.16)写为

𝑇 +
𝛽𝛼 = (Φ𝛽, 𝑉Ψ +

𝛼 )

=
(︁[︁

Ψ −
s𝛽 − (𝐸𝛽 −𝐻0 − 𝑖𝜖)−1𝑉sΨ

−
s𝛽

]︁
, (𝑉s + 𝑉w)Ψ

+
𝛼

)︁

=
(︀
Ψ −

s𝛽 , 𝑉wΨ
+

𝛼

)︀

+
(︁
Ψ −

s𝛽 ,
[︁
𝑉s − 𝑉s(𝐸𝛽 −𝐻0 + 𝑖𝜖)−1(𝑉s + 𝑉w)

]︁
Ψ +
𝛼

)︁

以及

𝑇 +
𝛽𝛼 = (Ψ −

s𝛽 , 𝑉wΨ
+

𝛼 ) + (Ψ −
s𝛽 , 𝑉sΦ𝛼) . (3.5.21)

右边的第二项正是𝑇 +
𝛽𝛼 在仅有较强相互作用过程中的形式

𝑇 +
s 𝛽𝛼 ≡ (Φ𝛽, 𝑉sΨ

+
s𝛼 ) = (Ψ −

s𝛽 , 𝑉sΦ𝛼) . (3.5.22)

（方程(3.5.22)的一个证明，在导出方程(3.5.11)的推导中扔掉所有的𝑉w即可。）当方程(3.5.11)中

的第二项为零时，即当过程𝛼 → 𝛽不可能由较强相互作用单独产生时，这个方程最有用。（例

如，在核𝛽衰变中，我们需要一个弱核力将中子转换成质子，即使我们不能忽略作用在核的初态

和末态上强核力的出现。）对于这样的过程，矩阵元(3.5.22)为零，所以方程(3.5.21)写为

𝑇 +
𝛽𝛼 = (Ψ −

s𝛽 , 𝑉wΨ
+

𝛼 ) . (3.5.23)

迄今为止，全部的处理都是精确的。然而，当𝑉w非常弱以至于我们可以忽视它在方

程(3.5.23)中Ψ +
𝛼 态上的效应时，这种重写𝑇 -矩阵的方法才是值得的，因而将Ψ +

𝛼 替换为Ψ +
s𝛼 ，

这仅考虑了强相互作用𝑉s。在这个近似下，方程(3.5.23)变成

𝑇 +
𝛽𝛼 ≃ (Ψ −

s𝛽 , 𝑉wΨ
+

𝛼 ) . (3.5.24)

这适用到𝑉w的第一阶，但是适用到𝑉s的所有阶。这个近似在物理中是无处不在的；例如，对于

核𝛽衰变或核𝛼衰变，𝑆-矩阵是利用方程(3.5.24)计算的，其中𝑉𝑠是核的强相互作用，𝑉w要么是核

的弱相互作用，要么是电磁作用，而Ψ −
s𝛽 是核的初态，Ψ +

s𝛼 是核的末态。

3.6 幺正性的应用

𝑆-矩阵的幺正性强加了一个有趣且有用的条件，这个条件将任意多粒子态𝛼中的向前散射的

振幅𝑀𝛼𝛼与该态中所有反应的速率关联了起来。回忆起在普遍的情况中，态𝛽和态𝛼可能相同也

可能不相同，𝑆-矩阵可以写成(3.3.2)那样：

𝑆𝛽𝛼 = 𝛿(𝛽 − 𝛼)− 2𝜋𝑖𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑀𝛽𝛼 .

那么幺正性条件给出

𝛿(𝛾 − 𝛼) =

∫︁
𝑑𝛽 𝑆*

𝛽𝛾𝑆𝛽𝛼 = 𝛿(𝛾 − 𝛼)− 2𝜋𝑖𝛿4(𝑝𝛾 − 𝑝𝛼)𝑀𝛾𝛼

+ 2𝜋𝑖𝛿4(𝑝𝛾 − 𝑝𝛼)𝑀
*
𝛼𝛾 + 4𝜋2

∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛾)𝛿

4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑀
*
𝛽𝛾𝑀𝛽𝛼 .
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消掉𝛿(𝛾 − 𝛼)项以及因子2𝜋𝛿4(𝑝𝛾 − 𝑝𝛼)，我们发现，对于𝑝𝛾 = 𝑝𝛼

0 = −𝑖𝑀𝛾𝛼 + 𝑖𝑀*
𝛼𝛾 + 2𝜋

∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)𝑀

*
𝛽𝛾𝑀𝛽𝛼 . (3.6.1)

这在𝛼 = 𝛾的特殊情况下是最有用的，这时它写成

Im𝑀𝛼𝛼 = −𝜋
∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) |𝑀𝛽𝛼|2 . (3.6.2)

利用方程(3.4.11)，这可以表示为有处在体积𝑉内的初态𝛼产生的所有反应的总速率公式

Γ𝛼 ≡
∫︁
𝑑𝛽

𝑑Γ(𝛼→ 𝛽)

𝑑𝛽

= (2𝜋)3𝑁𝛼−2𝑉 1−𝑁𝛼

∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) |𝑀𝛽𝛼|2

= − 1

𝜋
(2𝜋)3𝑁𝛼−2𝑉 1−𝑁𝛼 Im𝑀𝛼𝛼 (3.6.3)

特别地，当𝛼是二粒子态，这可以写为

Im𝑀𝛼𝛼 = −𝑢𝛼𝜎𝛼/16𝜋3 ， (3.6.4)

其中𝑢𝛼是态𝛼中的相对速度(3.4.17)，而𝜎𝛼是该态中的总截面，由(3.4.15)给定为

𝜎𝛼 ≡
∫︁
𝑑𝛽 𝑑𝜎(𝛼→ 𝛽)/𝑑𝛽 = (2𝜋)4𝑢−1

𝛼

∫︁
𝑑𝛽 |𝑀𝛽𝛼|2 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) . (3.6.5)

这通常以一种稍微不同的方式表述，即以散射振幅𝑓(𝛼 → 𝛽)的形式。方程(3.4.30)证明了对于质

心参考系中的两体散射，微分截面是

𝑑𝜎(𝛼→ 𝛽)

𝑑Ω
=

(2𝜋)4𝑘′𝐸′
1𝐸

′
2𝐸1𝐸2

𝑘𝐸2
|𝑀𝛽𝛼|2 ， (3.6.6)

其中𝑘′和𝑘是末态和初态中动量的大小。因而，我们可以将散射振幅定义为*

𝑓(𝛼→ 𝛽) ≡ −4𝜋2

𝐸

√︂
𝑘′𝐸′

1𝐸
′
2𝐸1𝐸2

𝑘
𝑀𝛽𝛼 ， (3.6.7)

使得微分截面就是
𝑑𝜎(𝛼→ 𝛽)

𝑑Ω
= |𝑓(𝛼→ 𝛽)|2 (3.6.8)

尤其是，对于弹性两体散射，我们有

𝑓(𝛼→ 𝛽) ≡ −4𝜋2𝐸1𝐸2

𝐸
𝑀𝛽𝛼 . (3.6.9)

利用相对速率𝑢𝛼的公式(3.4.18)，幺正性预测现在写为

Im 𝑓(𝛼→ 𝛼) =
𝑘

4𝜋
𝜎𝛼 . (3.6.10)

*𝑓的相位是约定好的，源于在时间独立的Schrödinger方程的解中，𝑓的波动力学解释21是出射波的系数。这里所

使用的𝑓的归一化对于非弹性散射有点非常规；通常𝑓的定义使得末速度和初速度的比值出现在微分截面的公式中。
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幺正性条件(3.6.3)的这种形式被称为光学定理22。

光学定理一个漂亮的结果告诉我们很多高能的散射部分。散射振幅𝑓预期表示为角度的一个

光滑函数，所以在向前方向的某个立体角ΔΩ内，|𝑓 |2（带有因子2）是接近相同的，那么总截面

被如下的公式约束

𝜎𝛼 ≥
∫︁

|𝑓 |2 𝑑Ω ≥ 1

2
|𝑓(𝛼→ 𝛼)|2ΔΩ ≥ 1

2
|Im 𝑓(𝛼→ 𝛼)|2ΔΩ .

那么，利用方程(3.6.10)则得出ΔΩ的一个上界

ΔΩ ≤ 32𝜋2
⧸︁
𝑘2𝜎𝛼 . (3.6.11)

正如我们将在下一节所看到的，在高能，总截面预期接近一个常数或者增长得非常缓慢，所以方

程(3.6.11)证明了在向前方向，微分截面近似为常数的某个立体角，在𝑘 → ∞时，至少以1/𝑘2的

速度收缩。这个在高能下不断变窄的峰被称为衍射峰。

现在回到反应包含的粒子数任意的一般情况，我们可以利用方程(3.6.2)与CPT不变性陈述了

粒子的总相互作用速率和反粒子之间的一些关系。由于CPT是反幺正的，它的守恒一般不暗含

着过程𝛼 → 𝛽与粒子替换为反粒子的相同过程之间的简单关系。反而，它提供了过程与包含反

粒子的逆过程之间的关系：利用允许我们从时间反演不变性推断出(3.3.46)的讨论，我们可以证

明CPT不变要求𝑆-矩阵满足如下的条件

𝑆𝛽,𝛼 = 𝑆C PT 𝛼,C PT 𝛽， (3.6.12)

其中C PT表明我们必须反转所有的自旋𝑧-分量，将所有的粒子变为相对应的反粒子，并给矩阵

元乘上初态中粒子不同的相位因子，以及末态中粒子相位因子的复共轭。由于CPT不变性要求粒

子与相对应的反粒子有相同的质量，对于𝑆𝛽𝛼中𝛿
4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽)的系数，有相同的关系成立

𝑀𝛽,𝛼 =𝑀C PT 𝛼,C PT 𝛽 . (3.6.13)

特别地，当初态与末态相同时，相位因子全部抵消，方程(3.6.13)变成

𝑀𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· , 𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;···

= 𝑀𝑝1−𝜎1𝑛𝑐
1;𝑝2−𝜎2𝑛𝑐

2;··· , 𝑝1−𝜎1𝑛𝑐
1;𝑝2−𝜎2𝑛𝑐

2;··· ， (3.6.14)

其中𝑛上的上标𝑐代表𝑛的反粒子。那么，推广后的光学定理告诉我们由粒子的某个集合构成的初

态，它的总反应速率与由相对应的自旋反转的反粒子构成的初态是相同的：

Γ𝑝1𝜎1𝑛1;𝑝2𝜎2𝑛2;··· = Γ𝑝1−𝜎1𝑛𝑐
1;𝑝2−𝜎2𝑛𝑐

2;··· . (3.6.15)

尤其是，将其应用于单粒子态，我们看到任何粒子的衰变速度等于自旋反转的反粒子的衰

变速率。旋转不变性不允许粒子的衰变速率依赖于衰变粒子的自旋𝑧-分量，所以，普遍结

果(3.6.15)的一个特殊情况是不稳定粒子与它们相对应的反粒子有精确相同的寿命。
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* * *

从幺正条件𝑆†𝑆 = 1导出我们的结果(3.6.2)的讨论，也允许我们用另一幺正关系𝑆𝑆† = 1导出

如下的结果

Im = −𝜋
∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) |𝑀𝛽𝛼|2 . (3.6.16)

那么，与方程(3.6.2)一起，这得到了互惠关系（reciprocity relation）

∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) |𝑀𝛽𝛼|2 =

∫︁
𝑑𝛽 𝛿4(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼) |𝑀𝛼𝛽|2 (3.6.17)

或者，换一种形式 ∫︁
𝑑𝛽 𝑐𝛼

𝑑Γ(𝛼→ 𝛽)

𝑑𝛽
=

∫︁
𝑑𝛽 𝑐𝛽

𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)

𝑑𝛼
， (3.6.18)

其中𝑐𝛼 ≡ [𝑉/(2𝜋)3]𝑁𝛼。这个结果可以用来导出一些动能理论中23最重要的结果。如果𝑃𝛼𝑑𝛼是发

现系统处在多粒子态Φ𝛼空间的体积𝑑𝛼中的几率，那么，由于跃迁到所有其它的态上导致的𝑃𝛼的

衰减速率是𝑃𝛼
∫︀
𝑑𝛽𝑑Γ(𝛼 → 𝛽)/𝑑𝛽，而由于其它态跃迁到𝛼态导致的增长速率是

∫︀
𝑑𝛽𝑃𝛽𝑑Γ(𝛽 →

𝛼)/𝑑𝛼；所以，𝑃𝛼的变化率是

𝑑𝑃𝛼
𝑑𝑡

=

∫︁
𝑑𝛽 𝑃𝛽

𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)

𝑑𝛼
− 𝑃𝛼

∫︁
𝑑𝛽

𝑑Γ(𝛼→ 𝛽)

𝑑𝛽
. (3.6.19)

这立即得出
∫︀
𝑃𝛼𝑑𝛼是与时间无关的。（交换方程(3.6.19)中第二项积分的积分变量的标记即可）

另一方面，熵的变化率−
∫︀
𝑑𝛼𝑃𝛼 ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼)是

− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑑𝛼𝑃𝛼 ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼) = −

∫︁
𝑑𝛼

∫︁
𝑑𝛽
(︁
ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼) + 1

)︁

×
[︂
𝑃𝛽

𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)

𝑑𝛼
− 𝑃𝛼

𝑑Γ(𝛼→ 𝛽)

𝑑𝛽

]︂
.

交换第二项中积分变量的标记，其可以写为

− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑑𝛼𝑃𝛼 ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼) =

∫︁
𝑑𝛼

∫︁
𝑑𝛽 𝑃𝛽 ln

(︂
𝑃𝛽𝑐𝛼
𝑃𝛼𝑐𝛽

)︂
𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)

𝑑𝛼
.

现在，对于任意正的量𝑥和𝑦，函数𝑦 ln(𝑦/𝑥)满足如下不等式**

𝑦 ln
(︁𝑦
𝑥

)︁
≥ 𝑦 − 𝑥 .

熵的变化率因而存在被如下不等式约束

− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑑𝛼𝑃𝛼 ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼) ≥

∫︁
𝑑𝛼

∫︁
𝑑𝛽

[︂
𝑃𝛽
𝑐𝛽

− 𝑃𝛼
𝑐𝛼

]︂
𝑐𝛽
𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)

𝑑𝛼

或者交换第二项中的积分变量

− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑑𝛼𝑃𝛼 ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼) ≥

∫︁
𝑑𝛼

∫︁
𝑑𝛽

𝑃𝛽
𝑐𝛽

[︂
𝑐𝛽
𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)

𝑑𝛼
− 𝑐𝛼

𝑑Γ(𝛼→ 𝛽)

𝑑𝛽

]︂
.

**当𝑥 → 𝑦时，左边和右边的差接近正量(𝑥 − 𝑦)2/2𝑦，并相对𝑥有一导数，其分别对于所有的𝑥 > 𝑦或𝑦 < 𝑥，是正

定或负定的。
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但是（𝛼和𝛽交换后的）幺正关系(3.6.18)告诉我们，不等式右边中对𝛼的积分为零，所以，我们

可以得出这样的结论，熵总是增长的：

− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑑𝛼𝑃𝛼 ln(𝑃𝛼/𝑐𝛼) ≥ 0 (3.6.20)

这是“Boltzmann 𝐻-定理”。在统计力学教科书中，这个定理的导出，要么利用Born近似，

即|𝑀𝛽𝛼|2关于𝛼和𝛽是对称的，使得𝑐𝛽𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)/𝑑𝛼 = 𝑐𝛼𝑑Γ(𝛼 → 𝛽)/𝑑𝛽，要么通过假定时间反

演不变，这样如果我们交换𝛼和𝛽并反转所有的动量和自旋，|𝑀𝛽𝛼|2是不变的。当然，Born近似

和时间反演不变都不是精确的，所以，幺正性结果(3.6.18)的好处是，这是我们为了导出𝐻-定理

唯一需要的。

当几率𝑃𝛼变成仅是守恒量，诸如总能量，荷等的函数与因子𝑐𝛼之积时，熵的增长停止了。

在这种情况下，守恒率要求，除非𝑃𝛼/𝑐𝛼 = 𝑃𝛽/𝑐𝛽，否则𝑑Γ(𝛽 → 𝛼)/𝑑𝛼为零，所以我们可以

将方程(3.6.19)中第一项的𝑃𝛽替换为𝑃𝛼𝑐𝛽/𝑐𝛼。再一次利用方程(3.6.18)则证明了，在这种情况

下，𝑃𝛼是时间无关的。这里又一次地，我们仅需要幺正关系(3.6.18)，而不是Born近似或时间反

演不变。

3.7 分波展开*

以自由粒子态为基处理𝑆-矩阵通常是方便的，这时，除了总动量和能量以外，所有的变量是

离散的。这是可能的，因为在总动量为p且总能量为𝐸的𝑛-粒子态中，动量p1, · · · ,p𝑛的分量形成
一个(3𝑛− 4)-维的紧致空间；例如，对于在p = 0的质心参考系中的𝑛 = 2粒子，这个空间是二维

球面。这种紧致空间上的任何函数都可展成一系列的广义“分波”，例如，一般用于将函数表示到

二维球面上的球谐函数。因而，对于那些没有连续变量p和𝐸的𝑛-粒子态，我们可以定义一组离

散基：在这样的基下，我们将自由粒子态标记为Φ𝐸 p𝑁，其中指标𝑁包含所有的自旋标记，种类

标记以及其它用来标记广义分波的指标。这些态被选为是归一化的是方便地，这使得它们的标量

积是： (︀
Φ𝐸′ p′𝑁 ′ ,Φ𝐸 p𝑁

)︀
= 𝛿(𝐸′ − 𝐸)𝛿3(p′ − p)𝛿𝑁 ′,𝑁 . (3.7.1)

那么在这种形式的基下，𝑆-算符有如下的矩阵元

(︀
Φ𝐸′ p′𝑁 ′ , 𝑆Φ𝐸 p𝑁

)︀
= 𝛿(𝐸′ − 𝐸)𝛿3(p′ − p)𝑆𝑁 ′,𝑁 (𝐸,p) ， (3.7.2)

其中𝑆𝑁 ′,𝑁是幺正矩阵。类似地，𝑇 -算符，其自由粒子矩阵元(Φ𝛽, 𝑇Φ𝛼)定义为由方程(3.1.18)多

定义的量𝑇 +
𝛽𝛼 ，在我们的新基下（依照方程(3.4.12)）可以表示为

(︀
Φ𝐸′ p′𝑁 ′ , 𝑇Φ𝐸 p𝑁

)︀
= 𝛿3(p′ − p)𝑀𝑁 ′,𝑁 (𝐸,p) (3.7.3)

并且，关系(3.2.7)现在是一个普通的矩阵方程：

𝑆𝑁 ′,𝑁 (𝐸,p) = 𝛿𝑁 ′,𝑁 − 2𝑖𝜋𝑀𝑁 ′,𝑁 (𝐸,p) . (3.7.4)

在以下部分，我们将使用这个普遍公式；目前，我们将集中于初态仅包含两个粒子的反应。

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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例如，考察由两个非全同粒子构成的态，这两个粒子种类为𝑛1, 𝑛2、质量非零为𝑀1,𝑀2、

拥有自旋𝑠1, 𝑠2。在这种情况下，态由它们的总动量p = p1 + p2、能量𝐸、种类指标𝑛1, 𝑛2、自

旋𝑧-分量𝜎1, 𝜎2以及一对整数ℓ,𝑚（其中|𝑚| ≤ ℓ）标记；其中ℓ和𝑚用来指定态对方向，即p1的依

赖关系。或者，通过使用Clebsch-Gordan系数9将两个自旋结合成一个𝑧-分量为𝜇的总自旋，然后

再一次使用Clebsch-Gordan系数，将这个自旋与轨道角动量ℓ以及3-分量𝑚结合，形成一个3-分量

为𝜎的总角动量𝑗，我们可以构成一个便利的离散基。这给出了态的一组基Φ𝐸 p 𝑗 𝜎 ℓ 𝑠 𝑛（其中𝑛是

用来标记两个粒子种类的𝑛1, 𝑛2的“道指标”），其由个体动量以及自旋3-分量确定的态的标量积

所定义：

(Φp1 𝜎1 p2 𝜎2 𝑛′ , Φ𝐸 p 𝑗 𝜎 ℓ 𝑠 𝑛) ≡ (|p1|𝐸1𝐸2/𝐸)−1/2𝛿3(p− p1 − p2)

× 𝛿

(︂
𝐸 −

√︁
p2
1 +𝑀2

1 −
√︁

p2
2 +𝑀2

1

)︂
𝛿𝑛′,𝑛

×
∑︁

𝑚,𝜇

𝐶𝑠1𝑠2(𝑠, 𝜇;𝜎1, 𝜎2)𝐶ℓ𝑠(𝑗, 𝜎;𝑚,𝜇)𝑌
𝑚
ℓ (p̂1) . (3.7.5)

其中𝑌 𝑚
ℓ 是通常的球谐函数

24。插入因子(|p1|𝐸1𝐸2/𝐸)−1/2使得这些态在质心系中恰是归一化

的：

(Φ𝐸′ p′ 𝑗′ 𝜎′ ℓ′ 𝑠′ 𝑛′ , Φ𝐸 0 𝑗 𝜎 ℓ 𝑠 𝑛) = 𝛿3(p′)𝛿(𝐸′ − 𝐸)𝛿𝑗′,𝑗𝛿𝜎′,𝜎𝛿ℓ′,ℓ𝛿𝑠′,𝑠𝛿𝑛′,𝑛 . (3.7.6)

为了避免对全同粒子进行二次计数，我们仅对2-粒子动量空间的一半进行积分，所以一个额外的

因子
√
2应该出现在标量积(3.7.6)中。

在质心参考系中，任何动量守恒且旋转不变的算符𝑂的矩阵元必须采取这样的形式：

(Φ𝐸′ p′ 𝑗′ 𝜎′ ℓ′ 𝑠′ 𝑛′ , 𝑂 Φ𝐸 0 𝑗 𝜎 ℓ 𝑠 𝑛) = 𝛿3(p′)𝑂𝑗ℓ′ 𝑠′ 𝑛′, ℓ 𝑠 𝑛(𝐸)𝛿𝑗𝑗′𝛿𝜎𝜎′ . (3.7.7)

（其关于𝑗和𝜎是对角的是源于𝑂与J2和𝐽3的对易，进一步的，𝛿𝜎𝜎′的系数与𝜎′独立的是源

于𝑂与𝐽1 ± 𝑖𝐽2的对易。这是所谓Wigner-Eckart定理25的特殊情况。）将其应用于矩阵元

是𝑀𝛽𝛼的算符𝑀，这得出质心参考系中的散射振幅(3.6.7)采取如下的形式k̂

𝑓(k𝜎1,−k𝜎2, 𝑛→ k′ 𝜎′1,−k′ 𝜎′2, 𝑛
′)

≡ −4𝜋2
√︂
𝑘′𝐸′

1𝐸
′
2𝐸1𝐸2

𝐸2𝑘
𝑀k′ 𝜎′

1 −k′ 𝜎′
2 𝑛

′, k𝜎1 −k𝜎2 𝑛

= −4𝜋2

𝑘

∑︁

𝑗𝜎ℓ′𝑚′𝑠′𝜇′ℓ𝑚𝑠𝜇

𝐶𝑠1𝑠2(𝑠, 𝜇;𝜎1, 𝜎2)𝐶ℓ𝑠(𝑗, 𝜎;𝑚,𝜇)

× 𝐶𝑠′1𝑠′2(𝑠
′, 𝜇′;𝜎′1, 𝜎

′
2)𝐶ℓ′𝑠′(𝑗, 𝜎;𝑚

′, 𝜇′)

× 𝑌 𝑚′
ℓ′ (k̂′)𝑌 𝑚*

ℓ (k̂)𝑀 𝑗
ℓ′ 𝑠′ 𝑛′, ℓ 𝑠 𝑛(𝐸) . (3.7.8)

微分散射截面是|𝑓 |2。我们令初动量k的方向沿着3-方向，在这种情况下

𝑌 𝑚
ℓ (k̂) = 𝛿𝑚0

√︂
2ℓ+ 1

4𝜋
. (3.7.9)
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对|𝑓 |2沿着初动量k′的方向积分，并分别对末态和初态的自旋3-分量求和以及取平均，我们得到

从𝑛道跃迁到𝑛′道的总截面**：

𝜎(𝑛→ 𝑛′;𝐸) =
𝜋

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑗 ℓ 𝑠 ℓ′ 𝑠′

(2𝑗 + 1)

×
⃒⃒
⃒𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛 − 𝑆𝑗ℓ′𝑠′𝑛′,ℓ𝑠𝑛(𝐸)

⃒⃒
⃒
2
. (3.7.10)

对(3.7.10)的所有两体道求和，这给出所有弹性两体反应或非弹两体反应的总截面：

∑︁

𝑛′

𝜎(𝑛→ 𝑛′;𝐸) =
𝜋

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑗 ℓ 𝑠

(2𝑗 + 1)

×
[︁
(1− 𝑆𝑗(𝐸))†(1− 𝑆𝑗(𝐸))

]︁
ℓ 𝑠 𝑛,ℓ 𝑠 𝑛

. (3.7.11)

可以做个比较，方程(3.7.8)、(3.7.9)、(3.7.4)和Clebsch-Gordon求和规则**给定自旋平均的向前

散射振幅为

𝑓(𝑛;𝐸) =
𝑖

2𝑘(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑗 ℓ 𝑠

(2𝑗 + 1)[1− 𝑆𝑗ℓ𝑠𝑛,ℓ𝑠𝑛]

那么，光学定理(3.6.10)给定总截面为

𝜎total(𝑛;𝐸) =
2𝜋

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑗 ℓ 𝑠

(2𝑗 + 1)Re[1− 𝑆𝑗(𝐸)]ℓ𝑠𝑛,ℓ𝑠𝑛 . (3.7.12)

只要两体道能在能量为𝐸时从𝑛道达到，那么矩阵𝑆𝑗(𝐸)（或者至少是某些包含𝑛道的子矩阵）是

幺正的，因而

[︁
(1− 𝑆𝑗(𝐸))†(1− 𝑆𝑗(𝐸))

]︁
ℓ 𝑠 𝑛,ℓ 𝑠 𝑛

= 2Re[1− 𝑆𝑗(𝐸)]ℓ𝑠𝑛,ℓ𝑠𝑛 ， (3.7.13)

所以(3.7.12)和(3.7.11)是相等的。另一方面，如果包含三个或多个粒子的道是开的，那么(3.7.12)

与(3.7.11)之差给出产生额外粒子的总截面：

𝜎production(𝑛;𝐸) =
𝜋

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑗 ℓ 𝑠

(2𝑗 + 1)

×
[︁
1− 𝑆𝑗(𝐸)†𝑆𝑗(𝐸)

]︁
ℓ 𝑠 𝑛,ℓ 𝑠 𝑛

， (3.7.14)

并且，这必须是正的。

**为了导出这个结果，我们使用了Clebsch-Gordan系数的标准求和规则9：首先∑︁
𝜎1,𝜎2

𝐶𝑠1,𝑠2(𝑠, 𝜇;𝜎1, 𝜎2)𝐶𝑠1,𝑠2(𝑠, �̄�;𝜎1, 𝜎2) = 𝛿𝑠𝑠𝛿𝜇�̄�

有撇号时是相同的，接着 ∑︁
𝑚�̃�

𝐶ℓ 𝑠(𝑗, 𝜎;𝑚, �̃�)𝐶ℓ 𝑠(�̄�, �̄�;𝑚, �̃�) = 𝛿𝑗�̄�𝛿𝜎�̄�

最终 ∑︁
𝜎𝜇

𝐶ℓ 𝑠(𝑗, 𝜎; 0, 𝜇)𝐶ℓ̄ 𝑠(𝑗, 𝜎; 0, 𝜇) =
2𝑗 + 1

2ℓ+ 1
𝛿ℓ̄ℓ .



· 110 · 第 3章 散射理论

如果与过程相关的𝑆-矩阵部分是对角化的，把分波展开应用到这样的过程中是非常有用的。

例如如下的情况，如果初道𝑛仅包含两个无自旋粒子，并且在这个能量处没有其它的道是打开

的，就像𝜋+ − 𝜋+或𝜋+ − 𝜋0在能量低于产生额外𝜋介子（假定忽视弱作用和电磁作用）的阈值

下的散射。对于一对无自旋的粒子，我们有𝑗 = ℓ以及角动量守恒，这使得𝑆-矩阵是对角化的。

当所包含的粒子有自旋，在特定的过程中，𝑆-矩阵也有对角化的可能；例如在𝜋介子-核子散射

中，我们可以有𝑗 = ℓ+ 1
2或𝑗 = ℓ− 1

2，但是对于给定的𝑗，这两个态有相反的宇称，所以它们不

能通过非零𝑆-矩阵元相连接。在任何情况下，如果对于某些𝑛和𝐸，除非𝑁 ′是两体态𝑗, ℓ, 𝑠, 𝑛，否

则𝑆-矩阵元全为零，那么幺正性要求

𝑆𝑗ℓ′𝑠′𝑛′,ℓ𝑠𝑛(𝐸) = exp[2𝑖𝛿𝑗ℓ𝑠𝑛(𝐸)]𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛 ， (3.7.15)

其中𝛿𝑗ℓ𝑠𝑛(𝐸)是实相位，通常称为相移。当𝑆-矩阵的两体部分是对角的但包含三个或多个粒子的

道是开时，也通常使用这个公式；在这种情况下，为了保持(3.7.14)是正的，相移必须有一正虚

部。对于实相移，那么由方程(3.7.10)或方程(3.7.12)给出的弹性总截面是：

𝜎(𝑛→ 𝑛;𝐸) = 𝜎total(𝑛;𝐸)

=
4𝜋

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑗 ℓ 𝑠

(2𝑗 + 1) sin2 𝛿𝑗ℓ𝑠𝑛(𝐸) . (3.7.16)

在非相对论量子力学中，这个常见的结果通常是通过研究一个粒子在势中的坐标空间波函数导出

的。这里所给出的推导，即提供了分波展开对于弹性散射，即使是在相对论速度也是适用的证

明，也强调了它不依赖于特殊的动力学要求，而仅依赖与幺正性和不变性原理。

在处理几个道是打开的问题时引入相移通常是有用的，其构成某些内部对称群的几个不合约

表示。这类内部对称性的一个经典例子是同位旋对称性，对于这种对称性，道指标𝑛包含对两个

粒子的同位旋𝑇1, 𝑇2以及它们的3-分量𝑡1, 𝑡2的指定；道𝑛中的态可以表示为第𝑡个不可约表示𝑇分

量表示的线性组合，其系数由熟悉的Clebsch-Gordan系数𝐶𝑇1𝑇2(𝑇, 𝑡; 𝑡1, 𝑡2)。假定对于感兴趣的

道和能量，𝑆-矩阵对于ℓ, 𝑠和𝑗, 𝑇, 𝑡是对角的。那么，幺正性和同位旋对称性允许我们将𝑆-矩阵写

为

𝑆𝑗ℓ′ 𝑠′ 𝑇 ′ 𝑡′,ℓ 𝑠 𝑇 𝑡 = exp[2𝑖𝛿𝑗 ℓ 𝑠 𝑇 (𝐸)]𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑇 ′𝑇 𝛿𝑡′𝑡 ， (3.7.17)

其中𝛿𝑗 ℓ 𝑠 𝑇 (𝐸)是实相位，且根据Wigner-Eckart定理是与𝑡无关的。部分截面可以再一次地从方

程(3.7.10)得出，而总截面由方程(3.7.12)给定为

𝜎total(𝑡1, 𝑡2;𝐸) =
4𝜋

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

×
∑︁

𝑗ℓ𝑠𝑇 𝑡

(2𝑗 + 1)𝐶𝑇1,𝑇2(𝑇, 𝑡; 𝑡1, 𝑡2)
2 sin2 𝛿𝑗 ℓ 𝑠 𝑇 (𝐸) (3.7.18)

例如，在𝜋介子-𝜋介子散射中，我们有相移𝛿ℓ ℓ 0𝑇 (𝐸)，其中对于偶数的ℓ，𝑇 = 0或𝑇 = 2，对于

奇数的ℓ，𝑇 = 1，而对于𝜋介子-核子散射，我们有相移𝛿𝑗 𝑗± 1
2

1
2
𝑇，其中𝑇 = 1

2或𝑇 = 3
2。

对于散射振幅的阈值行为以及通过对解析性考察得到的相移，我们能得到一些有用的洞察，

即它们近乎独立于任何动力学假设。除非是在动量空间会产生奇异性的特殊环境下，我们可以

预期，在𝑘 = 0或𝑘′ = 0或（对于弹性散射）𝑘 = 𝑘′ = 0附近，矩阵元𝑀k′ 𝜎′
1 −k′ 𝜎′

2 𝑛
′,k𝜎1 −k𝜎2 𝑛是3-

动量k和k′的解析函数†。转向𝑀的分波展开(3.7.8)，我们注意到𝑘ℓ𝑌 𝑚
ℓ (k̂)是3-矢k的简单多项

†例如，在Born近似(3.2.8)中，𝑀正比于相互作用的坐标空间矩阵元的Fourier变换，因而只要这些矩阵元在大的

距离处快速衰减，它在零动量处是解析的。主要的例外是包含长程力的散射，例如库仑力。
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式函数，所以，为了使𝑀k′ 𝜎′
1 −k′ 𝜎′

2 𝑛
′,k𝜎1 −k𝜎2 𝑛在𝑘 = 0或𝑘′ = 0附近是3-动量k和k′的解析

函数，在𝑘和/或𝑘′趋于零时，系数𝑀 𝑗
ℓ′ 𝑠′ 𝑛′,ℓ 𝑠 𝑛，或等价地，𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛 − 𝑆𝑗ℓ′𝑠′𝑛′,ℓ𝑠𝑛，必须趋

于𝑘ℓ+
1
2𝑘′ℓ+

1
2。因此对于小的𝑘和/或𝑘′，在初态和/或末态中，只有最低阶的分波对于散射振

幅有明显的贡献。我们有三种可能的情况：

放热反应

这时，当𝑘 → 0时𝑘′趋于一个有限值，并且在这个极限下，𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛−𝑆𝑗ℓ′𝑠′𝑛′,ℓ𝑠𝑛趋于𝑘
ℓ+ 1

2。

截面(3.7.11)在这种情况下趋于𝑘2ℓ−1，其中ℓ在这里是能引发这个反应的最低轨道角动量。在最

通常的情况下，ℓ = 0，所以反应截面趋于1/𝑘。（这有几个例子，复核对慢中子的吸收，或是

去除库仑力的高阶效应后，正负电子对湮灭成低能光子。）反应速率等于截面乘以流，而流趋

于𝑘，所以放热反应的速率行为在𝑘 → 0时像一个常数。然而，当粒子束穿越一个厚度给定的靶

物质时，决定吸收几率的是截面而不是反应速率，并且在类似硼的吸收物质中，因子1/𝑘使得吸

收几率对于慢中子非常高。

吸热反应

这时，直到𝑘达到一个有限的阈值，反应一直是禁止的，在这个阈值处𝑘′ = 0。仅在这个阈

值稍上，𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛 − 𝑆𝑗ℓ′𝑠′𝑛′,ℓ𝑠𝑛趋于(𝑘′)ℓ
′+ 1

2。截面(3.7.11)在这种情况下趋于(𝑘′)2ℓ
′+1，ℓ′在这里

是在阈值处能产生的最低轨道角动量。在最通常的情况下，ℓ′ = 0，所以反应截面在阈值之上

像𝑘′一样上升，因而类似
√
𝐸 − 𝐸threshold。（这有几个例子，附带有奇异粒子的产生，或是光子

散射中，正负电子对的产生。）

弹性反应

这时𝑘 = 𝑘′，所以𝑘和𝑘′一起趋于零。（当𝑛′ = 𝑛时，或者组成𝑛′的粒子与组成𝑛的粒子处在

相同的同位旋多重态时，便是这种情况。）在弹性散射中，ℓ = ℓ′ = 0的分波总是出现，所以

在𝑘 → 0的极限下，散射振幅(3.7.8)变成一个常数：

𝑓(k, 𝜎1,−k, 𝜎2, 𝑛→ k′, 𝜎′1,−k′, 𝜎′2, 𝑛
′) →

∑︁

𝑠𝜎

𝐶𝑠1𝑠2(𝑠, 𝜎;𝜎1, 𝜎2)𝐶𝑠′1𝑠′2(𝑠, 𝜎;𝜎
′
1, 𝜎

′
2)𝑎𝑠(𝑛→ 𝑛′) ， (3.7.19)

其中𝑎是一个常数，称为散射长度，定义为𝑘 = 𝑘′ → 0时的如下极限

𝑆𝑠0𝑠𝑛′,0𝑠𝑛 → 𝛿𝑛′,𝑛 + 2𝑖𝑘𝑎𝑠(𝑛− 𝑛′) . (3.7.20)

对4𝜋 |𝑓 |2的末态自旋求和以及对初态自旋取平均给出𝑘 = 𝑘′ = 0时，跃迁𝑛→ 𝑛′的总截面：

𝜎(𝑛→ 𝑛′; 𝑘 = 0) =
4𝜋

(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

∑︁

𝑠

(2𝑠+ 1)𝑎2𝑠(𝑛→ 𝑛′) . (3.7.21)

这个公式应用的一个经典例子是在中子-质子散射中，这里有两个散射长度，且自旋单态长

度𝑎0远大于自旋三重态的长度𝑎1。

分波展开也可用来对散射的高能行为做一些粗糙的猜测。随着波长的减小，我们可以预期散

射或多或少地被经典地描述：一个动量为𝑘，轨道角动量为ℓ的粒子，其有碰撞参量ℓ/𝑘，因而如
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果ℓ ≤ 𝑘𝑅，那么粒子将会打到一个半径为𝑅的圆盘中。这可以被翻译成关于𝑆-矩阵元的陈述：

𝑆𝑗ℓ 𝑠 𝑛,ℓ 𝑠 𝑛 →
{︂

0 ℓ≪ 𝑘𝑅𝑛

1 ℓ≫ 𝑘𝑅𝑛
， (3.7.22)

其中𝑅𝑛是道𝑛的某种相互作用的半径。对于给定的ℓ≫ 𝑠，𝑗的2𝑠+ 1个值都很接近ℓ，使得可做近

似2𝑗 + 1 ≃ 2ℓ+ 1，所以在方程(3.7.12)中对𝑗和𝑠的求和金给出一个阶因子

∑︁

𝑗 𝑠

(2𝑗 + 1) = (2ℓ+ 1)
∑︁

𝑠

(2𝑠+ 1) = (2ℓ+ 1)(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1) .

那么，当𝑘 ≫ 1/𝑅𝑛时，总截面由方程(3.7.12)给定为

𝜎total(𝑛;𝐸) → 2𝜋

𝑘2

∑︁

ℓ≤𝑘𝑅𝑛

(2ℓ+ 1) → 2𝜋𝑅2
𝑛 . (3.7.23)

以精确相同的方式，方程(3.7.10)给出弹性散射截面

𝜎(𝑛→ 𝑛;𝐸) → 𝜋𝑅2
𝑛 . (3.7.24)

方程(3.7.23)与(3.7.24)之差给出一个非弹截面𝜋𝑅2
𝑛，对于粒子与半径为𝑅𝑛的不透圆盘的碰撞，这

是我们所期望的。（有些神奇的弹性散射截面𝜋𝑅2
𝑛可以认为是对盘的衍射。）另一方面，如果我

们随着方程(3.7.22)假定，仅当碰撞参量ℓ/𝑘处在ℓ/𝑘 = 𝑅𝑛周围一个宽度为Δ𝑛 ≪ 𝑅𝑛的狭窄范围

内，𝑆𝑗ℓ 𝑠 𝑛,ℓ 𝑠 𝑛才是复的，那么，利用不等式| Im(1 − 𝑆𝑗ℓ 𝑠 𝑛,ℓ 𝑠 𝑛)| ≤ 2，相同的分析给出向前散射振

幅实部的一个约束条件

|Re 𝑓(𝑛;𝐸)| ≤ 2𝑘𝑅𝑛Δ𝑛 ≪ |Im 𝑓(𝑛;𝐸)| . (3.7.25)

高能下向前散射振幅的实部很小已被实验证实。

迄今为止，我们没有讨论相互作用半径𝑅𝑛本身是否可能依赖于能量。做一个非常粗糙的猜

测，我们可以取𝑅𝑛为，使Yukawa势(1.2.74)中的因子exp(−𝜇𝑟)是正比于𝐸的某个未知级数的值，
在这种情况下，当𝐸 → ∞时，𝑅𝑛趋于log𝐸，而截面趋于(log𝐸)2。碰巧的是，当𝐸 → ∞时，在
总截面不能比(log𝐸)2增长的更快的普遍假定下，以此为基础，这已被粗略地证明26，事实上，

已观测到质子-质子总截面在高能下的增长类似于(log𝐸)2，所以高能散射的这个粗糙描述似乎确

实有某些现实对应。

3.8 共振*

参与多粒子碰撞的粒子常常能形成一个由单个不稳定粒子𝑅组成的中间态，这个中间态最终

会衰变成末态中观测到的粒子。如果𝑅的总衰变速率很小，截面在中间态𝑅的能量处会呈现出一

个尖锐的变换（通常是一个峰），称其为共振。

我们将会看到，共振附近的截面行为几乎是由幺正条件单独确定的，这是一件好事，因为一

些相当不同的机制能产生近似稳定的态：

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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(a) 最简单的可能性是哈密顿量能够分成两项，一个“强”哈密顿量𝐻0 + 𝑉s，粒子𝑅是它的一个

本征态，再加上弱的微扰𝑉w，它允许𝑅衰变成各种态，其中包括我们碰撞过程的初末态𝛼, 𝛽。

例如，有一中性粒子，称为𝑍0，其𝑗 = 1而质量为91GeV，在没有电弱相互作用时，它是稳定

的。这些相互作用允许𝑍0衰变成正负电子对，正负𝜇子对等，但其总衰变速率远小于𝑍0的质

量。1989年，在CERN（欧洲核子研究组织）和Stanford（斯坦福）所进行的𝑒+ + 𝑒− → 𝑍0 →
𝑒+ + 𝑒−，𝑒+ + 𝑒− → 𝑍0 → 𝜇+ + 𝜇−等反应中，𝑍0粒子是作为正负电子对碰撞中的共振**被看到

的。

(b) 在一些情况下，因为存在势垒，近乎阻止了粒子的组分逃脱，使得它可以长时间存在。典

型的例子是核𝛼衰变：原子核发射一个𝛼粒子（He4核）是很有可能的，但是𝛼粒子与核的强静电

斥力在子核周围创造了一个势垒区域，而𝛼粒子通常很难进入这个区域。那么衰变只能通过量子

力学隧穿效应进行，而这个衰变速率是指数减小的。在𝛼粒子在子核上的散射中，这样的不稳定

态表现为一个共振。例如，Be8的低能态是不稳定的却不衰减成两个𝛼粒子，因而在He4-He4散射

中被视为一个共振。（除了库仑势垒以外，也存在离心势垒帮助延长高自旋的𝛼-，𝛽-和𝛾-不稳核

的寿命。）

(c) 在没有任何势垒或弱作用的情况下，复杂系统有可能由于统计原因变成近不稳的。例如，一

个重荷的激发态可能仅通过一个统计涨落而衰变，它的能量中的大部分被集中在一个中子上。那

么在中子在子核上的散射中，这个态将会表现为一个共振。

这些产生长寿命态的机制相差如此之大，使得在不考虑产生共振的动力学机制时，共振的大多数

性质非常幸运地仅依赖于幺正性。

首先，考察共振附近的反应的矩阵元与能量之间的关系。(3.1.19)给出了“入”态波

包
∫︀
𝑑𝛼 𝑔(𝛼)Ψ +

𝛼 exp(−𝑖𝐸𝛼𝑡)的时间依赖性
∫︁
𝑑𝛼 𝑔(𝛼)Ψ +

𝛼 𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡 =

∫︁
𝑑𝛼 𝑔(𝛼)Φ𝛼𝑒

−𝑖𝐸𝛼𝑡

+

∫︁
𝑑𝛽Φ𝛽

∫︁
𝑑𝛼

𝑒−𝑖𝐸𝛼𝑡 𝑔(𝛼)𝑇 +
𝛽𝛼

𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 + 𝑖𝜖
.

正如3.1节中所提到的，𝑇 +
𝛽𝛼 在下半复𝐸𝛼平面中的极点对第二项所做的贡献，在𝑡 → ∞时指数衰

减。特别地，𝐸𝛼 = 𝐸𝑅 − 𝑖Γ/2处的极点在振幅中产生了行为类似exp(−𝑖𝐸𝑅𝑡 − Γ𝑡/2)项，所以它

对应几率像exp(−Γ𝑡)那样衰减的态。那么，我们可以得出这样的结论：能量为𝐸𝑅并有一个较慢

的衰变速率Γ的长寿命态，在散射振幅中所产生的项的变化情况为

𝑇 +
𝛽𝛼 ∼ (𝐸𝛼 −𝑅𝑅 + 𝑖Γ/2)−1 +常数. (3.8.1)

更进一步，以上一节所讨论的正交离散多粒子态Φp𝐸𝑁为基是方便的；p和𝐸是总动量和总

能量，𝑁是只能取离散值（尽管无限多个）的指标。在这个基下，𝑆-矩阵可以写为

𝑆p′ 𝐸′𝑁 ′ ,p𝐸𝑁 = 𝛿3(p′ − p)𝛿(𝐸′ − 𝐸)𝑆𝑁 ′𝑁 (p, 𝐸) . (3.8.2)

在共振附近，我们预期质心参考系振幅𝑆(0, 𝐸) ≡ S (𝐸)有如下的形式

S𝑁 ′𝑁 (𝐸) ≡ 𝑆𝑁 ′𝑁 (0, 𝐸) = S0𝑁 ′𝑁 +
R𝑁 ′𝑁

𝐸 − 𝐸𝑅 + 𝑖Γ/2
， (3.8.3)

**碰巧的是，这个粒子证明了共振态仅需要相对较慢的衰变。𝑍0的寿命是2.6 × 10−25秒，不足以使得𝑍0以接近光

速的速度横穿原子核。重要的是，这个衰变速率比𝑍0波函数在它的静止系下的振荡速率~/𝑀𝑍小36倍。
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其中S0和R至少在能量的相对较小范围|𝐸 − 𝐸𝑅| . Γ内近似是个常数。

在这个基下，𝑆-矩阵的幺正性是一普通的矩阵方程

S (𝐸)†S (𝐸) = 1 . (3.8.4)

将其应用于方程(3.8.3)，这告诉我们，非共振背景的𝑆-矩阵是幺正的

S †
0 S0 = 1 ， (3.8.5)

以及，留数矩阵R满足如下两个条件

S †
0 R + R†S0 = 0 ， (3.8.6)

− 𝑖

2
ΓS †

0 R +
𝑖

2
ΓR†S0 + R†R = 0 . (3.8.7)

通过令

R ≡ −𝑖ΓA S0 ， (3.8.8)

这些条件可以写成更加显然的形式。那么，矩阵A上的幺正条件就是

A † = A ， A 2 = A . (3.8.9)

任何这样的厄密幂等矩阵被称为投影矩阵。这样的矩阵总可以表达为正交矢量𝑢(𝑟)的并矢的和：

A𝑁 ′𝑁 =
∑︁

𝑟

𝑢
(𝑟)
𝑁 ′ 𝑢

(𝑟)*
𝑁 ，

∑︁

𝑁

𝑢
(𝑟)*
𝑁 𝑢

(𝑠)
𝑁 = 𝛿𝑟𝑠 . (3.8.10)

那么，𝑆-矩阵的离散部分是

S𝑁 ′𝑁 (𝐸) =
∑︁

𝑁 ′′

[︃
𝛿𝑁 ′𝑁 ′′ − 𝑖

Γ

𝐸 − 𝐸𝑅 + 𝑖Γ/2

∑︁

𝑟

𝑢
(𝑟)
𝑁 ′ 𝑢

(𝑟)*
𝑁 ′′

]︃
S0𝑁 ′′𝑁 . (3.8.11)

在对𝑟的求和中，每一项可以认为是源于不同的共振态，所有的这些态对于𝐸𝑅和Γ有相同的值。

这对速率和截面产生了什么影响？简单起见，忽略非共振背景的散射，令S0𝑁 ′𝑁等

于𝛿𝑁 ′𝑁；稍后我们将回到更普遍的情况。那么，对于上节所描述的两体离散质心态，方

程(3.8.11)变为：

S𝑗′𝜎′ℓ′𝑠′𝑛′,𝑗𝜎ℓ𝑠𝑛(𝐸) = 𝛿𝑗′𝑗𝛿𝜎′𝜎𝛿ℓ′ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛

− 𝑖
Γ

𝐸 − 𝐸𝑅 − 𝑖Γ/2

∑︁

𝑟

𝑢
(𝑟)
𝑗′𝜎′ℓ′𝑠′𝑛′𝑢

(𝑟)*
𝑗𝜎ℓ𝑠𝑛 . (3.8.12)

在任何情况下，标记𝑟包含给出共振态总角动量𝑧-分量的指标𝜎𝑅；对于总角动量为𝑗𝑅的共振

态，𝜎𝑅取2𝑗𝑅 + 1个值。如果没有其它的简并性，那么𝑟仅标记𝜎𝑅的值，并且

𝑢
(𝜎𝑅)
𝑗𝜎ℓ𝑠𝑛 = 𝛿𝑗𝑅,𝑗𝛿𝜎𝑅,𝜎𝑢ℓ𝑠𝑛 ， (3.8.13)

其中𝑢ℓ𝑠𝑛是一组（由于Wigner-Eckart定理）独立于𝜎的复振幅。现在方程(3.8.12)所给出由方

程(3.7.7)定义的振幅𝑆𝑗为

𝑆𝑗ℓ′𝑠′𝑛′,ℓ𝑠𝑛 (𝐸) = 𝛿ℓ′,ℓ𝛿𝑠′𝑠𝛿𝑛′𝑛 − 𝑖𝛿𝑗,𝑗𝑅
Γ

𝐸 − 𝐸𝑅 + 𝑖Γ/2
𝑢ℓ′𝑠′𝑛′ 𝑢*ℓ𝑠𝑛 . (3.8.14)
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另外，方程(3.8.10)现在变为 ∑︁

ℓ𝑠𝑛

|𝑢ℓ𝑠𝑛|2 + · · · = 1 (3.8.15)

其中省略号代表任何包含三个或多个粒子态的正定贡献。正如我们将看到的，量|𝑢ℓ𝑠𝑛|2解释了共
振态衰变到不同的可及两体态的分支比。

方程(3.7.12)现在给出了在道𝑛中所有反应的总截面：

𝜎total(𝑛;𝐸) =
𝜋(2𝑗𝑅 + 1)

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

ΓΓ𝑛
(𝐸 − 𝐸𝑅)2 + Γ2/4

， (3.8.16)

其中

Γ𝑛 ≡ Γ
∑︁

ℓ𝑠

|𝑢ℓ𝑠𝑛|2 . (3.8.17)

这是著名的Breit-Wigner单能级公式版本27。我们也能用这些公式计算从初态两体道𝑛到末态两

体道𝑛′的共振散射截面。在方程(3.7.10)中利用方程(3.8.14)给出

𝜎(𝑛→ 𝑛′;𝐸) =
𝜋(2𝑗𝑅 + 1)

𝑘2(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

Γ𝑛Γ𝑛′

(𝐸 − 𝐸𝑅)2 + Γ2/4
. (3.8.18)

这证明了共振态衰变到终态两体道之一𝑛′的几率正比于Γ𝑛′。根据方程(3.8.15)，Γ𝑛的和（包含来

自有三个以上粒子态的贡献）恰好等于总衰变速率Γ，所以我们可以得出结论：Γ𝑛正是共振态衰

变到道𝑛的速率。

在方程(3.8.16)和(3.8.18)中，我们看到特征共振峰在𝐸𝑅处，且宽度（半峰值处的总宽度）

等于衰变速率Γ。（单个Γ𝑛通常称为分宽度。）由于Γ𝑛 ≤ Γ，共振峰处的总截面粗略地被波长平

方，(2𝜋/𝑘)2，所约束。这个规则，即单个共振处的截面粗略地被波长平方所约束，即使在经典

物理中也是适用的（其中能量守恒扮演这里的幺正角色），例如声波与海中泡沫的共振相互作

用，或者引力波与引力波天线的共振相互作用。（在后一种情况中，任何实验室质量通过引力波

辐射来损失它们能量的振荡分支比很小，所以即使在共振峰处截面也远小于波长平方28。）

顺便提一下，通常共振是被探测到的，但能量测量不足以精细到决定它的宽度。在这种情况

下，实验可测的是总截面沿共振峰的积分。对于总截面(3.8.16)，这是

∫︁
𝜎total(𝑛;𝐸)𝑑𝐸 =

2𝜋2(2𝑗𝑅 + 1)Γ𝑛
𝑘2𝑅(2𝑠1 + 1)(2𝑠2 + 1)

. (3.8.19)

这样的实验只能揭示出共振态衰变到初态粒子的分宽度，而不是总宽度或分支比。

当自旋𝑧-分量给定的共振态构成由某些对称群所关联的多重态时，也可使用这个形式体系。

例如，在同位旋对称性被遵守的程度上，对于总同位旋𝑇𝑅的共振，指标𝑟所标记的共振态不仅

包含对角动量𝑧分量𝜎𝑅的指定，还包含对同位旋3-分量𝑡𝑅的指定，其取值−𝑇𝑅,−𝑇𝑅 + 1, · · ·𝑇𝑅。
在这种情况下，之上对于总截面和分截面的结果没有变化，这是因为每个两体道𝑛有两个粒子

同位旋𝑧-分量明确的值𝑡1, 𝑡2，因而仅能与𝑡𝑅为值𝑡1 + 𝑡2的共振态耦合。这里的分宽度Γ𝑛仅通过因

子𝐶𝑇1,𝑇2(𝑇𝑅, 𝑡𝑅; 𝑡1, 𝑡2)
2与𝑡1和𝑡2相关。

共振的存在体现在共振附近相移的特征行为。回到普遍公式(3.8.11)（但仍令S0 = 1），从

方程(3.8.10)中，我们看到对于每一单独的共振态𝑟，存在S𝑁 ′𝑁 (𝐸)的本征矢𝑢
(𝑟)
𝑁 ，其本征值为

exp(2𝑖𝛿(𝑟)(𝐸)) = 1− 𝑖
Γ

𝐸 − 𝐸𝑅 + 𝑖Γ/2
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或者另一种形式，

tan 𝛿(𝑟)(𝐸) = − Γ/2

𝐸 − 𝐸𝑅
. (3.8.20)

我们看到在围绕共振能量的Γ阶能量范围之外，“本征相位”𝛿(𝑟)(𝐸)从共振之下的值𝜈𝜋（𝜈是一整

数）跳到共振之上的值(𝜈 + 1)𝜋。然而，为了用这个结果对反应速率进行讨论，我们需要知道本

征矢𝑢
(𝑟)
𝑁 ，然而一般而言，其分量有任意个动量、自旋和种类不同的粒子。

当处在某个特定道𝑁中的粒子被禁止（通常由于守恒率）跃迁到任意其它的道时，这些结

果在这些特殊情况下有用的多。在这个假定下，不难将非共振背景散射矩阵S0包含进普遍结

果(3.8.11)中。为了使S𝑁 ′𝑁对于某些特殊的𝑁以及所有的𝑁
′ ̸= 𝑁为零，S0𝑁 ′𝑁同样是这样是必

须的，并且对于任何𝑢
(𝑟)
𝑁 ̸= 0的𝑟，𝑢

(𝑟)
𝑁 ′也是如此。那么，幺正性要求(3.8.5)要求对于这个𝑁

S0𝑁 ′𝑁 = exp(2𝑖𝛿0𝑁 )𝛿𝑁 ′𝑁

而方程(3.8.10)要求

𝑢
(𝑟)*
𝑁 𝑢

(𝑠)
𝑁 = 𝛿𝑟𝑠 ，

使得方程(3.8.11)中只有一项𝑟，其𝑢𝑟𝑁 ̸= 0。在这种情况下，方程(3.8.11)给出

S𝑁 ′𝑁 (𝐸) = 𝛿𝑁 ′𝑁

[︂
1− 𝑖Γ

𝐸 − 𝐸𝑅 + 𝑖Γ/2

]︂
exp(2𝑖𝛿0𝑁 )

≡ 𝛿𝑁 ′𝑁 exp(2𝑖𝛿𝑁 (𝐸))

以及总相移

𝛿𝑁 (𝐸) = 𝛿0𝑁 − arctan

(︂
Γ/2

𝐸 − 𝐸𝑅

)︂
. (3.8.21)

我们看到在围绕共振能量𝐸𝑅的Γ阶能量范围之外，相移𝛿𝑁 (𝐸)从共振之下的值𝛿0𝑁跳到共振之上

的值𝛿0𝑁 + 𝜋。例如，我们在上一节所看到的，在不同的两体反应中，诸如𝜋介子-𝜋介子和𝜋介

子-核子在能量低于产生额外𝜋介子的阈值时的散射，这些假定是满足的，其中𝑁兼容总角动量和

轨道角动量𝑗, ℓ（对于𝜋介子-𝜋介子散射，𝑗 = ℓ），以及总角动量的𝑧-分量𝜎，总的同位旋𝑇和它

的3-分量𝑡。Wigner-Eckart定理允许相移依赖于𝑗, ℓ,以及𝑇，而不依赖于𝑡或𝜎。在这些道中有一些

著名的共振：在𝜋介子-𝜋介子散射中，在770Mev处有一共振，称为𝜌，其𝑗 = ℓ = 1, 𝑇 = 1,且Γ =

150Mev；在𝜋介子-核子散射中，在1232Mev处有一共振，称为Δ，其𝑗 = 3
2 , ℓ = 1, 𝑇 = 3

2 ,且Γ =

110至120Mev。

对方程(3.7.12)或方程(3.7.18)的考察显示了，当共振相移穿过𝜋/2（或𝜋/2的奇数倍），总截

面到达峰值。非共振相移一般相当小，所以正如我们之前所看到的，当相移𝛿ℓ穿过𝜋/2，𝜎total在

能量接近𝐸𝑅的地方会显示出一个尖锐的峰。然而，有时非共振背景相移𝛿0𝑁接近𝜋/2，在这种

情况下，当相移经由𝜋升至𝐸𝑅附近，截面会显示出一个大幅下降，这是由于共振背景振幅与

非共振背景振幅之间的相消干涉。这样的下降首次由Ramsauer（冉绍耳）和Townsend（汤森

德）29在1972年观测到，是在电子在惰性气体原子上的散射中看到的。
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直到现在，我们并没有过多的讨论哈密顿量算符𝐻的细致结构。通过给出有任意个粒子的态

之间该算符的矩阵元，我们可以定义它。等价地，正如我们所要呈现的，任何这样的算符可以表

达为特定算符的函数，这些特定算符产生或湮灭单个的粒子。我们在第1章看到，这样的产生湮

灭算符首先是在量子力学早期，电磁场和其它场的正则量子化中遇到的。对于那些能够产生或湮

灭光子以及有质量粒子的理论，它们提供了一个自然的形式体系，这样的理论始于20世纪30年代

早期Fermi的𝛽-衰变理论。

然而，用产生和湮灭算符构建哈密顿量有一深层次原因，尽管这超出了量子化类似电磁场

这样预先存在的场的需要，并与粒子是否真的能够被产生或消灭无关。这一形式体系的巨大优

点是，如果我们将哈密顿量表达成产生和湮灭算符之积的和，并有一个不奇异的恰当系数，那

么𝑆-矩阵将满足一个关键的物理要求，集团分解原理1，这个原理实际上是说相距甚远的实验所

产生的结果是不相关的。诚然，正是由于这个原因，产生和湮灭算符的形式体系才广泛应用在非

相对论量子统计力学中，其中粒子数一般是固定的。在相对论量子理论中，集团分解原理在使场

论是必然中充当了关键部分。曾有很多尝试，公式化一个相对论不变理论却不用定域场论，对于

两体散射，确实可能构建出一个非场论的理论却依旧得出一个Lorentz不变的𝑆-矩阵2，但是这样

的努力总在超过两个粒子的区域陷入困境：要么3-粒子的𝑆-矩阵不是Lorentz不变的，要么它违

反了集团分解原理。

在本章中，我们将首先讨论包含任意个玻色子和费米子态的基，然后定义产生湮灭算符，最

后展示它们是怎样帮助构建哈密顿量，而这个哈密顿量产生的𝑆-矩阵是满足集团分解条件的。

4.1 玻色子与费米子

物理态的Hilbert空间是由包含0, 1, 2, · · ·个自由粒子的态张开的。它们可以是自由粒子态，
亦或“入”态，亦或“出”态；明确起见，我们在这里使用自由粒子态Φp1 𝜎1 𝑛1,p2 𝜎2 𝑛2,···，但是我们

的所有结果等价地适用于“入”态或“出”态。像以往一样，𝜎标记自旋𝑧-分量（对于有质量粒子则

是螺度），而𝑛标记粒子种类。

我们现在必须研究第3章所忽略的东西；这些态的对称性。据我们所知，所有的粒子不是玻

色子就是费米子，差异是：一个态在两个全同玻色子的交换下不变，而在两个全同费米子的交换

下差一个符号。即

Φ···p𝜎 𝑛 ···p′ 𝜎′ 𝑛 ··· = ±Φ···p′ 𝜎′ 𝑛 ···p𝜎 𝑛 ··· (4.1.1)

如果𝑛是一个玻色子则是正号，是费米子则是负号，而省略号代表可以出现在该态中的其它粒

子。（等价地，这可以陈述为“波函数”上的条件，即物理允许态矢中这些多粒子基矢的系数。）

这两种情况通常指代为玻色或费米“统计”。在下一章我们将看到，对于整数自旋自旋或半整数自

旋的粒子，玻色统计和费米统计相应是唯一的可能，但在本章中我们不需要这个信息。在本节，

119
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我们的讨论不是很严格，所有的粒子都必须是玻色子或费米子，并且所设立的归一化条件是针对

多玻色子态或多费米子态。

首先注意到，如果两个粒子分别有动量和自旋p, 𝜎以及p′, 𝜎′，而属于同一种类𝑛，那么态

矢Φ···p𝜎 𝑛 ···p′ 𝜎′ 𝑛 ···与Φ···p′ 𝜎′ 𝑛 ···p𝜎 𝑛 ···代表同一物理态；如果不是这种情况，粒子可以通过在态

矢标记中的序列被区分出来，首先列出来的与其次列出来的不是等同的。既然两个态矢在物理上

是不可区分的，它们必属于同一射线，因而

Φ···p𝜎 𝑛 ···p′ 𝜎′ 𝑛 ··· = 𝛼𝑛Φ···p′ 𝜎′ 𝑛 ···p𝜎 𝑛 ··· ， (4.1.2)

其中𝛼𝑛是绝对值为1的复数。我们可以认为这是所谓全同粒子定义的一部分。

问题的关键是决定相因子𝛼𝑛取决于什么。如果它仅仅依赖与种类指标𝑛，那么我们已经近乎

完成了。在方程(4.1.2)中再一次交换两个粒子，我们发现

Φ···p𝜎 𝑛 ···p′ 𝜎′ 𝑛 ··· = 𝛼2
𝑛Φ···p𝜎 𝑛 ···p′ 𝜎′ 𝑛 ···

这使得𝛼2
𝑛 = 1，表明方程(4.1.1)正是唯一的两种可能性。

𝛼𝑛还能依赖于什么呢？它可能依赖于态中其它粒子的数目与种类（由方程(4.1.1)和(4.1.2)中

的省略号所标记），但是这会导致一个糟糕的结果，这里在地球上的态矢在粒子交换下的对称

性可能依赖于宇宙别处粒子的存在。这类被集团分解原理所排除的事情将在本章稍后讨论。相

位𝛼𝑛不能与被交换粒子的自旋有任何不平庸的关系，这是因为，如果这样，那么这些自旋相关

的相位因子将构成旋转群的一个表示，而三维旋转群的非平庸表示没有一个是一维的——即，

相位因子。不难想到相位𝛼𝑛可能依赖于所交换的两粒子的动量，但是Lorentz不变性要求𝛼𝑛仅依

赖于标量𝑝𝜇1𝑝2𝜇；这是在粒子1和粒子2交换下的对称性，因而这类不改变幅角的依赖性将导致结

论𝛼2
𝑛 = 1。

之上讨论的逻辑破绽是（尽管我们的符号掩盖了事实）态Φp1 𝜎1 𝑛1,p2 𝜎2 𝑛2,···可能携带一个依

赖于路径的相位因子，这一路径处在动量空间中将粒子动量带至值p1,p2,等。在该情况下，两次

两个粒子的交换也许会通过一个相位因子改变态，使得𝛼2
𝑛 ̸= 1。在9.7节我们将看到二维空间中

这是一种真实的可能性，对于三维及其以上的空间则不是。

交换属于不同种类的粒子会怎样呢？如果我们想，我们可以通过从起初标记态矢时，先排列

所有光子动量和螺度，然后再排列所有电子动量和自旋𝑧-分量，一直做下去直到经过所有的基本

粒子类型，通过这一方法我们可以避免这一问题。或者，我们可以允许粒子指标以任何次序出

现，并定义粒子指标顺序任意的态矢等价为粒子指标是某种标准排序的态矢乘以相因子，这个相

因子对所交换的两个不同种类粒子的依赖关系是什么都行。为了处理类似同位旋这样与不同种类

的粒子相关的对称性，采取如下推广方程(4.1.1)的约定是方便的：在任何情况下，无论粒子的种

类是否相同，态矢将取为，在任意玻色子之间的交换换下，或者在任意玻色子与任意费米子之间

的交换下是对称的，而在任意两个费米子之间的交换下是反对称的*。

这些态归一化的定义必须与那些对称性条件一致。为了节省书面，我们将使用一个指标𝑞标

记一个单粒子的所有量子数：它的动量p，自旋𝑧-分量（或者，针对有质量粒子的螺度）𝜎，以

*事实上，由于相同的原因，在种类相同但螺度或者自旋𝑧-分量不同的粒子的交换下，态矢的对称性或反对称性是

一个纯粹的约定，这是因为从开始我们就可以约定，将螺度为1的光子动量排在第一位，接着是所有螺度为−1的光子

的动量，接着是所有自旋𝑧-分量为+ 1
2
的电子的动量，以此类推。我们采取约定：态矢在自旋𝑧-分量或螺度不同的全

同玻色子或费米子的交换下是对称或反对称的，这是为了方便旋转不变性的使用。
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及种类𝑛。𝑁 -粒子态因而被记为Φ𝑞1···𝑞𝑁。（对于真空态Φ0，𝑁 = 0。）对于𝑁 = 0以及𝑁 = 1，

对称性问题不存在：这时我们有

(Φ0,Φ0) = 1 (4.1.3)

以及 (︀
Φ𝑞′ ,Φ𝑞

)︀
= 𝛿(𝑞′ − 𝑞) ， (4.1.4)

其中𝛿(𝑞′ − 𝑞)是粒子量子数的所有𝛿-函数与克罗内克𝛿-符号的乘积，

𝛿(𝑞′ − 𝑞) ≡ 𝛿3(p′ − p)𝛿𝜎′𝜎𝛿𝑛′𝑛 . (4.1.5)

另一方面，对于𝑁 = 2，态Φ𝑞′1𝑞
′
2
与Φ𝑞′2𝑞

′
1
物理上相同，所以在这里我们必须取

(︁
Φ𝑞′1𝑞

′
2
,Φ𝑞1𝑞2

)︁
= 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝛿(𝑞

′
2 − 𝑞2)± 𝛿(𝑞′2 − 𝑞1)𝛿(𝑞

′
1 − 𝑞2) (4.1.6)

符号±是，如果所有的粒子是费米子则是−号，否则是+号。这显然与之上所陈述的态的对称性

一致。更普遍地，
(︁
Φ𝑞′1𝑞

′
2···𝑞′𝑀 ,Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁

)︁
= 𝛿𝑁𝑀

∑︁

P

𝛿P
∏︁

𝑖

𝛿(𝑞𝑖 − 𝑞′P𝑖) . (4.1.7)

这里是对整数1, 2, · · · , 𝑁的所有置换P求和。（例如，在方程(4.1.6)中的第一项，P是其本

身，P1 = 1,P2 = 2，而在第二项P1 = 2,P2 = 1。）另外，𝛿P是一符号因子，如果P包含费

米子的一个奇置换（奇数次的费米子交换）则等于−1，否则等于+1。很容易看到，在𝑞𝑖的交换

下，或者在𝑞′𝑗的交换下，方程(4.1.7)有着所需的对称性质和反对称性质。

4.2 产生和湮灭算符

产生和湮灭算符的定义形式可以是它们在上节所讨论的归一化多粒子态上的效应。产生算

符𝑎†(𝑞)（或者更详细些，𝑎†(p, 𝜎, 𝑛)）定义为在态的粒子排列的前面增加一个粒子的算符，该粒

子的量子数为𝑞

𝑎†(𝑞)Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁 ≡ Φ𝑞𝑞1𝑞2···𝑞𝑁 . (4.2.1)

特别地，通过用𝑁个产生算符作用在真空态上可以获得𝑁 -粒子态

𝑎†(𝑞1)𝑎
†(𝑞2) · · · 𝑎†(𝑞𝑁 )Φ0 = Φ𝑞1···𝑞𝑁 . (4.2.2)

习惯称这个算符为𝑎†(𝑞)；它的共轭，写为𝑎(𝑞)，可以从方程(4.1.7)中计算出来。正如我们现

在所要显示的，𝑎(𝑞)从它所作用的态中移除一个粒子，因而被称为湮灭算符。特别地，当粒

子𝑞𝑞1 · · · 𝑞𝑁全是玻色子或全是费米子时，我们有

𝑎(𝑞)Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁 =
𝑁∑︁

𝑟=1

(±)𝑟+1𝛿(𝑞 − 𝑞𝑟)Φ𝑞1···𝑞𝑟−1𝑞𝑟+1···𝑞𝑁 ， (4.2.3)

其中，对于玻色子或费米子分别是+1或−1。（下面是证明。我们希望计算𝑎(𝑞)Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁与任意

态Φ𝑞′1···𝑞′𝑀的标量积。利用方程(4.2.1)，其是

(︁
Φ𝑞′1···𝑞′𝑀 , 𝑎(𝑞)Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁

)︁
≡
(︁
𝑎†(𝑞)Φ𝑞′1···𝑞′𝑀 ,Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁

)︁
=
(︁
Φ𝑞𝑞′1···𝑞′𝑀 ,Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁

)︁
.
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我们现在使用方程(4.1.7)，对1, 2, · · · , 𝑁的置换的求和可以写为对被置换到第一个位置上的整
数𝑟的求和，即P = 1，和对剩余整数1, · · · , 𝑟 − 1, 𝑟 + 1, · · · , 𝑁到1, · · · , 𝑁 − 1的映射P̄求和。更

进一步，符号因子是

𝛿P = (±)𝑟−1𝛿P̄

其中，对于玻色子和费米子分别是正号和负号。因此使用方程(4.1.7)两次，

(︁
Φ𝑞′1···𝑞′𝑀 , 𝑎(𝑞)Φ𝑞1𝑞2···𝑞𝑁

)︁
= 𝛿𝑁,𝑀+1

×
𝑁∑︁

𝑟=1

∑︁

P̄

(±)𝑟−1𝛿P̄𝛿(𝑞 − 𝑞𝑟)

𝑀∏︁

𝑖=1

𝛿(𝑞′𝑖 − 𝑞P𝑖)

= 𝛿𝑁,𝑀+1

𝑁∑︁

𝑟=1

(±)𝑟−1𝛿(𝑞 − 𝑞𝑟)
(︁
Φ𝑞′1···𝑞′𝑀 ,Φ𝑞1···𝑞𝑟−1𝑞𝑟+1···𝑞𝑁

)︁
.

因此，方程(4.2.3)的两边与任意的态Φ𝑞′1···𝑞′𝑀有相同的矩阵元，因而是相等的，这正是所要证明

的。）作为方程(4.2.3)的一种特殊情况，我们注意到对于玻色子和费米子，𝑎(𝑞)均湮灭真空

𝑎(𝑞)Φ0 = 0 . (4.2.4)

正如这里所定义的，产生算符和湮灭算符满足一个重要的对易或反对易关系。应用算

符𝑎(𝑞′)于方程(4.2.1)并利用方程(4.2.3)给出

𝑎(𝑞′)𝑎†(𝑞)Φ𝑞1···𝑞𝑁 = 𝛿(𝑞′ − 𝑞)Φ𝑞1···𝑞𝑁

+

𝑁∑︁

𝑟=1

(±)𝑟+2 𝛿(𝑞′ − 𝑞𝑟)Φ𝑞𝑞1···𝑞𝑟−1𝑞𝑟+1···𝑞𝑁 .

（因为𝑞𝑟处在Φ𝑞𝑞1···𝑞𝑁中的第𝑟 + 1个位置，所以第二项中的符号是(±)𝑟+2。）另一方面，将算符

应用于方程(4.2.3)给出

𝑎†(𝑞)𝑎(𝑞′)Φ𝑞1···𝑞𝑁 =
𝑁∑︁

𝑟=1

(±)𝑟+1 𝛿(𝑞′ − 𝑞𝑟)Φ𝑞𝑞1···𝑞𝑟−1𝑞𝑟+1···𝑞𝑁 .

相减或相加，那么我们有

[︁
𝑎(𝑞′)𝑎†(𝑞)∓ 𝑎†(𝑞)𝑎(𝑞′)

]︁
Φ𝑞1···𝑞𝑁 = 𝛿(𝑞′ − 𝑞)Φ𝑞1···𝑞𝑁 .

这对所有的态Φ𝑞1···𝑞𝑁均成立（并且很容易看到对于既包含玻色子又包含费米子的态也成立），

因而暗示着算符关系

𝑎(𝑞′)𝑎†(𝑞)∓ 𝑎†(𝑞)𝑎(𝑞′) = 𝛿(𝑞′ − 𝑞) . (4.2.5)

另外，方程(4.2.2)立即给出

𝑎†(𝑞′)𝑎†(𝑞)∓ 𝑎†(𝑞)𝑎†(𝑞′) = 0 (4.2.6)

以及

𝑎(𝑞′)𝑎(𝑞)∓ 𝑎(𝑞)𝑎(𝑞′) = 0 . (4.2.7)
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一如往常，上面的符号和下面的符号分别应用于玻色子和费米子。根据上一节所讨论的约定。对

于两个不同种类的粒子，如果有一个粒子是玻色子，那么产生算符和/或湮灭算符对易，如果均

是费米子则反对易。

之上的讨论可以以逆序呈现（在大多数教科书中通常是这样的）。即，我们可以从对易或反

对易关系——方程(4.2.5)—(4.2.7)出发，从某些给定场论的正则量子化导出。那么，多粒子态将

由方程(4.2.2)定义，并且，从对易或反对易关系导出它们的标量积——方程(4.1.7)。事实上，正

如第1章所讨论的，这样的处理更接近历史发展的形式体系。我们在这里沿着非历史的途径是因

为我们想摆脱对预先存在的场论的依赖，而更希望理解场论为什么是它们所呈现的形式。

我们现在要证明本章开头所引述的基本定理：任何算符O可以表示为产生和湮灭算符之积的

和

O =

∞∑︁

𝑁=0

∞∑︁

𝑀=0

∫︁
𝑑𝑞′1 · · · 𝑑𝑞′𝑁𝑑𝑞1 · · · 𝑑𝑞𝑀

× 𝑎†(𝑞′1) · · · 𝑎†(𝑞′𝑁 )𝑎(𝑞𝑀 )𝑎(𝑞1)

× 𝐶𝑁𝑀 (𝑞′1 · · · 𝑞′𝑁𝑞1 · · · 𝑞𝑀 ) . (4.2.8)

即，我们希望证明对系数𝐶𝑁𝑀的选择可以给予表达式的矩阵元以任意所需的值。我们通过数学

归纳法实现它。首先，很平庸地，不考虑𝑁 > 0和/或𝑀 > 0的𝐶𝑁𝑀的值，通过合适的选择𝐶00，

我们可以给(Φ0,OΦ0)任何所需的值。仅需方程(4.2.4)，我们看到方程(4.2.8)有真空期望值

(Φ0,OΦ0) = 𝐶00 .

现在假定，若𝑁 < 𝐿,𝑀 ≤ 𝐾或𝑁 ≤ 𝐿,𝑀 < 𝐾，对于所有𝑁 -粒子态和𝑀 -粒子态之间O的矩阵

元，这也是成立的；即，通过对相应系数𝐶𝑁𝑀的合适选择，已经赋予了这些矩阵元一些所需

的值。为了看到，如果这样，那么对于任何𝐿-粒子态和𝐾-粒子态之积O的矩阵元，这也是正确

的，利用方程(4.2.8)计算

(︁
Φ𝑞′1···𝑞′𝐿 ,OΦ𝑞1···𝑞𝐾

)︁
= 𝐿!𝐾!𝐶𝐿𝐾(𝑞′1 · · · 𝑞′𝐿𝑞1 · · · 𝑞𝐾)

+包含𝐶𝑁𝑀的项，其中𝑁 < 𝐿,𝑀 ≤ 𝐾或𝑁 ≤ 𝐿,𝑀 < 𝐾 .

无论给了𝑁 < 𝐿,𝑀 ≤ 𝐾或𝑁 ≤ 𝐿,𝑀 < 𝐾的𝐶𝑁𝑀什么值，显然存在一些𝐶𝐿𝐾的选择，其给出这

个矩阵元任何所需的值。

当然，一个算符不需要一定以(4.2.8)中的形式表示，其中所有的产生算符处在所有湮灭算符

的左边。（这通常称为该算符的“规范”序列。）然而，如果对于某些算符，这个公式以某种不同

的方式排列产生和湮灭算符，通过重复使用对易或反对易关系，从方程(4.2.5)中的𝛿-函数挑出新

的项，我们总可以将产生算符放至湮灭算符的左边。

例如，考察任何形式的加法算符𝐹（像动量，荷，等），其有

𝐹Φ𝑞1···𝑞𝑁 = (𝑓(𝑞1) + · · · 𝑓(𝑞𝑁 ))Φ𝑞1···𝑞𝑁 . (4.2.9)

这样的算符可以写成方程(4.2.8)中那样，但仅使用𝑁 =𝑀 = 1的项即可：

𝐹 =

∫︁
𝑑𝑞 𝑎†(𝑞)𝑎(𝑞)𝑓(𝑞) . (4.2.10)
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特别地，自由粒子哈密顿量总是

𝐻0 =

∫︁
𝑑𝑞 𝑎†(𝑞)𝑎(𝑞)𝐸(𝑞) (4.2.11)

其中𝐸(𝑞)是单粒子能量𝜎

𝐸(p, 𝜎, 𝑛) =
√︀

p2 +𝑚2
𝑛 .

对于不同的对称性，我们将需要产生算符和湮灭算符的变换性质。首先，考察非齐次固有正

时Lorentz变换。回忆𝑁 -粒子态所有的Lorentz变换性质

𝑈0(Λ, 𝛼)Φp1𝜎1𝑛1,p2𝜎2𝑛2,··· = 𝑒−𝑖(Λ𝑝1)·𝛼𝑒−𝑖(Λ𝑝2)·𝛼

· · ·
√︃

(Λ𝑝1)0(Λ𝑝2)0 · · ·
𝑝01𝑝

0
2 · · ·

×
∑︁

�̄�1�̄�2

𝐷
(𝑗1)
�̄�1𝜎1

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝1)

)︁
𝐷

(𝑗2)
�̄�2𝜎2

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝2)

)︁

· · ·Φp1Λ�̄�1𝑛1,p2Λ�̄�2𝑛2,··· .

这里的pΛ是Λ𝑝的3-矢部分，𝐷
(𝑗)
�̄�𝜎 (𝑅)是2.5节所使用的三维旋转群的自旋-𝑗幺正表示，而𝑊 (Λ, 𝑝)是

特定旋转

𝑊 (Λ, 𝑝) ≡ 𝐿−1(Λ𝑝)Λ𝐿(𝑝) ，

其中𝐿(𝑝)是使质量为𝑚的粒子从静止到4-动量𝑝𝜇的标准“推动”。（当然，𝑚和𝑗依赖于种类指

标𝑛。对于𝑚 ̸= 0，这是全部；在下一章我们将回到无质量粒子的情况。）现在，这些态可以像

方程(4.2.2)中那样表示

Φp1𝜎1𝑛1,p2𝜎2𝑛2,··· = 𝑎†(p1𝜎1𝑛1)𝑎
†(p2𝜎2𝑛2) · · ·Φ0 ，

其中Φ0是Lorentz不变真空态

𝑈0(Λ, 𝑎)Φ0 = Φ0 .

为了使态(4.2.2)正确的变换，产生算符有如下充要的变换规则

𝑈0(Λ, 𝑎)𝑎
†(p𝜎𝑛)𝑈−1

0 (Λ, 𝑎) = 𝑒−𝑖(Λ𝑝)·𝛼
√︀

(Λ𝑝)0/𝑝0

×
∑︁

�̄�

𝐷
(𝑗)
�̄�𝜎

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝)

)︁
𝑎†(pΛ �̄� 𝑛) . (4.2.12)

以同样的方式，引起自由粒子态*上的荷共轭变换，空间反演变换以及时间反演变换的算

符C，P和T，对产生算符的变换是：

C𝑎†(p𝜎 𝑛)C−1 = 𝜉𝑛𝑎
†(p𝜎 𝑛𝑐) ， (4.2.13)

P𝑎†(p𝜎 𝑛)P−1 = 𝜂𝑛𝑎
†(−p𝜎 𝑛) ， (4.2.14)

*我们省略了这些算符的下标“0”，这是因为在所有C，P和/或T守恒的实际情况中，在“入”态和“出”态上引起这些

变换的算符与那些通过在自由态上的作用所定义的算符是相同的。对于连续Lorentz变换不是这种情况，因而有必要

区分算符𝑈(Λ, 𝑎)和𝑈0(Λ, 𝑎)。
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T𝑎†(p𝜎 𝑛)T−1 = 𝜁𝑛(−1)𝑗−𝜎𝑎†(−p − 𝜎 𝑛) ， (4.2.15)

正如上一节所提及的，尽管我们所处理的算符是产生和湮灭自由态中的粒子，但正个形式体系可

以应用于“入”态和“出”态，在这种情况下，我们将引入算符𝑎in与𝑎out，其通过它们在这些态上的

作用以相同的方式定义。这些算符满足类似方程()的Lorentz变换规则，但用真正的Lorentz变换

算符𝑈(Λ, 𝑎)替换自由粒子算符𝑈0(Λ, 𝑎)。

4.3 集团分解和连接振幅

空间距离充分远的实验结果不相关，这是物理（诚然，也是所有科学）的基本原理之一。

在Fermilab（费米实验室）所测量的各种碰撞的几率不应与CERN在该时刻所做的实验相关。如

果这个原理不成立，那么在不知道宇宙所有详情的情况下，我们无法对任何实验做出预测。

在𝑆-矩阵理论中，集团分解原理陈述为，如果在N 个相距甚远的实验室中研究多粒子过

程𝛼1 → 𝛽1, 𝛼2 → 𝛽2, · · · , 𝛼N → 𝛽N ，那么全部过程的𝑆-矩阵元可因式分解。即
*，如果对于所

有的𝑖 ̸= 𝑗，态𝛼𝑖和𝛽𝑖中的所有粒子与态𝛼𝑗和𝛽𝑗中的所有粒子相距甚远，那么

𝑆𝛽1+𝛽2+···+𝛽N , 𝛼1+𝛼2+···+𝛼N
→ 𝑆𝛽1𝛼1 𝑆𝛽2𝛼2 · · ·𝑆𝛽N 𝛼N

. (4.3.1)

𝑆-矩阵元的这个因式分解将保证相应跃迁几率的因式分解，这对应于实验结果不相关。

有一组合学技巧使得我们可以以更明显的形式重写方程(4.3.1)。假定我们定义𝑆-矩阵的连接

部分，𝑆C
𝛽𝛼，为如下公式

**

𝑆𝛽𝛼 =
∑︁

PART

(±)𝑆C
𝛽1𝛼1

𝑆C
𝛽2𝛼2

· · · . (4.3.2)

这里的求和是对将态𝛼中的粒子分割进不同集团𝛼1, 𝛼2, · · ·的不同方法的求和，同样也要对将
态𝛽中的粒子分割进不同集团𝛽1, 𝛽2, · · ·的不同方法求和，其中，不计入对集团内部粒子的重排以
及对整个集团的置换+号和−号分别是根据重排𝛼 → 𝛼1𝛼2 · · ·和𝛽 → 𝛽1𝛽2 · · ·是包含偶数次的费
米子交换还是奇数次的费米子交换。这里使用“连接”是因为𝑆C

𝛽𝛼的图形解释，每个图在微扰论中

表示不同的贡献，这将在下一节讨论。

这是一个递推定义。对于每个𝛼和𝛽，方程(4.3.2)右边的求和包含𝑆C
𝛽𝛼，加上对两个或多

个𝑆C-矩阵元乘积的求和Σ′，这个求和中每个𝛼𝑗态和𝛽𝑗态中的粒子总数少于态𝛼和𝛽中的粒子数

𝑆𝛽𝛼 = 𝑆C
𝛽𝛼 +

∑︁

PART

′ (±)𝑆C
𝛽1𝛼1

𝑆C
𝛽2𝛼2

· · · .

*我们在这里回到了第3章所使用的记法；希腊字母𝛼或𝛽代表粒子的集合，其中包括对每一粒子的动量，自旋以及

种类的指定。另外，𝛼1 + 𝛼2 + · · · + 𝛼N是结合态𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼N中所有粒子形成的态，对于𝛽1 + 𝛽2 + · · · + 𝛽N同

样如此。
**在经典统计力学中，Ursell（尤舍尔），Mayer（梅耶）和其他人已经使用过这个分解，而在量子统计力学中则

是李政道，杨振宁与其他人3。它也被Goldstone（戈德斯通）4和Hugenholte（胡根霍兹）5用来计算多体基态的能

量。在所有的这些应用中，分离出Green函数，配分函数，预解等的连接部分的目的是，是客体对体积的依赖关系变

得简单。这对于我们的目的也是显著的，这是因为，正如我们将看到的，𝑆-矩阵连接部分的关键性质是它们正比于单

动量守恒𝛿-函数，而在一个盒子中，这个𝛿-函数变成克罗内克𝛿-符号乘以盒子体积。集团分解也是噪声理论6中将几个

随机变量的关联函数分解成它的“累积量”所用的形式方法；如果随机变量接受了大量的𝑁个独立涨落的贡献，那么每

个累积量正比于𝑁。
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假定对求和中𝑆C-矩阵元的选择，使得方程(4.3.2)对于总共所包含的粒子数少于𝑁的态𝛽, 𝛼成

立。那么以这种方式，无论发现求和Σ′中的𝑆-矩阵元取何值，我们总能选择剩余项𝑆C
𝛽𝛼，使得方

程(4.3.2)对于总共所包含的粒子数为𝑁的态𝛼, 𝛽成立†。因此方程(4.3.2)本身不包含任何信息；它

仅是𝑆C的定义。

如果态𝛼和𝛽均由一个粒子组成，称其分别有量子数𝑞和𝑞′，那么方程(4.3.2)右边仅有一项，

即𝑆C
𝛽𝛼本身，所以对于单粒子态

𝑆C
𝑞′𝑞 ≡ 𝑆𝑞′𝑞 = 𝛿(𝑞′ − 𝑞) . (4.3.3)

（排除了可能的发散，𝑆𝑞′𝑞正比于𝛿(𝑞
′ − 𝑞)是源于守恒率。方程(4.3.3)中没有比例因子是基

于“入”态和“出”态相关相位的合适选择。）我们在这里假定单粒子态是稳定的，这使得单粒子态

无法跃迁到任何其它态，诸如真空。

对于2-粒子态之间的跃迁，方程(4.3.2)变为

𝑆𝑞′1𝑞′2,𝑞1𝑞2 = 𝑆C
𝑞′1𝑞

′
2,𝑞1𝑞2

+ 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝛿(𝑞
′
2 − 𝑞2)± 𝛿(𝑞′1 − 𝑞2)𝛿(𝑞

′
2 − 𝑞1) . (4.3.4)

（这里我们使用了方程(4.3.3)。）如果两个粒子都是费米子，符号±是−，否则是+。我们看出

两个𝛿-函数项加起来就是范数(4.1.6)，所以这里的𝑆C
𝛽𝛼就是(𝑆 − 1)𝛽𝛼。但是普遍情况更加复杂。

对于3-粒子态或4-粒子态之间的跃迁，方程(4.3.2)变为

𝑆𝑞′1𝑞′2𝑞′3,𝑞1𝑞2𝑞3 = 𝑆C
𝑞′1𝑞

′
2𝑞

′
3,𝑞1𝑞2𝑞3

+ 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝑆
C
𝑞′2𝑞

′
3,𝑞2𝑞3

±置换

+ 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝛿(𝑞
′
2 − 𝑞2)𝛿(𝑞

′
3 − 𝑞3)±置换 (4.3.5)

以及

𝑆𝑞′1𝑞′2𝑞′3𝑞′4,𝑞1𝑞2𝑞3𝑞4 = 𝑆C
𝑞′1𝑞

′
2𝑞

′
3𝑞

′
4,𝑞1𝑞2𝑞3𝑞4

+ 𝑆C
𝑞′1𝑞

′
2,𝑞1𝑞2

𝑆C
𝑞′3𝑞

′
4,𝑞3𝑞4

±置换

+ 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝑆
C
𝑞′2𝑞

′
3𝑞

′
4,𝑞2𝑞3𝑞4

±置换

+ 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝛿(𝑞
′
2 − 𝑞2)𝑆

C
𝑞′3𝑞

′
4,𝑞3𝑞4

±置换

+ 𝛿(𝑞′1 − 𝑞1)𝛿(𝑞
′
2 − 𝑞2)𝛿(𝑞

′
3 − 𝑞3)𝛿(𝑞

′
4 − 𝑞4)±置换. (4.3.6)

（对所有的置换计数，在方程(4.3.5)中总共有1 + 9 + 6 = 16项，而在方程(4.3.6)中总共有1 +

18 + 16 + 72 + 24 = 131项。如果我们没有假定单粒子态是稳定的，将会有更多的项。）正如先

前所解释的，𝑆C
𝛽𝛼的定义是递推的：对于2-粒子态，我们用方程(4.3.4)定义𝑆C

𝛽𝛼，然后，当我们定

义3-粒子态的𝑆C
𝛽𝛼时，我们在方程(4.3.5)中使用这个定义，然后在方程(4.3.6)中使用这两个定义

以获得4-粒子态𝑆C
𝛽𝛼的定义，以此类推。

定义𝑆-矩阵连接部分的关键点是，集团分解原理等价于当态𝛽和/或𝛼中有一个或多个粒子在

空间上远离其它粒子时‡，𝑆C
𝛽𝛼必须为零的要求。为了看到这点，假定态𝛽和𝛼中的粒子被分成了

†这里应该提及专门性。仅当我们忽视方程(4.3.2)中存在一个或多个连接𝑆-矩阵元，其态𝛼𝑗和𝛽𝑗上均无粒子的可

能性，这个讨论才是成立的。因而，我们必须定义连接真空-真空元𝑆C
0,0为零。我们对于真空-真空𝑆-矩阵𝑆0,0不使用

方程(4.3.2)，在没有时变外场的情况下，其定义为1，𝑆0,0 = 1。在卷II中，我们将详细讨论有外场时的真空-真空振

幅。
‡为了给出“远”的含义，我们将不得不对𝑆C

𝛽𝛼做Fourier变换，这使得每个3-动量指标p被空间坐标3-矢x替代。
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集团𝛽1, 𝛽2, · · ·和𝛼1, 𝛼2, · · ·，并且对于𝑖 ̸= 𝑗，集合𝛼𝑖 + 𝛽𝑖中的所有粒子与集合𝛼𝑗 + 𝛽𝑗中的所有粒

子相距甚远。那么，如果当态𝛽′或𝛼′中有任何粒子远离其它粒子时，𝑆C
𝛽′𝛼′为零，则当态中有粒子

处在不同集团时，𝑆C
𝛽′𝛼′为零，所以定义(4.3.2)给出

𝑆𝛽𝛼 →
∑︁(1)

(±)𝑆C
𝛽11𝛼11

𝑆C
𝛽12𝛼12

· · ·
∑︁(2)

(±)𝑆C
𝛽21𝛼21

𝑆C
𝛽22𝛼22

· · · × · · · ， (4.3.7)

其中Σ(𝑗)是对将集团𝛽𝑗和𝛼𝑗分解成子集团𝛽𝑗1, 𝛽𝑗2, · · ·和𝛼𝑗1, 𝛼𝑗2, · · ·的不同方法求和。但是转回方
程(4.3.2)，这正是所需的因式分解性质(4.3.1)。

例如，假定在4-粒子反应1234 → 1′2′3′4′，我们令粒子1, 2, 1′以及2′远离3, 4, 3′以及4′。那么

如果当𝛽和/或𝛼中有任意粒子远离其它粒子时𝑆C
𝛽𝛼为零，方程(4.3.6)中唯一能留下来的项（以一

种更加简略的记法）是

𝑆1′2′3′4′,1234 → 𝑆C
1′2′,12𝑆

C
3′4′,34

+ (𝛿1′1𝛿2′2 ± 𝛿1′2𝛿2′1)𝑆
C
3′4′,34

+ (𝛿3′3𝛿4′4 ± 𝛿3′4𝛿4′3)𝑆
C
1′2′,12

+ (𝛿1′1𝛿2′2 ± 𝛿1′2𝛿2′1)(𝛿3′3𝛿4′4 ± 𝛿3′4𝛿4′3) .

与方程(4.3.4)的比较说明这正是所需的因式分解条件(4.3.1)

𝑆1′2′3′4′,1234 → 𝑆1′2′,12𝑆3′4′,34 .

我们已经在坐标空间中公式化集团分解原理为条件：如果态𝛽或𝛼中有任何粒子远离其它粒

子，则𝑆C
𝛽𝛼为零。在动量空间重新表述ta对于我们来说将是方便的。坐标空间矩阵元定义为一

个Fourier变换

𝑆C
x′
1x

′
2··· ,x1x2··· ≡

∫︁
𝑑3p′

1𝑑
3p′

2 · · · 𝑑3p1𝑑
3p2 · · · 𝑆C

p′
1p

′
2··· ,p1p2···

× 𝑒𝑖p
′
1·x′

1𝑒𝑖p
′
2·x′

2 · · · 𝑒−𝑖p1·x1𝑒−𝑖p2·x2 · · · . (4.3.8)

（我们在这里暂时扔掉紧随在动量指标或坐标指标之后的自旋指标和种类指标。）如

果|𝑆C
p′
1p

′
2··· ,p1p2···|的行为充分好（具体些，是Lebesgue（勒贝格）可积的），那么根据Riemann-

Lebesgue定理7，积分(4.3.8)在空间坐标的任意组合趋于无限大时为零。目前，这当然是一个过

强的要求。平移不变形告诉我们，𝑆-矩阵的连接部分，像𝑆-矩阵本身，可以仅与坐标矢量之差相

关，因而如果所有的𝑥𝑖和𝑥
′
𝑗共同变换而保持差不变，𝑆-矩阵的连接部分却根本不变。这要求在一

个动量基下，𝑆C的矩阵元，像𝑆中的那些一样，必须正比于一个保证动量守恒的3-维𝛿-函数（以

及使|𝑆C
p′
1p

′
2··· ,p1p2···|不Lebesgue可积），和散射理论所要求的能量守恒𝛿-函数。即，我们可以写

出

𝑆C
p′
1p

′
2··· ,p1p2··· = 𝛿3(p′

1 + p′
2 + · · · − p1 − p2 − · · · )

× 𝛿(𝐸′
1 + 𝐸′

2 + · · · − 𝐸1 − 𝐸2 − · · · )𝐶p′
1p

′
2··· ,p1p2··· . (4.3.9)

这是没有问题的：集团分解原理仅要求方程(4.3.8)在某些x𝑖和/或x′
𝑖之差变得很大时为零。然

而，如果方程(4.3.9)中的𝐶本身包含一些额外的3-动量的线性组合的𝛿-函数，那么这个原理将不



· 128 · 第 4章 集团分解原理

被满足。例如，假定𝐶中有一𝛿-函数要求对于粒子的某些子集，p′
𝑖和−p𝑗之和为零。那么，如果

对于该子集中的粒子，x′
𝑖和−x𝑗共同运动（差不变）以致远离所有其它的x′

𝑘和xℓ，方程(4.3.8)不

变，这与集团分解原理相矛盾。那么，粗略地讲，集团分解原理就是说：不像S -矩阵本身,S -矩

阵的连接部分仅包含单个动量守恒𝛿-函数。

为了使它精确些，我们可以说方程(4.3.9)中的系数函数𝐶p′
1p

′
2··· ,p1p2···是它动量指标的光

滑函数。但是，怎样光滑？最直接的做法就是要求𝐶p′
1p

′
2··· ,p1p2···在所有p′

1 = p′
2 = · · · =

p1 = p2 = · · · = 0的动量处解析。当x和x′中的一个与其它的x和x′相距神，这个要求确实保

证𝑆C
x′
1x

′
2··· ,x1x2···以指数速度为零。然而，𝑆

C的指数衰减不是集团分解原理的显著部分，事实上，

解析性的要求在所有理论中都没有遇到。最值得注意的是，在有无质量粒子的理论中，𝑆C可以

在一定的p和p′值处有极点。例如，我们将在第10章看到，如果在跃迁1 → 3中发射一个无质量

粒子，而在跃迁2 → 4中吸收它，那么𝑆C
34,12将有一项正比于1/(𝑝1 − 𝑝3)

2。在Fourier变换后，这

样的极点在𝑆C
x′
1x

′
2··· ,x1x2···中所产生的项仅以坐标之差的负幂次衰减

1。这里没有必要如此严格地

公式化集团分解原理以排除这样的行为。因此𝑆C上的“光滑”条件应该理解为，在一定的p和p′值

处允许各种极点以及分支切割，但不允许充当𝛿-函数的奇异性。

4.4 相互作用的结构

我们现在问，什么样的哈密顿量会产生满足集团分解原理的𝑆-矩阵？这里正是产生和湮灭算

符的形式体系的用武之地。答案被包含在如下的定理中，𝑆-矩阵满足集团分解原理当（并且据我

所知，仅当）哈密顿量可以表示成方程(4.2.8)中那样：

𝐻 =
∞∑︁

𝑁=0

∞∑︁

𝑀=0

∫︁
𝑑𝑞′1 · · · 𝑑𝑞′𝑁 𝑑𝑞1 · · · 𝑑𝑞𝑀

× 𝑎†(𝑞′1) · · · 𝑎†(𝑞′𝑁 )𝑎(𝑞𝑀 ) · · · 𝑎(𝑞1)
× ℎ𝑁𝑀 (𝑞′1 · · · 𝑞′𝑁 , 𝑞1 · · · 𝑞𝑀 ) (4.4.1)

其中系数函数ℎ𝑁𝑀仅包含单个3-维动量守恒𝛿-函数（在这里用回更加清晰的记法）

ℎ𝑁𝑀 (p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 · · ·p′

𝑁𝜎
′
𝑁𝑛

′
𝑁 , p1𝜎1𝑛1 · · ·p𝑀𝜎𝑀𝑛𝑀 )

= 𝛿3(p′
1 + · · ·+ p′

𝑁 − p1 − · · · − p𝑀 )

× ℎ̃(p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 · · ·p′

𝑁𝜎
′
𝑁𝑛

′
𝑁 , p1𝜎1𝑛1 · · ·p𝑀𝜎𝑀𝑛𝑀 ) ， (4.4.2)

其中ℎ̃𝑁𝑀不包含𝛿-函数因子。注意到方程(4.4.1)本身并没有说明什么——我们在4.2节看到任何

算符都可以变成这样的形式。仅当方程(4.4.1)与ℎ𝑁𝑀仅有单个方程(4.4.2)中所示的𝛿-函数的要求

相结合，才能保证𝑆-矩阵满足集团分解原理。

在我们于第6章发展了Feynman图体系后，该定理在微扰论中的适用性将变得显然。轻信的

读者也许倾向于跳过本章的剩余部分，而跳到第5章中对这些定理应用的考察。然而，这个证明

有一些启发性特征，这有助于分清在什么情况下，下章的场论是必然的。

为了证明这个定理，我们使用微扰论的时间相关形式。（时间相关微扰论的优点之一是，使

潜藏于集团分解原理之中的组合学变得显然；如果𝐸是单粒子能量之和，那么𝑒−𝑖𝐸𝑡是个体能量
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函数的乘积，而[𝐸 − 𝐸𝛼 + 𝑖𝜖]−1则不是。）𝑆-矩阵由方程(3.5.10)给定为*

𝑆𝛽𝛼 =
∞∑︁

𝑛=0

(−𝑖)𝑛
𝑛!

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1 · · · 𝑑𝑡𝑛

(︁
Φ𝛽, 𝑇

{︁
𝑉 (𝑡1) · · ·𝑉 (𝑡𝑛)

}︁
Φ𝛼

)︁
， (4.4.3)

其中哈密顿量被分成了自由部分𝐻0与相互作用部分𝑉，而

𝑉 (𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑉 exp(−𝑖𝐻0𝑡) . (4.4.4)

现在，态Φ𝛼和Φ𝛽可以像方程(4.2.2)中那样表示成作用在真空态Φ0上的产生算符的乘积，

而𝑉 (𝑡)本身是产生和湮灭算符之积的和，所以求和(4.4.3)中的每一项都可以写为产生与湮灭算符

之积的真空期望值的和。通过使用对易或反对易关系，我们可以将每一湮灭算符依次移至所有产

生算符的右边。对于每个绕过一个产生算符的湮灭算符，我们有两项，是将方程(4.2.5)写成如下

形式得到的

𝑎(𝑞′)𝑎†(𝑞) = ±𝑎†(𝑞)𝑎(𝑞′) + 𝛿(𝑞′ − 𝑞) .

其它产生算符绕过第一项中的湮灭算符还会生成更多的项。但是方程(4.2.4)证明了一直挪到右

边的任何湮灭算符作用到Φ0上给出零。以这种方式，产生和湮灭算符之积的真空期望值由不同

项的和给定。每一项等于𝛿-函数与源于对易子或反对易子的符号±的乘积。它得出方程(4.4.3)中

的每一项可以表达为求和，求和中的每一项等于𝛿-函数与源于对易子或反对易子的符号±以
及𝑉 (𝑡)所贡献的因子的乘积，然后该乘积对所有时间积分，并对𝛿-函数变量中的动量，自旋和种

类求和并积分。

以这种方式生成的每一项可以符号化为一个图。（这还不是全部的Feynman图体系，因为

我们还没有将数值量与图中的组分相联系；我们在这里仅把图用作保留3-动量𝛿-函数标记的方

法。）画𝑛个点，称为顶点，每一个对应每个𝑉 (𝑡)算符。对于通过将这些𝑉 (𝑡)算符之一中的湮灭

算符移至初态Φ𝛼中的产生算符的右边所产生的每一𝛿-函数，在图中引入一条线连接底部与相对

应顶点。对于通过将末态Φ𝛽的共轭中的湮灭算符移至𝑉 (𝑡)算符之一中的产生算符的右边所产生

的每一𝛿-函数，从相对应顶点向上画一条线。对于通过将一个𝑉 (𝑡)中的湮灭算符移至其它𝑉 (𝑡)中

的产生算符右边所产生的每一𝛿-函数，用线连接相对应的顶点。最后，对于通过将将末态Φ𝛽的

共轭中的湮灭算符移至初态Φ𝛼中的产生算符的右边所产生的每一𝛿-函数，从底部到顶部画一条

线，穿过图。与这些线相联系的每一𝛿-函数迫使该线所代表的每对产生和湮灭算符的动量变量相

等。另外，每个顶点至少会贡献一个𝛿-函数，这使得顶点处的动量守恒。

这样的图可以是连接的（每个点通过一组线与所有其它点相连），而如果是非连的，它可以

分解成几个连接的部分。一个连接组分中顶点所联系的𝑉 (𝑡)算符实际上与任意其它连接组分中顶

点所联系的𝑉 (𝑡)对易，这是因为对于这个图，我们无法引入任何项，其中一个顶点中的湮灭算符

所消灭的粒子被其它顶点中的产生算符创造——如果我们这样做了，这两个顶点将处在同一连接

组分中。因此，方程(4.4.3)中的矩阵元可以表示为对来自每个连接组分贡献之积的求和：
(︁
Φ𝛽, 𝑇

{︁
𝑉 (𝑡1) · · ·𝑉 (𝑡𝑛)

}︁
Φ𝛼

)︁

=
∑︁

clusterings

(±)
𝜈∏︁

𝑗=1

(︁
Φ𝛽𝑗 , 𝑇

{︁
𝑉 (𝑡𝑗1) · · ·𝑉 (𝑡𝑗𝑛𝑗

)
}︁
Φ𝛼𝑗

)︁
C

. (4.4.5)

*我们现在采取约定，对于𝑛 = 0，方程(4.4.3)中的编时乘积被取为单位算符，所以求和中𝑛 = 0的项在𝑆𝛽𝛼中仅产

生项𝛿(𝛽 − 𝛼)。
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这里是对将入粒子，出粒子以及𝑉 (𝑡)算符分成𝜈个集团的所有方式求和（包含对𝜈从1到𝑛的求

和），其中𝑛𝑗算符𝑉 (𝑡𝑗1) · · ·𝑉 (𝑡𝑗𝑛𝑗
)以及初粒子的子集𝛼𝑗和末粒子的子节𝛽𝑗全部在第𝑗个集团中。

当然，这意味着

𝑛 = 𝑛1 + · · ·+ 𝑛𝜈

另外，集合𝛼是子集𝛼1, 𝛼2, · · ·𝛼𝜈中所有粒子的并集，对末态亦是如此。方程(4.4.5)中的某些集团

也许根本不包含任何粒子，即，𝑛𝑗 = 0；对于这些因子，除非𝛽𝑗和𝛼𝑗全是单粒子态（在这种情况

下它就是一个𝛿-函数𝛿(𝛼𝑗 − 𝛽𝑗)），否则方程(4.4.5)中的矩阵元为零，这是因为不包含顶点的唯

一连接图有一条线组成，该线总底部到顶部穿过图。最重要的是，方程(4.4.5)中的下标C意味着

我们排除了所有与非连图对应的贡献，即，任意的𝑉 (𝑡)算符或任意的初末粒子与所有其它部分不

通过一系列的粒子产生和湮灭相连接时的贡献。

现在，在求和(4.4.3)中使用方程(4.4.5)。每个时间变量从−∞积到+∞，这使得被分到每个
集团的𝑡1, · · · , 𝑡𝑛之间没有差异。对集团的求和因而产生因子𝑛!/𝑛1!𝑛2! · · ·𝑛𝜈 !，等于将𝑛个顶点分
成𝜈个集团，每个集团分别包含𝑛1, 𝑛2, · · ·个顶点的方法数：

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1 · · · 𝑑𝑡𝑛 (Φ𝛽, 𝑇 {𝑉 (𝑡1) · · ·𝑉 (𝑡𝑛)}Φ𝛼)

=
∑︁

PART

(±)
∑︁

𝑛1···𝑛𝜈
𝑛1+···+𝑛𝜈=𝑛

𝑛!

𝑛1!𝑛2! · · ·𝑛𝜈 !
𝜈∏︁

𝑗=1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡𝑗1 · · · 𝑑𝑡𝑗𝑛𝑗

×
(︁
Φ𝛽𝑗 , 𝑇

{︁
𝑉 (𝑡𝑗1) · · ·𝑉 (𝑡𝑗𝑛𝑗

)
}︁
Φ𝛼𝑗

)︁
C

.

这里的第一个求和是对将初态和末态中的粒子分到集团𝛼1 · · ·𝛼𝑣与集团𝛽1 · · ·𝛽𝜈（包含对集团数
目𝜈的求和）的总方法数求和。这里的因子𝑛!与方程(4.4.3)中的1/𝑛!相抵消，并且(4.4.5)的置换序

列中的因子(−𝑖)𝑛可以写为乘积(−𝑖)𝑛1 · · · (−𝑖)𝑛𝜈，所以取代先对𝑛求和再分别对由𝑛1 + · · ·+ 𝑛𝜈 =

𝑛所约束的𝑛1, · · ·𝑛𝑣求和，我们可以简单的对每一𝑛1, · · ·𝑛𝑣独立地求和。这最终给出

𝑆𝛽𝛼 =
∑︁

PART

(±)

𝜈∏︁

𝑗=1

∞∑︁

𝑛𝑗=0

(−𝑖)𝑛𝑗

𝑛𝑗 !

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡𝑗1 · · · 𝑑𝑡𝑗𝑛𝑗

×
(︁
Φ𝛽𝑗 , 𝑇

{︁
𝑉 (𝑡𝑗1) · · ·𝑉 (𝑡𝑗𝑛𝑗

)
}︁
Φ𝛼𝑗

)︁
C

.

将其与连接矩阵元𝑆C
𝛽𝛼的定义(4.3.2)进行比较，我们看到这些矩阵元正好由这里乘积中的因子给

定

𝑆C
𝛽𝛼 =

∞∑︁

𝑛=0

(−𝑖)𝑛
𝑛!

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1 · · · 𝑑𝑡𝑛 (Φ𝛽, 𝑇 {𝑉 (𝑡1) · · ·𝑉 (𝑡𝑛)}Φ𝛼)C . (4.4.6)

（由于𝑛和𝑗现在仅是积分变量和求和变量，所以扔掉了它们的下标𝑗。）我们看到𝑆C
𝛽𝛼通过一个

非常简单的步骤算出：𝑆C
𝛽𝛼是对连接𝑆-矩阵的所有贡献，也就是说我们扔掉了任意的初末粒子或

任意算符𝑉 (𝑡)与所有其它部分不通过一系列的粒子产生和消失相连接的所有项。这证明了𝑆C的

形容词“连接”。

正如我们所看到的，动量在每个顶点处守恒并沿着每条线守恒，所以𝑆-矩阵的连接部分单独

动量守恒：𝑆C
𝛽𝛼包含一个因子𝛿

3(p𝛽 − p𝛼)。我们想要证明的是𝑆
C
𝛽𝛼不再包含其它𝛿-函数。

我们现在做出假定：哈密顿量的产生和湮灭算符形式的表达式(4.4.1)，它的系数部分ℎ𝑁𝑀是

正比于一个确保动量守恒的3-维𝛿-函数。对于自由粒子哈密顿量𝐻0，这是自动成立的，所以，它
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另外对相互所用𝑉也是成立的。回到我们所使用的矩阵元的图形表示，这意味着每个顶点贡献一

个3-维𝛿-函数。（矩阵元𝑉𝛾𝛿中的其它𝛿-函数保持不在相对应顶点产生或湮灭的粒子的动量不变）

现在，这些𝛿-函数中的大多数用来固定中间态粒子的动量。剩下的没有被这样的𝛿-函数固定的动

量是那些在内线圈中循环的动量。（任何如果剪断就使图不连接的线，它们携带由动量守恒所固

定，为进入或离开该图的线的动量的某种线性组合的动量，如果图有𝐿条同时剪断却不破坏连接

的线，那么我们称它有𝐿个独立的圈，并且有𝐿个动量不被动量守恒所固定。）有𝑉个顶点，𝐼条

内线以及𝐿个圈，则有𝑉个𝛿-函数，其中𝐼 − 𝐿个用以固定内动量，剩下的𝑉 − 𝐼 + 𝐿个𝛿-函数则与

入射和出射粒子相关。但是一个著名的拓扑学等式**告诉我们，对于任何由𝐶个连接部分构成的

图，顶点，内线以及圈的数量通过如下等式相关

𝑉 − 𝐼 + 𝐿 = 𝐶 . (4.4.7)

因此，对于类似𝑆C
𝛽𝛼的连接矩阵元，其源于𝐶 = 1的图，我们仅发现一个3-维𝛿-函数𝛿3(𝑝𝛽 − 𝑝𝛼)，

这正是所要证明的。

之少讨论中不重要的是从−∞积分到+∞的时间变量。因此精确相同的讨论可以用来证明，
如果哈密顿量中的系数ℎ𝑁𝑀仅包含一个𝛿-函数，那么𝑈(𝑡, 𝑡0)可以分解成连接部分，每个部分博

阿含一个动量守恒𝛿-函数因子。另一方面，𝑆-矩阵的连接部分也包含一个能量守恒𝛿-函数，并

且当我们在第6章进入Feynman图后，我们将看到𝑆C
𝛽𝛼仅包含一个能量守恒𝛿-函数，𝛿(𝐸𝛽 − 𝐸𝛼)，

而𝑈(𝑡, 𝑡0)却根本不包含能量守恒𝛿-函数。

应该强调的是，方程(4.4.1)中的ℎ𝑁𝑀只有一个3-动量守恒𝛿-函数因子的要求是非常不平庸

的，并且有深远的含义。例如，假定𝑉在2-粒子态之间有非零矩阵元。那么，方程(4.4.1)必须包

含𝑁 =𝑀 = 2的项，以及系数

𝑣2,2(p
′
1p

′
2,p1p2) = 𝑉p′

1p
′
2,p1p2

. (4.4.8)

（在这里我们暂时扔掉了自旋和种类指标。）但接着，3-粒子态之间相互作用的矩阵元是

𝑉p′
1p

′
2p

′
3,p1p2p3

= 𝑣3,3(p
′
1p

′
2p

′
3,p1p2p3)

+ 𝑣2,2(p
′
1p

′
2,p1p2)𝛿

3(p′
3 − p3)±置换. (4.4.9)

正如本章开头所提及的，通过选择𝑣2,2，使得两体𝑆-矩阵是Lorentz不变的，并调整哈密顿量

的剩余部分使得在包含3个及其以上粒子的态中没有散射，我们或许会得到一个非场论的相对论

量子理论。那么，我们将不得不令𝑣3,3与方程(4.4.9)中的其它项相抵消

𝑣3,3(p
′
1p

′
2p

′
3,p1p2p3) = −𝑣2,2(p′

1p
′
2,p1p2)𝛿

3(p′
3 − p3)∓置换. (4.4.10)

然而，这将意味着𝑣3,3中的每一项包含两个𝛿-函数因子（回忆，𝑣2,2(p′
1p

′
2,p1p2)有一因子𝛿

3(p′
1 +

p′
2 − p1 − p2)）而这将违反集团分解原理。因此在满足集团分解原理的理论中，包含两个粒子的

散射过程的存在使得包含三个及其以上粒子的散射过程不可避免。

**由一个顶点构成的图，其有𝑉 = 1，𝐿 = 0以及𝐶 = 1。如果我们增加𝑉 − 1个顶点以及恰好足够保持图连接的

线，我们有𝐼 = 𝑉 − 1，𝐿 = 0以及𝐶 = 1。任何连入（在没有新顶点的情况下）该图的额外的线会产生相同数目的

圈，所以𝐼 = 𝑉 + 𝐿− 1以及𝐶 = 1。如果一个非连图有𝐶个这样的连接部分，每个连接部分中的𝐼，𝑉和𝐿之和将会满

足
∑︀
𝐼 =

∑︀
𝑉 +

∑︀
𝐿− 𝐶。
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* * *

当我们着手解决满足集团分解原理的量子理论中的三体问题时，方程(4.4.9)中的项𝑣3,3没有

产生什么特别的麻烦，但是其它项中的额外𝛿-函数使得直接解决Lippmann-Schwinger方程变得困

难。困难是，这些𝛿-函数使得方程的核[𝐸𝛼 − 𝐸𝛽 + 𝑖𝜖]−1𝑉𝛽𝛼不是平方可积的，哪怕是在我们分离

出总的动量守恒𝛿-函数之后。结果是，它不能近似为一个有限矩阵，即使这个矩阵的阶数很大。

为了解决包含三个及其以上粒子的问题，有必要将Lippmann-Schwinger方程换为一个右边为连

接的方程。这样的方程为三个及其以上粒子的散射所发展8, 9，并且在非相对论散射问题中，它

们可以被递归式的解决，但是，在相对论理论中它们没有什么用，所以在这里不会细节的描述。

然而，将Lippmann-Schwinger方程重塑成这种形式在另一方面是有用的。本节中我们的

讨论迄今都依赖与微扰论。我确实不知道本节中主要定理的任何非微扰论证明，但是已经证

明9了，假定哈密顿量满足我们的条件，即系数函数ℎ𝑁𝑀各包含一个动量守恒𝛿-函数的情况下，

这些再次公式化的非微扰论动力学方程与𝑈C(𝑡, 𝑡0)（以及随之的𝑆
C）应该也只包含一个动量守

恒𝛿-函数的要求一致，这正是集团分解原理所要求的。
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第 5 章 量子场与反粒子

现在我们已经有了激发量子场导引所需要的所有碎片1。在构建的过程中，我们将遇到一些

相对论与量子力学相统一的最显著且最通用的结果：自旋与统计间的联系，反粒子的存在以及粒

子与反粒子之间的各种关系，其中包括著名的CPT定理。

5.1 自由场

在第3章中我们看到，𝑆-矩阵将是Lorentz不变的，如果相互作用可以写为

𝑉 (𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥H (x, 𝑡) ， (5.1.1)

其中H是一标量，也就是说

𝑈0(Λ, 𝑎)H (𝑥)𝑈−1
0 (Λ, 𝑎) = H (Λ𝑥+ 𝑎) ， (5.1.2)

并满足额外的条件： [︀
H (𝑥),H (𝑥′)

]︀
= 0 当(𝑥− 𝑥′)2 ≥ 0 . (5.1.3)

正如我们将看到的，存在更普遍的可能性，但是它们中的任何一个都与此相差不大。（暂且，

我们将其留为一个开放问题：这里的Λ是否限制为一个固有正时Lorentz变换，抑或是可以包含

空间反演。）为了同时满足集团分解原理，我们打算有产生和湮灭算符来构建H (𝑥)，但是这里

我们将面临一个问题：正如方程(4.2.12)所显示的，在Lorentz变换下，每个这样的算符将乘上依

赖于算符所携带动量的矩阵。我们怎样能将这样的算符耦合在一起以构成一个标量？答案是用

场——湮灭场𝜓+
ℓ (𝑥)与产生场𝜓−

ℓ (𝑥)，来构建H (𝑥)：

𝜓+
ℓ (𝑥) =

∑︁

𝜎𝑛

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)𝑎(p, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.4)

𝜓−
ℓ (𝑥) =

∑︁

𝜎𝑛

∫︁
𝑑3𝑝 𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)𝑎

†(p, 𝜎, 𝑛) . (5.1.5)

对系数*𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)进行选择，使得在Lorentz变换下每个场被乘上一个位置无关

矩阵：

𝑈0(Λ, 𝑎)𝜓
+
ℓ (𝑥)𝑈−1

0 (Λ, 𝑎) =
∑︁

ℓ̄

𝐷ℓℓ̄(Λ
−1)𝜓+

ℓ̄
(Λ𝑥+ 𝑎) ， (5.1.6)

𝑈0(Λ, 𝑎)𝜓
−
ℓ (𝑥)𝑈−1

0 (Λ, 𝑎) =
∑︁

ℓ̄

𝐷ℓℓ̄(Λ
−1)𝜓−

ℓ̄
(Λ𝑥+ 𝑎) ， (5.1.7)

*一个提醒：指标𝑛和𝜎分别取遍所有不同的粒子种类与自旋𝑧-分量。
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（原则上，对于湮灭场和产生场，我们可以有不同的变换矩阵𝐷±，但是我们将看到，总可能选

择场使得这些矩阵相同。）通过进行第二次Lorentz变换Λ̄，我们发现

𝐷(Λ−1)𝐷(Λ̄−1) = 𝐷((Λ̄Λ)−1) ，

所以取Λ1 = (Λ)−1以及Λ2 = (Λ̄)−1，我们看到𝐷-矩阵构成了齐次Lorentz群的一个表示：

𝐷(Λ1)𝐷(Λ2) = 𝐷(Λ1Λ2) . (5.1.8)

存在很多这样的表示，包括标量表示𝐷(Λ) = 1，矢量表示𝐷(Λ)𝜇𝜈 = Λ𝜇𝜈，以及一大堆张量表示和

旋量表示。这些特别的表示是不可约的，也就是说，不可能通过对基的选择使得所有的𝐷(Λ)约

化为有两个及其以上分块的相同的分块对角形式。然而，目前我们不要求𝐷(Λ)是不可约的，一

般而言，它是一个分块矩阵，其在分块中有不可约表示的任意阵列。即，这里的指标ℓ包括一个

取遍不同分块中所描述的粒子类型和不可约表示的指标，以及另外一个取遍单个不可约表示分量

的指标。稍后我们将把这些场分成不可约场，其中每个场仅描述一个粒子种类（和它的反粒子）

并且在Lorentz群下进行不可约变换。

一旦我们知道如何构建满足Lorentz变换规则(5.1.6)和(5.7.17)的场，我们能够将相互作用密

度构建为

H (𝑥) =
∑︁

𝑁𝑀

∑︁

ℓ′1···ℓ′𝑁

∑︁

ℓ1···ℓ𝑀

𝑔ℓ′1···ℓ′𝑁 , ℓ1···ℓ𝑀

× 𝜓−
ℓ′1
(𝑥) · · ·𝜓−

ℓ′𝑁
(𝑥)𝜓+

ℓ1
(𝑥) · · ·𝜓+

ℓ𝑀
(𝑥) (5.1.9)

如果常系数𝑔ℓ′1···ℓ′𝑁 , ℓ1···ℓ𝑀被选成是Lorentz不变的，在方程(5.1.2)的意义上来说这是一个标量，也

就是说，对于所有的Λ：
∑︁

ℓ′1···ℓ′𝑁

∑︁

ℓ1···ℓ𝑀

𝐷ℓ′1ℓ̄
′
1
(Λ−1) · · ·𝐷ℓ′𝑁 ℓ̄

′
𝑁
(Λ−1)𝐷ℓ1ℓ̄1

(Λ−1) · · ·𝐷ℓ𝑀 ℓ̄𝑀
(Λ−1)

× 𝑔ℓ′1···ℓ′𝑁 , ℓ1···ℓ𝑀 = 𝑔ℓ̄′1···ℓ̄′𝑁 , ℓ̄1···ℓ̄𝑀
. (5.1.10)

（注意到我们在这里没有包含导数，这是因为我们认为这些场分量的导数是另外一种场。）寻找

满足方程(5.1.10)的系数𝑔ℓ′1···ℓ′𝑁 , ℓ1···ℓ𝑀的任务，原则上，与利用Clebsch-Gordon系数将3-维旋转群

的各种表示耦合在一起以构成旋转标量没什么不同。稍后，我们将会结合产生场和湮灭场使得该

密度在类空间隔上也与其本身对易。

现在，我们应该将系数函数𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)取为什么呢？方程(4.2.12)及其共轭

给出了产生和湮灭算符的变换规则**

𝑈0(Λ, 𝑏)𝑎(p, 𝜎, 𝑛)𝑈
−1
0 (Λ, 𝑏) = exp

(︁
𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁√︀
(Λ𝑝)0/𝑝0

×
∑︁

�̄�

𝐷
(𝑗𝑛)
𝜎�̄�

(︁
𝑊−1(Λ, 𝑝)

)︁
𝑎(pΛ, �̄�, 𝑛) ， (5.1.11)

𝑈0(Λ, 𝑏)𝑎
†(p, 𝜎, 𝑛)𝑈−1

0 (Λ, 𝑏) = exp
(︁
− 𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁√︀
(Λ𝑝)0/𝑝0

×
∑︁

�̄�

𝐷
(𝑗𝑛)*
𝜎�̄�

(︁
𝑊−1(Λ, 𝑝)

)︁
𝑎†(pΛ, �̄�, 𝑛) (5.1.12)

**这是针对有质量粒子的。零质量的情况将在5.9节展开。
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其中𝑗𝑛是种类𝑛粒子的自旋，而pΛ是Λ𝑝的3-矢部分。（我们使用了旋转矩阵𝐷
(𝑗𝑛)
𝜎�̄� 的幺正性，

将方程(5.1.11)和(5.1.12)变成这里所展示的形式。）另外，正如我们在2.5节中看到的，体积

元𝑑3𝑝/𝑝0是Lorentz-不变的，所以我们可以将方程(5.1.4)和(5.1.5)中的𝑑3𝑝替换为𝑑3(Λ𝑝)𝑝0/(Λ𝑝)0，

将这些放在一起，我们发现

𝑈0(Λ, 𝑏)𝜓
+
ℓ (𝑥)𝑈−1

0 (Λ, 𝑏) =
∑︁

𝜎�̄�𝑛

∫︁
𝑑3(Λ𝑝)𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)

× exp
(︁
𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁
𝐷

(𝑗𝑛)
𝜎�̄�

(︁
𝑊−1(Λ, 𝑝)

)︁√︀
𝑝0/(Λ𝑝)0 𝑎(pΛ, 𝜎, 𝑛)

以及

𝑈0(Λ, 𝑏)𝜓
−
ℓ (𝑥)𝑈−1

0 (Λ, 𝑏) =
∑︁

𝜎�̄�𝑛

∫︁
𝑑3 (Λ𝑝) 𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)

× exp
(︁
− 𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁
𝐷

(𝑗𝑛)*
𝜎�̄�

(︁
𝑊−1(Λ, 𝑝)

)︁√︀
𝑝0/(Λ𝑝)0 𝑎†(pΛ, �̄�, 𝑛) .

我们看到，为了使场满足Lorentz变换规则(5.1.6)和(5.7.17)，如下条件是充要的

∑︁

ℓ̄

𝐷ℓℓ̄(Λ
−1)𝑢ℓ̄ (Λ𝑥+ 𝑏;pΛ, 𝜎, 𝑛) =

√︂
𝑝0
⧸︁
(Λ𝑝)0

×
∑︁

�̄�

𝐷
(𝑗𝑛)
𝜎�̄�

(︁
𝑊−1(Λ, 𝑝)

)︁
exp

(︁
+ 𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁
𝑢ℓ(𝑥;p, �̄�, 𝑛)

以及

∑︁

ℓ̄

𝐷ℓℓ̄(Λ
−1)𝑣ℓ̄ (Λ𝑥+ 𝑏;pΛ, 𝜎, 𝑛) =

√︂
𝑝0
⧸︁
(Λ𝑝)0

×
∑︁

�̄�

𝐷
(𝑗𝑛)*
𝜎�̄�

(︁
𝑊−1(Λ, 𝑝)

)︁
exp

(︁
− 𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁
𝑣ℓ(𝑥;p, �̄�, 𝑛)

或者更方便的

∑︁

�̄�

𝑢ℓ̄ (Λ𝑥+ 𝑏;pΛ, �̄�, 𝑛)𝐷
(𝑗𝑛)
𝜎�̄�

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝)

)︁
=

√︂
𝑝0
⧸︁
(Λ𝑝)0

×
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(Λ) exp
(︁
𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁
𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛) (5.1.13)

以及

∑︁

�̄�

𝑣ℓ̄ (Λ𝑥+ 𝑏;pΛ, �̄�, 𝑛)𝐷
(𝑗𝑛)*
𝜎�̄�

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝)

)︁
=

√︂
𝑝0
⧸︁
(Λ𝑝)0

×
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(Λ) exp
(︁
− 𝑖(Λ𝑝) · 𝑏

)︁
𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛) . (5.1.14)

有一些基本要求将允许我们以有限个自由参量的形式算出系数函数𝑢ℓ和𝑣ℓ。

我们将在三个步骤中使用方程(5.1.13)和(5.1.14)，依次考察三种不同类型的固有正式Lorentz变

换：
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平移

首先，我们考察Λ = 1以及𝑏任意时的方程(5.1.13)和(5.1.14)。立刻地，我们发现𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)

和𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛)必须采取如下的形式

𝑢ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛) = (2𝜋)−3/2𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.15)

𝑣ℓ(𝑥;p, 𝜎, 𝑛) = (2𝜋)−3/2𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑣ℓ(p, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.16)

所以场是Fourier变换：

𝜓+
ℓ (𝑥) =

∑︁

𝜎,𝑛

(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛)𝑒

𝑖𝑝·𝑥𝑎(p, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.17)

以及

𝜓−
ℓ (𝑥) =

∑︁

𝜎,𝑛

(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 𝑣ℓ(p, 𝜎, 𝑛)𝑒

−𝑖𝑝·𝑥𝑎†(p, 𝜎, 𝑛) . (5.1.18)

（因子(2𝜋)−3/2可以被吸收进𝑢ℓ和𝑣ℓ的定义中，但是在这些Fourier积分中显式地将它们写出来是

方便的。）利用方程(5.1.15)和(5.1.16)，我们发现，当且仅当

∑︁

�̄�

𝑢ℓ̄ (pΛ, �̄�, 𝑛)𝐷
(𝑗𝑛)
𝜎�̄�

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝)

)︁
=

√︃
𝑝0

(Λ𝑝)0

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(Λ)𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛) (5.1.19)

以及

∑︁

�̄�

𝑣ℓ̄ (pΛ, �̄�, 𝑛)𝐷
(𝑗𝑛)*
𝜎�̄�

(︁
𝑊 (Λ, 𝑝)

)︁
=

√︃
𝑝0

(Λ𝑝)0

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(Λ)𝑣ℓ(p, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.20)

对于任意的齐次Lorentz平移Λ，方程(5.1.13)和(5.1.14)是被满足的。

推动

接下来，在方程(5.1.19)和(5.1.20)中取p = 0，并令Λ为使质量为𝑚的粒子从静止到某个4-动

量𝑞𝜇的标准推动𝐿(𝑞)。那么𝐿(𝑝) = 1，并且

𝑊 (Λ, 𝑝) ≡ 𝐿−1(Λ𝑝)Λ𝐿(𝑝) = 𝐿−1(𝑞)𝐿(𝑞) = 1 .

因此，在这种特殊情况下，方程(5.1.19)和(5.1.20)给出

𝑢ℓ̄(q, 𝜎, 𝑛) = (𝑚/𝑞0)1/2
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(𝐿(𝑞))𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛) (5.1.21)

和

𝑣ℓ̄(q, 𝜎, 𝑛) = (𝑚/𝑞0)1/2
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(𝐿(𝑞)) 𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛) . (5.1.22)

换句话说，如果我们知道的零动量的量𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛)，那么对于一个齐次Lorentz群的给

定表示𝐷(Λ)，我们知道对于所有p的函数𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(p, 𝜎, 𝑛)。（对于齐次Lorentz群的任意表

示，矩阵𝐷ℓ̄ℓ(𝐿(𝑞))的显式表达式将在5.7节给出。）
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旋转

接下来，取p = 0，但这时令Λ为pΛ = 0的Lorentz变换；即，取Λ为一个旋转𝑅。这时显然

有𝑊 (Λ, 𝑝) = 𝑅，因而方程(5.1.19)和(5.1.20)变成

∑︁

�̄�

𝑢ℓ̄ (0, �̄�, 𝑛)𝐷
(𝑗𝑛)
�̄�𝜎 (𝑅) =

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(𝑅)𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛) (5.1.23)

和
∑︁

�̄�

𝑣ℓ̄ (0, �̄�, 𝑛)𝐷
(𝑗𝑛)*
�̄�𝜎 (𝑅) =

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(𝑅)𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.24)

或者等价地
∑︁

�̄�

𝑢ℓ̄ (0, �̄�, 𝑛)J
(𝑗𝑛)
�̄�𝜎 =

∑︁

ℓ

Jℓ̄ℓ𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛) (5.1.25)

和
∑︁

�̄�

𝑣ℓ̄ (0, �̄�, 𝑛)J
(𝑗𝑛)*
�̄�𝜎 = −

∑︁

ℓ

Jℓ̄ℓ𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛) ， (5.1.26)

其中J(𝑗)和J分别是表示𝐷(𝑗)(𝑅)和𝐷(𝑅)中的角动量矩阵。当Λ被限制为旋转𝑅时，齐次Lorentz群

的任意表示𝐷(Λ)显然会产生一个旋转群表示；方程(5.1.25)和(5.1.26)因此告诉我们，如果

场𝜓±
ℓ (𝑥)所描述的是特定自旋为𝑗的粒子，那么表示𝐷(𝑅)包含，它的不可约分量自旋-𝑗表

示𝐷(𝑗)(𝑅)，以及描述旋转群的自旋-𝑗表示是如何出现在𝐷(𝑅)的系数𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛)。

在5.6节我们将看到，固有正时Lorentz群的任何不可约表示包含旋转的任何给定不可约表示至多

一次，这使得如果场𝜓+
ℓ (𝑥)和𝜓

−
ℓ (𝑥)进行不可约变换，那么它们直到总体层次上是唯一的。更一

般地讲，湮灭场或产生场中自由参量的数目（包括它们的总体层次）等于场中不可约表示的数

目。

可以直接证明由方程(5.1.21)和(5.1.22)所给定的系数函数𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(p, 𝜎, 𝑛)，以及满足

方程(5.1.23)和(5.1.24)的𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛)和𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛)将自动满足更加普遍的要求(5.1.19)和(5.1.20)。这

留给读者作为一个练习。

让我们现在回到集团分解原理。在方程(5.1.9)中代入方程(5.1.17)和(5.1.18)并对x积分，相

互作用哈密顿量是

𝑉 =
∑︁

𝑁𝑀

∫︁
𝑑3p′

1 · · · 𝑑3p′
𝑁𝑑

3p1 · · · 𝑑3p𝑀
∑︁

𝜎′
1···𝜎′

𝑁

∑︁

𝜎1···𝜎𝑀

∑︁

𝑛′
1···𝑛′

𝑁

∑︁

𝑛1···𝑛𝑀

× 𝑎†(p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1) · · · 𝑎†(p′

𝑁𝜎
′
𝑁𝑛

′
𝑁 )𝑎(p𝑀𝜎𝑀𝑛𝑀 ) · · · 𝑎(p1𝜎1𝑛1)

× V𝑁𝑀 (p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 · · ·p′

𝑁𝜎
′
𝑁𝑛

′
𝑁 , p1𝜎1𝑛1 · · ·p𝑀𝜎𝑀𝑛𝑀 ) (5.1.27)

其中，系数函数为

V𝑁𝑀 (p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 · · · ,p1𝜎1𝑛1 · · · ) = 𝛿3(p′

1 + · · · − p1 − · · · )
× Ṽ𝑁𝑀 (p′

1𝜎
′
1𝑛

′
1 · · · ,p1𝜎1𝑛1 · · · ) ， (5.1.28)
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其中

Ṽ𝑁𝑀 (p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 · · ·p′

𝑁𝜎
′
𝑁𝑛

′
𝑁 ,p1𝜎1𝑛1 · · ·p𝑀𝜎𝑀𝑛𝑀 ) = (2𝜋)3−3𝑁/2−3𝑀/2

×
∑︁

ℓ′1···ℓ′𝑁

∑︁

ℓ1···ℓ𝑀

𝑔ℓ′1···ℓ′𝑁 ,ℓ1···ℓ𝑀 𝑣ℓ
′
1
(p′

1𝜎
′
1𝑛

′
1) · · · 𝑣ℓ′𝑁 (p

′
𝑁𝜎

′
𝑁𝑛

′
𝑁 )

× 𝑢ℓ1(p1𝜎1𝑛1) · · ·𝑢ℓ𝑀 (p𝑀𝜎𝑀𝑛𝑀 ) . (5.1.29)

相互作用的形式显然是，其所生成的𝑆-矩阵将满足集团分解原理：V𝑁𝑀有一个𝛿-函数，而系

数Ṽ𝑁𝑀 (至少对于一些场类型)在零动量出至多有分支点奇异性。事实上，我们可以反转这个讨

论；任何算符可以写成(5.1.27)中那样，而集团分解原理要求系数V𝑁𝑀能够像在方程(5.1.28)中那

样写成单个动量守恒𝛿-函数与一个光滑函数的乘积。任何充分光滑的函数(但不是包含额外𝛿-函数

的函数)可以表达成方程(5.1.29)中那样†。因而，集团分解原理与Lorentz不变性使得相关作用密

度应由湮灭场和产生场构建变得自然。

如果我们所需要的只是构建满足集团分解原理的标量相互作用密度，那么我们可以以任

意多项式(5.1.9)的形式结合产生算符和湮灭算符，其中耦合系数𝑔ℓ′1···ℓ′𝑁 ,ℓ1···ℓ𝑀仅服从于不变性条

件(5.1.10)（以及一个合适的实条件）。然而，由于𝑆-矩阵的Lorentz不变性，相互作用密度满足

对易条件(5.1.3)也是必要的。这一条件对于产生场和湮灭场的任意函数并不满足，这是因为

[𝜓+
ℓ (𝑥), 𝜓

−
ℓ̄
(𝑦)]∓ = (2𝜋)−3

∑︁

𝜎 𝑛

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛)𝑣ℓ̄(p, 𝜎, 𝑛)𝑒

𝑖𝑝·(𝑥−𝑦) (5.1.30)

（其中，如果场分量𝜓+
ℓ (𝑥)和𝜓

−
ℓ̄
(𝑦)产生和消灭的粒子分别是玻色子或费米子，则符号∓分别表

明对易子或反对易子，）并且一般而言，即使𝑥 − 𝑦是类空的，上式也不为零。显然，不可能通

过仅用产生场和湮灭场构建相互作用密度来避免这一问题，因为那样相互作用不可能是厄密的。

解决这一困难的唯一方法是以线性组合的方式结合湮灭场和产生场：

𝜓ℓ(𝑥) ≡ 𝜅ℓ𝜓
+
ℓ (𝑥) + 𝜆ℓ𝜓

−
ℓ (𝑥) ， (5.1.31)

其中，场中的系数𝜅，𝜆和任何其它的任意常数进行调整，使得对于类空的𝑥− 𝑦

[𝜓ℓ(𝑥), 𝜓ℓ′(𝑦)]∓ = [𝜓ℓ(𝑥), 𝜓
†
ℓ′(𝑦)]∓ = 0 . (5.1.32)

我们将在本章随后的章节看到对于不同的不可约变换场如何做到这点。（通过在方程(5.1.31)中

引入显式常数𝜅和𝜆，使得我们可以以任何看起来方便的形式选择产生场和湮灭场的总体尺

度。）如果哈密顿量密度H (𝑥)是由这样的场及其它们的共轭构建的，并且其中产生和湮灭费米

子的场分量是偶数个，那么其将满足对易关系(5.1.3)。

条件(5.1.32)通常也称为因果律条件，这是因为，如果𝑥 − 𝑦是类空的，没有信号能从𝑥抵

达𝑦，这使得在点𝑥处𝜓ℓ的测量不应该被在点𝑦处𝜓ℓ′或𝜓
†
ℓ′的测量所影响。这种因果律考察对于电

磁场是合理的，其分量中的任何一个在给定时空点可以被测量，就像Bohr和Rosenfeld的经典

论文中展示的那样2。然而，这里我们将处理的场，类似电子的Dirac场，看起来在任何意义

上似乎都不是可测的。这里所采取的观点是，在没有任何有关可测性或因果律的假定下，方

程(5.1.32)是𝑆-矩阵的Lorentz不变性所需要的。

†对于一般函数，指标ℓ和ℓ′所取的范围可以是无限的，将ℓ和ℓ′限制在有限范围内的原因与可重整原理相关，这将

在第12章讨论。
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构建满足(5.1.32)的场(5.1.31)存在一个障碍。产生和消灭粒子的场所携带携带一个或多个守

恒量子数，例如电荷，可以不为零。例如，如果种类𝑛的粒子对于电荷𝑄携带一值𝑞(𝑛)，那么

[𝑄, 𝑎(p, 𝜎, 𝑛)] = −𝑞(𝑛)𝑎(p, 𝜎, 𝑛) ，
[𝑄, 𝑎†(p, 𝜎, 𝑛)] = +𝑞(𝑛)𝑎†(p, 𝜎, 𝑛) .

为了使H (𝑥)与电荷算符𝑄（或者某些其它的对称生成元）对易，所构建的场与𝑄有如下的简单

对易关系是必要的：

[𝑄,𝜓ℓ(𝑥)] = −𝑞ℓ𝜓ℓ(𝑥) (5.1.33)

因为这样，我们可以使H (𝑥)与电荷算符𝑄对易，通过将其构建为场𝜓ℓ1𝜓ℓ2 · · ·与共轭𝜓†
𝑚1𝜓

†
𝑚2 · · ·

之积的和，使得

𝑞ℓ1 + 𝑞ℓ2 + · · · − 𝑞𝑚1 − 𝑞𝑚2 − · · · = 0 .

现在，当且仅当场𝜓+
ℓ (𝑥)所消灭的所有种类𝑛的粒子携带相同电荷𝑞(𝑛) = 𝑞ℓ，方程(5.1.33)对于

湮灭场的特定分量𝜓+
ℓ (𝑥)是满足的，并且，当且仅当场𝜓

−
ℓ (𝑥)所产生的所有种类�̄�的粒子携带电

荷𝑞(�̄�) = −𝑞ℓ，方程(5.1.33)对于产生场的特定分量𝜓−
ℓ (𝑥)是满足的。我们看到，为了使这样的理

论对类似电荷的量子数守恒，必存在一个配对的粒子种类，其携带这样一个非零的量子数：如果

湮灭场的一特定分量湮灭种类为𝑛的粒子，那么产生场的相同分量必产生种类为�̄�的粒子，这称

为种类𝑛粒子的反粒子，其有所有守恒量子数的相反值。这是反粒子存在的原因。

如果表示𝐷(Λ)不是可约的，那么我们对于场可以采用这样的基，𝐷(Λ)在这个基下沿主对角

线分解成块，使得属于不同分块的场在Lorentz变换下不能转换到彼此。另外，Lorentz变换在粒

子种类上没有效果。因此，取代考察一个大的场，我们引入许多不可约分量以及许多粒子种类，

从现在起，我们将注意力所集中的场，其仅湮灭一种粒子（扔掉指标𝑛）且只产生相对应的反粒

子，并且在Lorentz群下进行不可约变换（之上所讨论的可以也可以不包含空间反演），在这个

理解下，一般而言，我们将不得不考虑许多这种不同的场，一些或许是其它场的导数。在之后的

章节中，我们将完成系数函数𝑢ℓ(p, 𝜎)和𝑣ℓ(p, 𝜎)的确定，确定常数𝜅与𝜆的比值，并首次针对场所

属的Lorentz群最简不可约表示，即标量表示，矢量表示，以及Dirac旋量表示，简化粒子性质与

反粒子性质之间的关系。在这之后，我们将针对一个完整且普遍的不可约表示重复这个分析。

关于场论的一些评述。对方程(5.1.31)，(5.1.17)和(5.1.18)的检查说明一个有限质量𝑚的场，

其所有分量满足Klein-Gordon方程：

(�−𝑚2)𝜓ℓ(𝑥) = 0 . (5.1.34)

一些场同时满足其它方程，这取决于是否存在多过独立粒子态的场分量。传统上，在量子场论

中，一般从这样的场方程或者是导出它们的拉格朗日量出发，然后利用它们来导出场的单粒子湮

灭算符和产生算符表达式。这里所使用的方法，是从粒子开始，并根据Lorentz不变性的指示导

出场，其中场方程几乎是过于巧合地，作为该构建的副产品产生。

* * *

在这里必须提及一个技巧。根据4.4节中所证明的定理，保证理论满足集团分解原理的条件

是，相互作用可以表示成产生和湮灭算符之积的和，其中所有的产生算符处在所有湮灭算符的左
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边，并且系数仅包含一个动量守恒𝛿-函数。由于这个原因，我们应将相互作用写成“规范序列”的

形式

𝑉 =

∫︁
𝑑3𝑥 : F (𝜓(𝑥), 𝜓†(𝑥)) : (5.1.35)

冒号表示其中的表达式被改写成了（忽略了非零对易子或反对易子，但包含由于费米算符的置换

所产生的负号）所有的产生算符处在所有湮灭算符的左边。通过使用场的对易或反对易关系，任

何这类场的规范序列函数也可以写为带有c-数系数的场的普通乘积之和。以这种方式重写: F :使

得尽管是规范序列，但当𝑥− 𝑦是类空时，如果它是由满足方程(5.1.32)的场构成的，并且其中任

意费米场分量的数量为偶数个，: F (𝜓(𝑥), 𝜓†(𝑥)) :将明显与: F (𝜓(𝑦), 𝜓†(𝑦)) :对易。

5.2 因果标量场

我们首先考察单分量湮灭场𝜑+(𝑥)与产生场𝜑−(𝑥)，它们的变换是Lorentz群的所有表示中最

简单的一个，即标量，有𝐷(Λ) = 1。限制到旋转，这正是旋转群的标量表示，其有J = 0，所

以方程(5.1.25)和(5.1.26)除了𝑗 = 0时没有解，在这种情况下，𝜎和�̄�只能取值零。因此标量场仅

能描述自旋零的粒子。又假定当场仅描述一种粒子时，即没有明显的反粒子（因而扔掉种类指

标𝑛，自旋指标𝜎和场指标ℓ），量𝑢ℓ(0, 𝜎, 𝑛)与𝑣ℓ(0, 𝜎, 𝑛)在这里仅是数𝑢(0)和𝑣(0)。调整湮灭场和

产生场的总体尺度使得它们均有值(2𝑚)−1/2是方便的。那么方程(5.1.21)和(5.1.22)就给出

𝑢(p) = (2𝑝0)−1/2 (5.2.1)

以及

𝑣(p) = (2𝑝0)−1/2 . (5.2.2)

那么在标量情况下，场(5.1.17)和(5.1.18)是

𝜑+(𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝜋)−3/2(2𝑝0)−1/2𝑎(p)𝑒𝑖𝑝·𝑥 (5.2.3)

和

𝜑−(𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝜋)−3/2(2𝑝0)−1/2𝑎†(p)𝑒−𝑖𝑝·𝑥 = 𝜑+†(𝑥) . (5.2.4)

由𝜑+(𝑥)和𝜑−(𝑥)的多项式所构成的哈密顿量密度H (𝑥)自动满足要求(5.1.9)，即按照一个标

量变换。它是否满足𝑆-矩阵的Lorentz不变性的另一条件，即对于类空间隔𝑥−𝑦，H (𝑥)与H (𝑦)对

易，仍留待考察。如果H (𝑥)仅是𝜑+(𝑥)的多项式，将不存在什么问题。所有的湮灭算符对易或

反对易，所以对于所有的𝑥和𝑦，根据这个粒子是玻色子还是费米子，𝜑+(𝑥)与𝜑+(𝑦)分别是对易

或反对易：

[𝜑+(𝑥), 𝜑+(𝑦)]∓ = 0 . (5.2.5)

因此，对于所有的𝑥和𝑦，由𝜑+(𝑥)的多项式所构成的哈密顿量密度H (𝑥)（或者，对于费米子，

任何这样的偶多项式）将与H (𝑦)对易。当然，问题是，为了使H (𝑥)是厄密的，H (𝑥)必须包

含𝜑+†(𝑥) = 𝜑−(𝑥)与𝜑+(𝑥)，而对于普遍的类空间隔，𝜑+(𝑥)不与𝜑−(𝑦)对易或反对易。利用对易

关系（对于玻色子）或反对易关系（对于费米子）(4.2.5)，我们有

[𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑦)]∓ =

∫︁
𝑑3𝑝 𝑑3𝑝′

(2𝜋)3(2𝑝0 · 2𝑝′0)1/2 𝑒
𝑖𝑝·𝑥 𝑒−𝑖𝑝

′·𝑦𝛿3(p− p′)
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其坍缩为单积分

[𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑦)]∓ = Δ+(𝑥− 𝑦) ， (5.2.6)

其中Δ+是标准函数

Δ+(𝑥) ≡
1

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑝

2𝑝0
𝑒𝑖𝑝·𝑥 . (5.2.7)

这显然是Lorentz不变的，因而对于类空的𝑥，它仅取决于不变平方𝑥2 > 0。因此我们对于类空

的𝑥可以计算Δ+(𝑥)，通过选择坐标系，使得

𝑥0 = 0 ， |x| =
√
𝑥2 .

那么方程(5.2.7)给出

Δ+(𝑥) =
1

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑝

2
√︀
p2 +𝑚2

𝑒𝑖p·x

=
4𝜋

(2𝜋)3

∫︁ ∞

0

𝑝2𝑑𝑝

2
√︀
p2 +𝑚2

sin(𝑝
√
𝑥2)

𝑝
√
𝑥2

.

将积分变量改为𝑢 ≡ 𝑝/𝑚，变成

Δ+(𝑥) =
𝑚

4𝜋2
√
𝑥2

∫︁ ∞

0

𝑢𝑑𝑢√
𝑢2 + 1

sin(𝑚
√
𝑥2𝑢) (5.2.8)

或者，以标准Hankel函数的形式，

Δ+(𝑥) =
𝑚

4𝜋2
√
𝑥2
𝐾1

(︁
𝑚
√
𝑥2
)︁

. (5.2.9)

这不为零，我们该如何处理呢？注意到，即使Δ+(𝑥)不为零，但当𝑥
2 > 0时，它关于𝑥𝜇是偶

函数。取代仅使用𝜑+(𝑥)，我们尝试以如下线性组合构建H (𝑥)

𝜑(𝑥) ≡ 𝜅𝜑+(𝑥) + 𝜆𝜑−(𝑥) .

利用方程(5.2.6)，那么对于类空的𝑥− 𝑦，我们有

[𝜑(𝑥), 𝜑†(𝑦)]∓ = |𝜅|2 [𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑦)]∓ + |𝜆|2 [𝜑−(𝑥), 𝜑+(𝑦)]∓
= (|𝜅|2 ∓ |𝜆|2)Δ+(𝑥− 𝑦)

[𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)]∓ = 𝜅𝜆([𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑦)]∓ + [𝜑−(𝑥), 𝜑+(𝑦)]∓)

= 𝜅𝜆(1∓ 1)Δ+(𝑥− 𝑦) .

这两个式子当且仅当粒子是玻色子（即，使用的是上面的符号）且𝜅和𝜆大小相等时为零

|𝜅| = |𝜆| .

通过重定义态的相位，使得𝑎(p) → 𝑒𝑖𝛼𝑎(p)，𝑎†(p) → 𝑒−𝑖𝛼𝑎†(p)以及随之的𝜅 → 𝜅𝑒𝑖𝛼，𝜆 →
𝜆𝑒−𝑖𝛼，我们可以改变𝜅和𝜆的相对相位。令𝛼 = 1

2 Arg(𝜆/𝜅)，我们可以以这种方式使𝜅和𝜆在相位

上相等，因而全部相等。
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这不为零，我们该如何处理呢？注意到，即使Δ+(𝑥)不为零，但当𝑥
2 > 0时，它关于𝑥𝜇是偶

函数。取代仅使用𝜑+(𝑥)，假设我们尝试以如下线性组合构建H (𝑥)

𝜑(𝑥) ≡ 𝜅𝜑+(𝑥) + 𝜆𝜑−(𝑥) .

利用方程(5.2.6)，那么对于类空的𝑥− 𝑦，我们有

[𝜑(𝑥), 𝜑†(𝑦)]∓ = |𝜅|2 [𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑦)]∓ + |𝜆|2 [𝜑−(𝑥), 𝜑+(𝑦)]∓
= (|𝜅|2 ∓ |𝜆|2)Δ+(𝑥− 𝑦)

[𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)]∓ = 𝜅𝜆([𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑦)]∓ + [𝜑−(𝑥), 𝜑+(𝑦)]∓)

= 𝜅𝜆(1∓ 1)Δ+(𝑥− 𝑦) .

这两个式子当且仅当粒子是玻色子（即使用的是上面的符号）且𝜅和𝜆大小相等时为零

|𝜅| = |𝜆| .

通过重定义态的相位，使得𝑎(p) → 𝑒𝑖𝛼𝑎(p)，𝑎†(p) → 𝑒−𝑖𝛼𝑎†(p)以及随之的𝜅 → 𝜅𝑒𝑖𝛼，𝜆 →
𝜆𝑒−𝑖𝛼，我们可以改变𝜅和𝜆的相对相位。令𝛼 = 1

2 arg(𝜆/𝜅)，我们可以以这种方式是𝜅和𝜆在相位

上相等，因而全部相等。

吸收总因子𝜅 = 𝜆以重新定义𝜑(𝑥)，那么我们有

𝜑(𝑥) = 𝜑+(𝑥) + 𝜑+†(𝑥) = 𝜑†(𝑥) . (5.2.10)

若相互作用密度H (𝑥)由自伴标量场𝜑(𝑥)的多项式构成，那么在类空间隔𝑥− 𝑦上，H (𝑥)与H (𝑦)

对易。

即便方程(5.2.10)中两项的相对相位的选择是约定的问题，约定一旦被采纳，无论该粒子的

标量场出现在相互作用哈密顿量密度的什么地方，都要一直使用。例如，假定相互作用密度不仅

包括场(5.2.10)，也包含相同粒子的另一标量场

𝜑(𝑥) = 𝑒𝑖𝛼𝜑+(𝑥) + 𝑒−𝑖𝛼𝜑+†(𝑥)

其中𝛼是一任意相位。这个𝜑，像𝜑一样，是因果的，也就是说当𝑥− 𝑦是类空间隔时，𝜑(𝑥)与𝜑(𝑦)

对易，但𝜑(𝑥)与𝜑(𝑦)在类空间隔上不对易，因而在相同理论中，这两个场不能同时出现。

如果𝜑(𝑥)所产生或湮灭的粒子携带一些类似电荷的守恒量子数，那么当且仅当出现

在H (𝑥)中的每一项包含相同数目的𝑎(p)算符和𝑎(p)†算符，H (𝑥)才会对该量子数守恒。但

是，如果H (𝑥)由𝜑(𝑥) = 𝜑+(𝑥) + 𝜑+†(𝑥)的多项式构成，这将是不可能的。以另一种方式加以陈

述，为了使H (𝑥)与电荷𝑄（或其它某些对称生成元）对易，构成H (𝑥)的场与𝑄有简单的对易关

系是必要的。这对于𝜑+(𝑥)与它的厄密伴是正确的，其中

[𝑄,𝜑+(𝑥)]− = −𝑞𝜑+(𝑥) ，
[𝑄,𝜑+†(𝑥)]− = +𝑞𝜑+†(𝑥) ，

但对于自伴场(5.2.10)却不是这样。
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为了解决解决这个问题，我们必须假定存在两个无自旋玻色子，其有相同的质量𝑚，但电荷

分别为+𝑞和−𝑞。将𝜑+(𝑥)与𝜑+c(𝑥)记为这两个粒子的湮灭场，并有*

[𝑄,𝜑+(𝑥)]− = −𝑞𝜑+(𝑥) ，
[𝑄,𝜑+c(𝑥)]− = +𝑞𝜑+c(𝑥) .

将𝜑(𝑥)定义为线性组合

𝜑(𝑥) = 𝜅𝜑+(𝑥) + 𝜆𝜑+c(𝑥) ，

其显然与𝑄有同𝜑+(𝑥)一样的对易关系

[𝑄,𝜑(𝑥)]− = −𝑞𝜑(𝑥) .

那么在类空间隔上，𝜑(𝑥)与其厄密伴的对易子或反对易子为

[𝜑(𝑥), 𝜑†(𝑦)]∓ = |𝜅|2 [𝜑+(𝑥), 𝜑+†(𝑦)] + |𝜆|2 [𝜑+c†(𝑥), 𝜑+c(𝑦)]∓

= (|𝜅|2 ∓ |𝜆|2)Δ+(𝑥− 𝑦) ，

而𝜑(𝑥)而𝜑(𝑦)对于所有的𝑥和𝑦都自动对易或反对易，这是因为𝜑+和𝜑+c†(𝑥)产生湮灭的粒子不

同。在这个结果的导出中，我们默认粒子和反粒子有相同的质量，使得对易子或反对易子包含相

同的函数Δ+(𝑥− 𝑦)。费米统计在这里又一次排除在外，这是因为除非𝜅 = 𝜆 = 0，在该情况下场

为零，否则𝜑(𝑥)在类空间隔上不可能与𝜑†(𝑦)对易，所以一个无自旋粒子必须是玻色子。

对于玻色统计，为了使一个复的𝜑(𝑥)与𝜑†(𝑦)在类空间隔上对易，|𝜅|2 = |𝜆|2以及粒子和反粒
子有相同的质量是充分且必要的。通过重定义这两个粒子态的相对相位，我们可以再一次地赋

予𝜅和𝜆相同的相位，在这种情况下𝜅 = 𝜆。共同的相位因子又一次用过场𝜑的重定义被消除，使

得

𝜑(𝑥) = 𝜑+(𝑥) + 𝜑c+†(𝑥)

或者更细致些

𝜑(𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3/2(2𝑝0)1/2

[︁
𝑎(p)𝑒𝑖𝑝·𝑥 + 𝑎c†(p)𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (5.2.11)

这显然是唯一的因果标量场。这个公式既可用于反粒子是其本身的纯中性的无自旋粒子（在这种

情况下，我们取𝑎c†(p) = 𝑎(p)），也可用于有明显反粒子的粒子（这时𝑎c†(p) ̸= 𝑎(p)）。

为了将来的使用，我们在这里将复标量场与其厄密伴的对易子记为

[𝜑(𝑥), 𝜑†(𝑦)] = Δ(𝑥− 𝑦) ， (5.2.12)

其中

Δ(𝑥− 𝑦) ≡ Δ+(𝑥− 𝑦)−Δ+(𝑦 − 𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑝

2𝑝0(2𝜋)3
[𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦) − 𝑒−𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)] . (5.2.13)

*指标“c”代表“荷共轭”。应该记住不携带量子数的粒子可以是它自己的反粒子，即𝑎c(p) = 𝑎(p)，也可以不是。
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现在，让我们考察各种反演对称性在场上的效应。首先，从4.2节的结果，我们可以很容易

地看到空间反演算符在产生算符和湮灭算符上的效应是**：

P𝑎(p)P−1 = 𝜂*𝑎(−p) ， (5.2.14)

P𝑎c†(p)P−1 = 𝜂c𝑎c†(−p) ， (5.2.15)

其中𝜂和𝜂c分别是粒子和反粒子的内禀宇称。将这些结果应用于湮灭场(5.2.3)和产生场的荷共

轭(5.2.4)，并将积分变量p改为−p，我们看到

P𝜑+(𝑥)P−1 = 𝜂*𝜑+(P𝑥) (5.2.16)

P𝜑+c†(𝑥)P−1 = 𝜂c𝜑+c†(P𝑥) ， (5.2.17)

其中，像往常一样，P𝑥 = (−x, 𝑥0)。我们看到，一般而言，将空间反演算符作用于标量

场𝜑(𝑥) = 𝜑+(𝑥)+𝜑+c†(𝑥)将会给出一个不同的场𝜑𝑃 = 𝜂*𝜑++ 𝜂c𝜑+c†。两个场分别是因果的，但

如果𝜑与𝜑†𝑃出现在同一相互作用中，那么我们就有麻烦了，这是因为它们在类空间隔上一般不对

易。保护Lorentz不变性，宇称守恒和相互作用的厄密性的唯一方法是，要求𝜑𝑃正比于𝜑，因而

𝜂c = 𝜂* . (5.2.18)

即，包含一个无质量粒子和它的反粒子的态，其内禀宇称𝜂𝜂c为偶。我们现在就有

P𝜑(𝑥)P−1 = 𝜂*𝜑(P𝑥) . (5.2.19)

当无自旋粒子的反粒子是其本身时，即𝜂c = 𝜂，这些结果同样适用，并且暗示了这种粒子的内禀

宇称为实：𝜂 = ±1。

荷共轭可以用大致相同的方法处理。从4.2节的结果，我们有

C𝑎(p)C−1 = 𝜉*𝑎(p) ， (5.2.20)

C𝑎c†(p)C−1 = 𝜉c𝑎†(p) ， (5.2.21)

其中，𝜉和𝜉c是作用在单粒子态上的荷共轭算符所附带的相位。那么由此得出

C𝜑+(𝑥)C−1 = 𝜉*𝜑+c(𝑥) ， (5.2.22)

C𝜑+c†(𝑥)C−1 = 𝜉c𝜑+†(𝑥) . (5.2.23)

为了使C𝜑(𝑥)C−1正比于场𝜑†(𝑥)，这样它在类空间隔上对易，显然有必要使

𝜉c = 𝜉* . (5.2.24)

正如普通宇称一样，对于由一个无自旋粒子及其反粒子构成的态，其内禀荷共轭宇称𝜉𝜉c为偶。

现在，我们就有

C𝜑(𝑥)C−1 = 𝜉*𝜑†(𝑥) . (5.2.25)

**我们省略了反演算符P,C和T上的下标0，这是因为，实际上在这些反演是好对称性的所有情况中，在“入”态

和“出”态上和在自由粒子态上引出反演变换的算符是相同的。
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再一次地，这些结果同样适用于反粒子为其本身的情况，即𝜉c = 𝜉。在这种情况下，像普通宇称

一样，荷共轭宇称必须为实，𝜉 = ±1。

最终，我们来到时间反演。从4.2节中我们得到

T𝑎(p)T−1 = 𝜁*𝑎(−p) ， (5.2.26)

T𝑎c†(p)T−1 = 𝜁c𝑎c†(−p) ， (5.2.27)

回忆起T是反幺正的，并再一次将积分变量p改为−p，我们发现

T𝜑+(𝑥)T−1 = 𝜁*𝜑+(−P𝑥) (5.2.28)

T𝜑+c†(𝑥)T−1 = 𝜁c𝜑+c†(−P𝑥) ， (5.2.29)

为了使T𝜑(𝑥)T−1在时间反演点−P𝑥上与场𝜑简单相关，我们必须有

𝜁c = 𝜁* (5.2.30)

以及随之的

T𝜑(𝑥)T−1 = 𝜁**𝜑(−P𝑥) . (5.2.31)

5.3 因果矢量场

现在我们着手处理下一个最简单的场，其按照4-矢变换，是齐次Lorentz群的最简单的非平

庸表示。存在有质量粒子，𝑊±和𝑍0，其在低能下被这种场描述并且在现代基本粒子物理中扮演

日趋重要的角色，所以这个例子不仅仅是教学范畴。（另外，尽管我们在这里仅考察有质量粒

子，建立量子电动力学的方法之一是，在质量非常小的极限下，以有质量矢量场的方式描述光

子。）暂且，我们将假定该场所描述的粒子只有一种（扔掉种类指标𝑛）；那么我们将考察场所

描述的粒子和反粒子不同的可能性。

在Lorentz群的4-矢表示中，表示矩阵𝐷(Λ)的行与列被4-分量指标𝜇, 𝜈等所标记，其有

𝐷(Λ)𝜇𝜈 = Λ𝜇𝜈 . (5.3.1)

矢量场的湮灭部分和产生部分被写为

𝜑+𝜇(𝑥) =
∑︁

𝜎

(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢𝜇(p, 𝜎) 𝑎(p, 𝜎) 𝑒𝑖𝑝·𝑥 ， (5.3.2)

𝜑−𝜇(𝑥) =
∑︁

𝜎

(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 𝑣𝜇(p, 𝜎) 𝑎†(p, 𝜎) 𝑒−𝑖𝑝·𝑥 ， (5.3.3)

对任意动量的系数函数𝑢𝜇(p, 𝜎)和𝑣𝜇(p, 𝜎)以它们的零动量形式由方程(5.1.21)和(5.1.22)给定，在

这里写为

𝑢𝜇(p, 𝜎) = (𝑚/𝑝0)1/2𝐿(𝑝)𝜇𝜈𝑢
𝜈(0, 𝜎) ， (5.3.4)

𝑣𝜇(p, 𝜎) = (𝑚/𝑝0)1/2𝐿(𝑝)𝜇𝜈𝑣
𝜈(0, 𝜎) . (5.3.5)
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（我们对时空指标𝜇, 𝜈等使用了通常的求和约定）另外，在零动量处的系数函数服从于条

件(5.1.25)和(5.1.26)： ∑︁

�̄�

𝑢𝜇(0, �̄�)J
(𝑗)
�̄�𝜎 = J 𝜇

𝜈𝑢
𝜈(0, 𝜎) (5.3.6)

和

−
∑︁

�̄�

𝑣𝜇(0, �̄�)J
(𝑗)*
�̄�𝜎 = J 𝜇

𝜈𝑣
𝜈(0, 𝜎) . (5.3.7)

4-矢表示中的旋转生成元由方程(5.3.1)给定为

(J𝑘)
0
0 = (J𝑘)

0
𝑖 = (J𝑘)

𝑖
0 = 0 ， (5.3.8)

(J𝑘)
𝑖
𝑗 = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘 ， (5.3.9)

其中𝑖, 𝑗, 𝑘在这里取遍值1, 2和3。特别地，我们注意到J 2有如下的形式

(J 2)00 = (J 2)0𝑖 = (J 2)𝑖0 = 0 ， (5.3.10)

(J 2)𝑖𝑗 = 2𝛿𝑖𝑗 . (5.3.11)

那么从方程(5.3.6)和(5.3.7)得出

∑︁

�̄�

𝑢0(0, �̄�)(J(𝑗))2�̄�𝜎 = 0 ， (5.3.12)

∑︁

�̄�

𝑢𝑖(0, �̄�)(J(𝑗))2�̄�𝜎 = 2𝑢𝑖(0, 𝜎) (5.3.13)

和 ∑︁

�̄�

𝑣0(0, �̄�)(J(𝑗)*)2�̄�𝜎 = 0 ， (5.3.14)

∑︁

�̄�

𝑣𝑖(0, �̄�)(J(𝑗)*)2�̄�𝜎 = 2𝑣𝑖(0, 𝜎) (5.3.15)

另外，我们回忆熟悉的结果(J(𝑗))2�̄�𝜎 = 𝑗(𝑗 + 1)𝛿�̄�𝜎。从方程(5.3.12)—(5.3.15)，我们看到对于由

矢量场所描述的粒子，其自旋仅有两种可能性：要么𝑗 = 0，这时在p = 0处只有𝑢0和𝑣0是非零

的，要么𝑗 = 1（使得𝑗(𝑗 + 1) = 2），这时在p = 0处仅有空间分量𝑢𝑖和𝑣𝑖是非零的。让我们更细

致的看一下这两种可能性。

自旋零

通过对场的归一化的合适选择，我们可以令𝑢𝜇(0)和𝑣𝜇(0)仅存的非零分量有如下约定值

𝑢0(0) = 𝑖(𝑚/2)1/2

𝑣0(0) = −𝑖(𝑚/2)1/2 .

（指标𝜎在着这里只能取值零，因而被扔掉了。）那么对于一般动量，方程(5.3.4)和(5.3.5)得出

𝑢𝜇(p) = 𝑖𝑝𝜇(2𝑝0)−1/2 (5.3.16)

以及

𝑣𝜇(p) = −𝑖𝑝𝜇(2𝑝0)−1/2 . (5.3.17)
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这里的矢量湮灭场和产生场只不过是标量湮灭场和产生场𝜑±(𝑥)的导数，而𝜑±(𝑥)正是之前章节

所定义的无自旋粒子的标量场：

𝜑+𝜇(𝑥) = 𝜕𝜇𝜑+(𝑥) 𝜑−𝜇(𝑥) = 𝜕𝜇𝜑−(𝑥) . (5.3.18)

显然无自旋粒子的因果矢量场也仅是因果标量场的导数：

𝜑𝜇(𝑥) = 𝜑+𝜇(𝑥) + 𝜑−𝜇(𝑥) = 𝜕𝜇𝜑(𝑥) . (5.3.19)

因此我们不需要在这里进一步探索这种情况。

自旋一

从方程(5.3.6)和(5.3.7)中，我们立即看到𝜎 = 0的矢量𝑢𝑖(0, 0)和𝑣𝑖(0, 0)处在3-方向上。通过

一个合适的场的归一化选择，我们可以令这些矢量有如下值

𝑢𝜇(0, 0) = 𝑣𝜇(0, 0) = (2𝑚)−1/2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

(5.3.20)

其中，4-矢分量总以1, 2, 3, 0的顺序排列。为了找到其它分量，我们使用方程(5.3.6)，(5.3.7)和(5.3.9)

计算上升和下降算符𝐽
(1)
1 ± 𝑖𝐽

(1)
2 在𝑢和𝑣上的效应。给出：

𝑢𝜇(0,+1) = −𝑣𝜇(0,−1) = − 1√
2
(2𝑚)−1/2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

+𝑖

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， (5.3.21)

𝑢𝜇(0,−1) = −𝑣𝜇(0,+1) =
1√
2
(2𝑚)−1/2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

−𝑖
0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.3.22)

应用方程(5.3.4)和(5.3.5)现在给出

𝑢𝜇(p, 𝜎) = 𝑣𝜇*(p, 𝜎) = (2𝑝0)−1/2𝑒𝜇(p, 𝜎) (5.3.23)

其中

𝑒𝜇(p, 𝜎) ≡ 𝐿𝜇𝜈(p)𝑒
𝜈(0, 𝜎) (5.3.24)

并有

𝑒𝜇(0, 0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑒𝜇(0,+1) = − 1√

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

+𝑖

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑒𝜇(0,−1) =

1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

−𝑖
0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.3.25)
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湮灭场(5.3.2)和产生场(5.3.3)在这里是

𝜑+𝜇(𝑥) = 𝜑−𝜇†(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝√︀
2𝑝0

𝑒𝜇(p, 𝜎) 𝑎(p, 𝜎) 𝑒𝑖𝑝·𝑥 (5.3.26)

场𝜑+𝜇(𝑥)和𝜑+𝜈(𝑦)当然对于所有的𝑥和𝑦对易（或反对易），但是𝜑+𝜇(𝑥)和𝜑−𝜈(𝑦)却不是这样。

它们的对易子（对于玻色子）或反对易子（对于费米子）是

[𝜑+𝜇(𝑥), 𝜑−𝜈(𝑦)]∓ =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)32𝑝0
𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)Π𝜇𝜈(p) (5.3.27)

其中

Π𝜇𝜈(p) ≡
∑︁

𝜎

𝑒𝜇(p, 𝜎)𝑒𝜈*(p, 𝜎) . (5.3.28)

利用方程(5.3.25)的一个直接运算显示了Π𝜇𝜈(0)是垂直于时间方向的空间上的投影矩阵，并且方

程(5.3.24)随之证明了Π𝜇𝜈(p)是垂直于4-矢𝑝𝜇方向的空间上的投影矩阵：

Π𝜇𝜈(p) = 𝜂𝜇𝜈 + 𝑝𝜇𝑝𝜈/𝑚2 . (5.3.29)

那么，以上节所定义的Δ+函数的形式，对易子（或反对易子）(5.3.27)可以写为

[𝜑+𝜇(𝑥), 𝜑−𝜈(𝑦)]∓ =

[︂
𝜂𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈

𝑚2

]︂
Δ+(𝑥− 𝑦) . (5.3.30)

对于我们当前的目的，这个表达式的关键是，对于类空的𝑥 − 𝑦，其不为零且对于𝑥 − 𝑦是偶函

数。因此，我们可以重复上一节寻求构建因果场的推理：我们构造湮灭场和产生场的一个线性组

合

𝑣𝜇(𝑥) ≡ 𝜅𝜑+𝜇(𝑥) + 𝜆𝜑−𝜇(𝑥)

对于类空的𝑥− 𝑦，这时有，

[𝑣𝜇(𝑥), 𝑣𝜈(𝑦)]∓ = 𝜅𝜆[1∓ 1]

[︂
𝜂𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈

𝑚2

]︂
Δ+(𝑥− 𝑦)

以及

[𝑣𝜇(𝑥), 𝑣𝜈†(𝑦)]∓ = (|𝜅|2 ∓ |𝜆|2)
[︂
𝜂𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈

𝑚2

]︂
Δ+(𝑥− 𝑦) .

为了使二者对于类空的𝑥 − 𝑦都为零，自旋1的粒子是玻色子且|𝜅| = |𝜆|是充分且必要的。通过对
单粒子态相位的一个合适选择，我们可以赋予𝜅和𝜆相同的相位，使得𝜅 = 𝜆，并通过场的总归一

化扔掉共同的因子𝜅。在这之后，我们发现自旋一的有质量粒子的矢量场是

𝑣𝜇(𝑥) = 𝜑+𝜇(𝑥) + 𝜑+𝜇†(𝑥) . (5.3.31)

我们注意到这是实的：

𝑣𝜇(𝑥) = 𝑣𝜇†(𝑥) . (5.3.32)

然而，如果粒子携带了一非零的守恒量子数𝑄，那么我们无法用这种场构建与𝑄守恒的相互作

用。反而，我们必须假定存在另一玻色子，其与原先的玻色子有相同的质量和自旋但携带𝑄的相

反值，这样，则将因果场构建为

𝑣𝜇(𝑥) = 𝜑+𝜇(𝑥) + 𝜑+c𝜇†(𝑥) (5.3.33)
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或者更细致一些

𝑣𝜇(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝√︀
2𝑝0

× [𝑒𝜇(p, 𝜎)𝑎(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥 + 𝑒𝜇*(p, 𝜎)𝑎c†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥] ， (5.3.34)

其中，下标“c”表明算符所产生的反粒子与被𝜑+𝜇(𝑥)湮灭的粒子是荷共轭的。又一次地，这是因

果场，但不再是实的。通过令𝑎c(p) = 𝑎(p)，我们同样能将该公式用于纯中性的情况，即自旋一

粒子是其本身的反粒子。在这两种情况下，矢量场与其厄密伴的对易子是

[𝑣𝜇(𝑥), 𝑣𝜈†(𝑦)] =

[︂
𝜂𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈

𝑚2

]︂
Δ(𝑥− 𝑦) ， (5.3.35)

其中Δ(𝑥− 𝑦)是函数(5.2.13)。

针对有质量的自旋1粒子，我们所构建的实场和复场满足有趣的场方程。首先，因为在方

程(5.3.26)中，指数中的𝑝𝜇满足𝑝2 = −𝑚2，场满足Klein-Gordon方程：

(�−𝑚2)𝑣𝜇(𝑥) = 0 ， (5.3.36)

这恰与标量场是相同的。另外，因为方程(5.3.24)表明了

𝑒𝜇(p, 𝜎) 𝑝𝜇 = 0 ， (5.3.37)

我们现在有另一方程

𝜕𝜇𝑣
𝜇(𝑥) = 0 . (5.3.38)

在小质量极限下，方程(5.3.36)和(5.3.38)正是所谓Lorentz规范下电动力学4-矢势的方程。

然而，我们不能通过令质量趋于零从任何有质量的自旋一粒子的理论中获得电动力学。通过

考察相互作用密度H = 𝐽𝜇𝑣
𝜇产生自旋一粒子的速率可以看到这个问题，其中𝐽𝜇是任意4-矢流。

对矩阵元取平方并对自旋一粒子的自旋𝑧-分量求和，其给出的速率正比于

∑︁

𝜎

|⟨𝐽𝜇⟩ 𝑒𝜇(𝑝, 𝜎)*|2 = ⟨𝐽𝜇⟩ ⟨𝐽𝜈⟩*Π𝜇𝜈(p) ，

其中p是出射自旋一粒子的动量，而⟨𝐽𝜇⟩是流（在𝑥 = 0处）在所有其它粒子的初态和末态之间矩

阵元。Π𝜇𝜈(p)中的项𝑝𝜇𝑝𝜈/𝑚2，一般而言，在𝑚 → 0时会引起发射速率爆炸。避免这一灾难的唯

一方法是令⟨𝐽𝜇⟩ 𝑝𝜇为零，其在坐标空间正是陈述：流𝐽𝜇必须是守恒的，也就是说𝜕𝜇𝐽𝜇 = 0。诚

然，流守恒的需要可以通过对态的简单计数看到。一个有质量自旋一粒子有三个自旋态，而任何

无质量自旋一粒子，例如光子，只能有螺度+1和−1：流守恒条件正好确保了自旋一粒子的零螺

度态在零质量极限下不被发射。

同上节讨论的标量场一样，反演可以以大致相同的方式处理。为了计算空间反演的效应，我

们需要𝑒𝜇(p, 𝜎)的公式。利用𝐿𝜇𝜈(−p) = P𝜇
𝜌𝐿

𝜌
𝜏 (p)P𝜏

𝜈以及方程(5.3.24)，我们有

𝑒𝜇(−p, 𝜎) = −P𝜇
𝜈𝑒
𝜈(p, 𝜎) . (5.3.39)

另外，为了计算时间反演的效应，我们需要(−1)1+𝜎𝑒𝜇*(−p,−𝜎)的公式。利用(−1)1+𝜎𝑒𝜇*(0,−𝜎)
= −𝑒𝜇(0, 𝜎)以及之上𝐿𝜇𝜈(−p)的公式，我们发现

(−1)1+𝜎𝑒𝜇*(−p,−𝜎) = P𝜇
𝜈𝑒
𝜈(p, 𝜎) . (5.3.40)
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利用这些结果以及4.2节中所给出的湮灭算符和产生算符的变换性质，得到湮灭场和产生场的反

演变换性质是直接的。我们再一次发现，为了使因果场变换后的场在类空间隔上与之前场对易，

自旋一粒子的内禀空间反演，荷共轭和时间反演相位有如下关系是必要的

𝜂c = 𝜂* ， (5.3.41)

𝜉c = 𝜉* ， (5.3.42)

𝜁c = 𝜁* . (5.3.43)

（特别地，如果自旋一粒子的反粒子是其本身，则所有相位必须是实的。）满足了这些相位条

件，我们的因果矢量场(5.3.34)有反演变换性质

P𝑣𝜇(𝑥)P−1 = −𝜂*P𝜇
𝜈𝑣
𝜈(P𝑥) ， (5.3.44)

C𝑣𝜇(𝑥)C−1 = 𝜉*𝑣𝜇†(𝑥) ， (5.3.45)

T𝑣𝜇(𝑥)T−1 = 𝜁*P𝜇
𝜈𝑣
𝜈(−P𝑥) . (5.3.46)

特别地，方程(5.3.44)中的负号意味着，在没有伴随矩阵P𝜇
𝜈的额外的相位或符号时，矢量场按

照一个极矢量变换，其描述了一个内禀宇称𝜂 = −1的自旋一粒子。

5.4 Dirac形式体系

在齐次Lorentz群的所有表示中，有一个表示在物理中扮演了特殊的角色。正如我们在1.1节

中看到的，这个表示被Dirac引入到电子理论中3，但是像往常一样，数学家已经知道它了4，这

是因为它提供了任意维数中旋转群或Lorentz群（实际上，是它们的覆盖群——见2.7节）的两大

类表示之一的基。从我们在这里所遵循的观点看，齐次Lorentz群的表示决定了在该群下变换的

量子场的结构和性质，所以，以它首次出现在数学的方式，而不是由Dirac引入的方式，来描

述Dirac形式体系对于我们来说将是自然的。

齐次Lorentz群的一个表示，我们通常是指一组满足群的乘积法则的矩阵𝐷(Λ)

𝐷(Λ̄)𝐷(Λ) = 𝐷(Λ̄Λ) .

正如幺正算符𝑈(Λ)一样，我们可以通过考察无限小情形来研究这些矩阵的性质，

Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈 ， (5.4.1)

𝜔𝜇𝜈 = −𝜔𝜈𝜇 ， (5.4.2)

这时

𝐷(Λ) = 1 +
𝑖

2
𝜔𝜇𝜈J

𝜇𝜈 (5.4.3)

其中，J 𝜇𝜈 = −J 𝜈𝜇是一组满足对易关系(2.4.12)的矩阵：

𝑖[J 𝜇𝜈 ,J 𝜌𝜎] = 𝜂𝜈𝜌J 𝜇𝜎 − 𝜂𝜇𝜌J 𝜈𝜎 − 𝜂𝜎𝜇J 𝜌𝜈 + 𝜂𝜎𝜈J 𝜌𝜇 . (5.4.4)
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为了找到这样的一组矩阵，假定我们先构建出了满足如下反对易关系的矩阵𝛾𝜇

{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝜂𝜇𝜈 (5.4.5)

并暂且定义

J 𝜇𝜈 = − 𝑖

4
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ] ， (5.4.6)

利用方程(5.4.5)不难证明

[J 𝜇𝜈 , 𝛾𝜌] = −𝑖𝛾𝜇𝜂𝜈𝜌 + 𝑖𝛾𝜈𝜂𝜇𝜌 (5.4.7)

并且，从此我们不难看到方程(5.4.6)确实满足所需的对易关系(5.4.4)。我们进一步假定矩阵𝛾𝜇是

不可约的；即，不存在对这些矩阵不变的固有子空间。否则，我们可以选择一组更小的场分量，

其像方程(5.4.3)和(5.4.6)中那样变换，并有一组不可约的𝛾𝜇。

任何一组满足类似方程(5.4.5)（或者它的欧几里得类比，其中𝜂𝜇𝜈被替换为克罗内克𝛿-符

号）的关系的矩阵，被称为Clifford(克利福德)代数。这个齐次Lorentz群（或者，更精确些，它

的覆盖群）的特殊表示的数学重要性源于如下事实（见5.6节）：最普遍的Lorentz群的不可约表

示要么是张量，要么是按照方程(5.4.3)和(5.4.6)变换的旋量，要么是一个张量和一个旋量的直

积。

对易关系(5.4.7)可以被总结为，𝛾𝜌是一矢量，也就是说方程(5.4.3)满足

𝐷(Λ)𝛾𝜌𝐷−1(Λ) = Λ 𝜌
𝜎 𝛾

𝜎 . (5.4.8)

在同样的意义下，单位矩阵是一平庸的标量

𝐷(Λ)1𝐷−1(Λ) = 1 (5.4.9)

而方程(5.4.4)说明J 𝜌𝜎是反对称张量

𝐷(Λ)J 𝜌𝜎𝐷−1(Λ) = Λ 𝜌
𝜇 Λ

𝜎
𝜈 J 𝜇𝜈 . (5.4.10)

矩阵𝛾𝜇可以用来构建其它的全反对称张量

A 𝜌𝜎𝜏 ≡ 𝛾[𝜌𝛾𝜎𝛾𝜏 ] ， (5.4.11)

P𝜌𝜎𝜏𝜂 = 𝛾[𝜌𝛾𝜎𝛾𝜏𝛾𝜂] . (5.4.12)

这里的中括号是一标准记法，表明我们对括号内指标的所有置换求和，其中正号和负号分别对应

偶置换和奇置换。例如，方程(5.4.11)的完整表达式是

A 𝜌𝜎𝜏 ≡ 𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝜏 − 𝛾𝜌𝛾𝜏𝛾𝜎 − 𝛾𝜎𝛾𝜌𝛾𝜏

+ 𝛾𝜏𝛾𝜌𝛾𝜎 + 𝛾𝜎𝛾𝜏𝛾𝜌 − 𝛾𝜏𝛾𝜎𝛾𝜌 .

通过重复使用方程(5.4.5)，我们可以将𝛾的任何乘积写为𝛾的反对称乘积之和乘以度规张量之积，

所以全反对称张量构成了任何矩阵集合的一个完全基，这些矩阵可以通过Dirac矩阵构建。

这个形式体系自动包含了一个宇称变换，通常取为

𝛽 ≡ 𝑖𝛾0 . (5.4.13)
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应用于Dirac矩阵给出

𝛽𝛾𝑖𝛽−1 = −𝛾𝑖 ， 𝛽𝛾0𝛽−1 = +𝛾0 (5.4.14)

（我们这里指标的标记使得𝜇取遍值0, 1, 2, · · ·。）应用于𝛾-矩阵的任意乘积，相同的相似变换则
仅产生一个正号或负号，其中根据乘积中带有空间指标的𝛾是偶数个还是奇数个，符号分别为正

号和负号。特别地，

𝛽J 𝑖𝑗𝛽−1 = J 𝑖𝑗 ， (5.4.15)

𝛽J 𝑖0𝛽−1 = −J 𝑖0 . (5.4.16)

迄今为止，本节中的一切结果适用于任何的时空维数以及任意“度规”𝜂𝜇𝜈。然而，在四维时

空中有一特殊的特征，即全反对称张量的指标不能超过4个，所以张量序列1, 𝛾𝜌,J 𝜌𝜎,A 𝜌𝜎𝜏 , · · ·
终结于张量(5.4.12)。进一步的，这些张量在Lorentz变换和/或宇称变换下进行不同地变换，所

以它们是完全线性独立的*。这些张量的线性独立分量的数目是：对于1有1个，对于𝛾𝜌有4个，

对于J 𝜌𝜎有6个，对于A 𝜌𝜎𝜏有4个，对于P𝜇𝜈𝜌𝜎有1个，总共则是16个独立分量。（普遍规则

是，𝑑-维中带有𝑛个指标的全反对称张量，其独立分量的数目等于二项式系数𝑑!/𝑛!(𝑑 − 𝑛)!）最

多有𝜈2个𝜈 × 𝜈矩阵，所以它们至少必须有
√
16 = 4行和列。维数最小的Dirac矩阵必须是不可约

的；如果可约，对于这些矩阵不变的子空间将构成一个维数更低的表示。因而我们将𝛾矩阵取

为4× 4矩阵。

（更普遍地，在任意偶数𝑑维时空中，可以建立有0, 1, · · · , 𝑑个指标的反对称张量，其所包含
的独立分量个数总共为

𝑑∑︁

𝑛=0

𝑑!

𝑛!(𝑑− 𝑛)!
= 2𝑑 ，

所以𝛾矩阵至少必须有2𝑑/2个行和列。在奇数维的空间或时空中，𝑛阶和𝑑 − 𝑛阶的全反对称张量

通过如下条件线性相关**

𝛾[𝜇1𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇𝑟] ∝ 𝜖𝜇1𝜇2···𝜇𝑑𝛾[𝜇𝑟+1
𝛾𝜇𝑟+2 · · · 𝛾𝜇𝑑] ，

其中𝑟 = 0, 1, 2, · · · , 𝑑 − 1，𝜖𝜇1𝜇2···𝜇𝑑是全反对称的，左边在𝑟 = 0时取为单位矩阵。在这些条件

下，仅有2𝑑−1个独立张量，这要求𝛾-矩阵的最低维数为2(𝑑−1)/2。）

现在回到4-维时空，我们将选择一组明确的4× 4𝛾-矩阵。一个非常普遍的选择是

𝛾0 = −𝑖
[︃

0 1

1 0

]︃
， 𝛾 = −𝑖

[︃
0 𝜎

−𝜎 0

]︃
， (5.4.17)

其中1是2× 2单位矩阵，而𝜎的分量是通常的Pauli矩阵

𝜎1 =

(︃
0 1

1 0

)︃
， 𝜎2 =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
， 𝜎3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
. (5.4.18)

*另外，可以通过它们构成正交基来证明它们是线性独立的，其中两个矩阵的标量积定义为它们乘积的迹。注意，

这些矩阵没有一个为零，这是因为每一个矩阵的每个分量正比于不同𝛾-矩阵的乘积，并且这种乘积的平方等于正的或

负的平方积，因而等于±1。
**这一约束并不干扰把空间反演列入奇数维时空中Lorentz群的Dirac表示，这是因为，这里的张量𝜖𝜇1𝜇2···𝜇𝑑在空间

坐标的反演下为偶。如果我们不关心空间反演，通过附加之上将𝑟个Dirac矩阵之积与𝑑 − 𝑟个Dirac矩阵之积关联起来

的条件，我们也能在偶数维时空中构建固有正时Lorentz群的2(𝑑−1)/2-维不可约表示。之后，方程(5.4.19)和(5.4.20)中

的子矩阵将提供一个例子。
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（𝜎𝑖正是三维中的2 × 2的𝛾-矩阵。）可以证明5任何其它不可约的𝛾-矩阵组可以通过一个相似变

换与此关联。从方程(5.4.17)中，我们可以简单地计算出Lorentz群生成元(5.4.6)：

J 𝑖𝑗 =
1

2
𝜖𝑖𝑗𝑘

[︃
𝜎𝑘 0

0 𝜎𝑘

]︃
(5.4.19)

J 𝑖0 = +
𝑖

2

[︃
𝜎𝑖 0

0 −𝜎𝑖

]︃
. (5.4.20)

（其中，𝜖𝑖𝑗𝑘是三维中的全反对称张量，其有𝜖123 ≡ +1。）我们注意到它们是分块对角的，

所以Dirac矩阵提供了固有正时Lorentz群的一个可约表示，即两个不可约表示的直和，并

有J 𝑖𝑗 = ±𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘J 𝑘0。

将全反对称张量(5.4.11)和(5.4.12)写成一种更简单的方式是方便的。矩阵(5.4.12)是全反对称

矩阵，因而正比于赝张量𝜖𝜌𝜎𝜏𝜂，其定义为一个全反对称量，并有𝜖0123 = +1。令𝜌, 𝜎, 𝜏, 𝜂分别等

于0, 1, 2, 3，我们看到

P𝜌𝜎𝜏𝜂 = 4! 𝑖 𝜖𝜌𝜎𝜏𝜂𝛾5 ， (5.4.21)

其中

𝛾5 ≡ −𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 . (5.4.22)

矩阵𝛾5是一赝标量，也就是说

[J 𝜌𝜎, 𝛾5] = 0 ， (5.4.23)

𝛽𝛾5𝛽
−1 = −𝛾5 . (5.4.24)

类似地，A 𝜌𝜎𝜏必须正比于𝜖𝜌𝜎𝜏𝜂与某矩阵A𝜂的收缩，令𝜌, 𝜎, 𝜏依次等于0, 1, 2或0, 1, 3或0, 2, 3或1, 2, 3，

我们发现

A 𝜌𝜎𝜏 = 3! 𝑖 𝜖𝜌𝜎𝜏𝜂𝛾5𝛾𝜂 . (5.4.25)

因而，16个独立的4 × 4矩阵可以取为标量1，矢量𝛾𝜌，反对称张量J 𝜌𝜎，“轴”矢量𝛾5𝛾𝜂和赝标

量𝛾5的分量。很容易看到矩阵𝛾
5的平方等于1

𝛾25 = 1 (5.4.26)

并与所有的𝛾𝜇反对易

{𝛾5, 𝛾𝜇} = 0 . (5.4.27)

记号𝛾5是非常合适的，因为反对易关系(5.4.26)和(5.4.27)与方程(5.4.5)一起证明了𝛾0, 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5提

供了五维时空中的Clifford代数。对于𝛾-矩阵的特定4× 4表示(5.4.17)，矩阵𝛾5是

𝛾5 =

[︃
1 0

0 −1

]︃
. (5.4.28)

这个表示是实用的，因为它将J 𝜌𝜎和𝛾5简化成了分块对角形式。正如我们将看到的，这使其在

处理𝑣 → 𝑐的极端相对论极限下的粒子变得非常有用。（但是它不是1.1节中由Diran最初引入的

表示，这是因为对于Dirac所关注的原子中的电子，𝑣 ≪ 𝑐，而在这种情况下，采取𝛾0而非𝛾5是对

角形式将更加方便。）
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我们在这里构建的齐次Lorentz群表示不是幺正的，这是因为生成元J 𝜌𝜎无法全部表示

成厄密矩阵。特别地，在表示(5.4.17)中，J 𝑖𝑗是厄密的，但J 𝑖0是反厄密的。通过引入方

程(5.4.13)中的矩阵𝛽 ≡ 𝑖𝛾0，这种实条件可以方便地写成显然Lorentz不变的形式，𝛽在表

示(5.4.17)中的形式为

𝛽 =

[︃
0 1

1 0

]︃
. (5.4.29)

代入方程(5.4.17)给出

𝛽𝛾𝜇†𝛽 = −𝛾𝜇 (5.4.30)

因而，尽管不幺正，矩阵𝐷(Λ)满足赝幺正关系

𝛽𝐷(Λ)†𝛽 = 𝐷(Λ)−1 . (5.4.31)

另外，𝛾5是厄密的且与𝛽对易，所以

𝛽𝛾†5𝛽 = −𝛾5 (5.4.32)

由此得出

𝛽𝛽(𝛾5𝛾𝜇) = −𝛾5𝛾𝜇 . (5.4.33)

Dirac矩阵及其相关矩阵也有重要的对称性质。方程(5.4.17)和(5.4.18)的插入说明𝛾𝜇在𝜇 =

0, 2时是对称的，在𝜇 = 1, 3时是反对称的，所以

𝛾T𝜇 = −C 𝛾𝜇C
−1 ， (5.4.34)

其中T代表转置，并且

C ≡ 𝛾2𝛽 = −𝑖
[︃
𝜎2 0

0 −𝜎2

]︃
. (5.4.35)

由此立即得出

J T
𝜇𝜈 = −C J𝜇𝜈C

−1 ， (5.4.36)

𝛾T5 = +C 𝛾5C
−1 ， (5.4.37)

(𝛾5𝛾𝜇)
T = +C 𝛾5𝛾𝜇C

−1 . (5.4.38)

当我们在下一节中考察不同流的荷共轭性质时，这些符号将会表现出非凡的意义。当然，我们可

以结合转置和厄密伴的结果以获得Dirac矩阵及其联合矩阵的复共轭：

𝛾*𝜇 = 𝛽C 𝛾𝜇C
−1𝛽 ， (5.4.39)

J *
𝜇𝜈 = −𝛽C J𝜇𝜈C

−1𝛽 ， (5.4.40)

𝛾*5 = −𝛽C 𝛾5C
−1𝛽 ， (5.4.41)

(𝛾5𝛾𝜇)
* = −𝛽C 𝛾5𝛾𝜇C

−1𝛽 . (5.4.42)
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5.5 因果Dirac场

我们现在希望构建在Lorentz群下，按照上节多讨论的Dirac表示变换的粒子湮灭场和反粒子

产生场。一般而言，它们采取方程(5.1.17)和(5.1.18)所给出的形式：

𝜓+
ℓ (𝑥) = (2𝜋)−3/2

∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢ℓ(p, 𝜎)𝑒

𝑖𝑝·𝑥𝑎(p, 𝜎) (5.5.1)

和

𝜓−c
ℓ (𝑥) = (2𝜋)−3/2

∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑣ℓ(p, 𝜎)𝑒

−𝑖𝑝·𝑥𝑎c†(p, 𝜎) . (5.5.2)

在这里省略了粒子种类指标。为了计算出现这些公式中的系数函数𝑢ℓ(𝑝, 𝜎)和𝑣ℓ(𝑝, 𝜎)，我们必须

先使用方程(5.1.25)和(5.1.26)以找到动量为零时的𝑢ℓ和𝑣ℓ，然后使用方程(5.1.21)和(5.1.22)计算

出任意动量时的𝑢ℓ和𝑣ℓ，在这两种情况中𝐷ℓ̄ℓ上节所讨论的齐次Lorentz群的4× 4Dirac表示。

利用方程(5.4.19)，零动量条件(5.1.25)和(5.1.26)变成*

∑︁

�̄�

𝑢�̄�±(0, �̄�)J
(𝑗)
�̄�𝜎 =

∑︁

𝑚

1
2𝜎�̄�𝑚𝑢𝑚±(0, 𝜎)

和

−
∑︁

�̄�

𝑣�̄�±(0, �̄�)J
(𝑗)*
�̄�𝜎 =

∑︁

𝑚

1
2𝜎�̄�𝑚𝑣𝑚±(0, 𝜎) .

换句话说，如果我们认为𝑢𝑚±(0, 𝜎)和𝑣𝑚±(0, 𝜎)是矩阵𝑈±和𝑉±的𝑚,𝜎元，那么我们就有了如下矩

阵表示

𝑈±J
(𝑗) = 1

2𝜎𝑈± (5.5.3)

和

− 𝑉±J
(𝑗)* = 1

2𝜎𝑉± . (5.5.4)

现在，(2𝑗 + 1)-维表示J(𝑗)和−J(𝑗)*以及2 × 2矩阵1
2𝜎完全提供了旋转群Lie代数的不可约

表示。群论中一个称为Schur引理6的普遍定理告诉我们，当像𝑈±或𝑉±的一个矩阵连接了方

程(5.5.3)和(5.5.4)中那样的两个表示，那么这个矩阵要么为零（在这里对这种可能性不感兴

趣）要么是可平方且非奇异的。因此，Dirac场仅能描述自旋𝑗 = 1
2的粒子（使得2𝑗 + 1 =

2），并且矩阵J(1/2)和−J(1/2)*与1
2𝜎只相差一个相似变换。事实上，在旋转生成元的标准表

示(2.5.21)，(2.5.22)中，我们有J(1/2) = 1
2𝜎和−J(1/2)* = 1

2𝜎2𝜎𝜎2。由此得出𝑈±和𝑉±必须与𝜎对

易，因而正比于一个单位矩阵：

𝑢𝑚±(0, 𝜎) = 𝑐±𝛿𝑚𝜎 ， 𝑣𝑚±(0, 𝜎) = −𝑖𝑑±(𝜎2)𝑚𝜎 . (5.5.5)

换句话说

𝑢(0, 12) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐+

0

𝑐−

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑢(0,−1

2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝑐+

0

𝑐−

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
，

*我们在这里扔掉了种类指标𝑛，并将4-分量指标ℓ替换为一对指标，一个是2-值指标𝑚，用来标记方

程(5.4.19)和(5.4.20)中子矩阵的行与列；两一个指标取值±，用来标记方程(5.4.19)和(5.4.20)中超矩阵的行与列
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𝑣(0, 12) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝑐+

0

𝑐−

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑣(0,−1

2) = −

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑑+

0

𝑑−

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

而有限动量的旋量是

𝑢(p, 𝜎) =
√︀
𝑚/𝑝0𝐷

(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝑢(0, 𝜎) ， (5.5.6)

𝑣(p, 𝜎) =
√︀
𝑚/𝑝0𝐷

(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝑣(0, 𝜎) . (5.5.7)

还需讨论的只剩常数𝑐±和𝑑±。一般而言，存在很大的任意性——如果我们想，我们甚至可

以选择𝑐−和𝑑−或𝑐+和𝑑+为零，这使得Dirac场将只有两个非零分量。能够告诉我们𝑐±或𝑑±的相

对值的唯一物理原理是宇称守恒。我们回忆一下，在空间反演下，粒子湮灭算符和反粒子产生算

符经历变换：

P𝑎(p, 𝜎)P−1 = 𝜂*𝑎(−p, 𝜎) (5.5.8)

P𝑎c†(p, 𝜎)P−1 = 𝜂c𝑎c†(−p, 𝜎) (5.5.9)

因而

P𝜓+
ℓ (𝑥)P

−1 = 𝜂*(2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢ℓ(−p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·P𝑥𝑎(p, 𝜎) ， (5.5.10)

P𝜓−c
ℓ (𝑥)P−1 = 𝜂c(2𝜋)−3/2

∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑣ℓ(−p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·P𝑥𝑎c†(p, 𝜎) . (5.5.11)

另外，方程(5.4.16)，(5.1.21)和(5.1.22)给出

𝑢(−p, 𝜎) =
√︀
𝑚/𝑝0𝛽𝐷(𝐿(p))𝛽𝑢(0, 𝜎) (5.5.12)

𝑣(−p, 𝜎) =
√︀
𝑚/𝑝0𝛽𝐷(𝐿(p))𝛽𝑣(0, 𝜎) . (5.5.13)

（由于𝛽2 = 1，我们不再区分𝛽和𝛽−1。）为了使宇称算符将点𝑥处的场变换为正比于点P𝑥处的

场的某个量，𝛽𝑢(0, 𝜎)和𝛽𝑣(0, 𝜎)分别正比于𝑢(0, 𝜎)和𝑣(0, 𝜎)是必要的：

𝛽𝑢(0, 𝜎) = 𝑏𝑢𝑢(0, 𝜎) ， 𝛽𝑣(0, 𝜎) = 𝑏𝑣𝑣(0, 𝜎) ， (5.5.14)

其中𝑏𝑢和𝑏𝑣是符号因子，𝑏
2
𝑢 = 𝑏2𝑣 = 1。在该情况下，场有简单的空间反演性质：

P𝜓+(𝑥)P−1 = 𝜂*𝑏𝑢𝛽𝜓
+(P𝑥) ， (5.5.15)

P𝜓−c(𝑥)P−1 = 𝜂c𝑏𝑣𝛽𝜓
−c(P𝑥) . (5.5.16)

通过调整场的总体尺度，我们可以选择零动量处的系数函数有如下形式：

𝑢(0, 12) =
1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

𝑏𝑢

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑢(0,−1

2) =
1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

𝑏𝑢

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， (5.5.17)
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𝑣(0, 12) =
1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

𝑏𝑣

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑣(0,−1

2) =
−1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

𝑏𝑣

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.5.18)

现在，让我们尝试把湮灭场和产生场放进一个线性组合中

𝜓(𝑥) = 𝜅𝜓+(𝑥) + 𝜆𝜓−c(𝑥) (5.5.19)

使其与本身以及处在类空间隔上的厄密伴对易或反对易。一个直接的计算给出

[𝜓ℓ(𝑥), 𝜓
†
ℓ̄
(𝑥)]∓ = (2𝜋)−3

∫︁
𝑑3𝑝 [|𝜅|2𝑁ℓℓ̄(p)𝑒

𝑖𝑝·(𝑥−𝑦) ∓ |𝜆|2𝑀ℓℓ̄(p)𝑒
−𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)] ， (5.5.20)

其中

𝑁ℓℓ̄(p) ≡
∑︁

𝜎

𝑢ℓ(p, 𝜎)𝑢
*
ℓ̄ (p, 𝜎) ， (5.5.21)

𝑀ℓℓ̄(p) ≡
∑︁

𝜎

𝑣ℓ(p, 𝜎)𝑣
*
ℓ̄ (p, 𝜎) . (5.5.22)

通过使用本征值条件(5.5.14)或者显然的公式(5.5.17)和(5.5.18)，我们发现动量为零时

𝑁(0) =
1 + 𝑏𝑢𝛽

2
， 𝑀(0) =

1 + 𝑏𝑣𝛽

2
. (5.5.23)

那么从方程(5.5.6)和(5.5.7)中我们得到

𝑁(p) =
𝑚

2𝑝0
𝐷(𝐿(𝑝))[1 + 𝑏𝑢𝛽]𝐷

†(𝐿(𝑝)) ， (5.5.24)

𝑀(p) =
𝑚

2𝑝0
𝐷(𝐿(𝑝))[1 + 𝑏𝑣𝛽]𝐷

†(𝐿(𝑝)) . (5.5.25)

赝幺正条件(5.4.31)产生

𝐷
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝛽𝐷†

(︁
𝐿(𝑝)

)︁
= 𝛽

以及

𝐷
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝐷†
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
= 𝐷

(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝛽𝐷−1

(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝛽 .

我们又想起𝛽 = 𝑖𝛾0，所以，通过使用Lorentz变换规则(5.4.8)，我们有

𝐷
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝛽𝐷−1

(︁
𝐿(𝑝)

)︁
= 𝑖𝐿 0

𝜇 𝛾
𝜇 = −𝑖𝑝𝜇𝛾𝑢/𝑚 . (5.5.26)

将这个也加进来，我们发现**

𝑁(p) =
1

2𝑝0
[−𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇 + 𝑏𝑢𝑚]𝛽 ， (5.5.27)

𝑀(p) =
1

2𝑝0
[−𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇 + 𝑏𝑣𝑚]𝛽 . (5.5.28)

**有时Dirac旋量中会包含一个额外因子
√︀
𝑝0/𝑚，使得𝑚取代自旋求和(5.5.27)和(5.5.28)分母中的𝑝0。这里所采用

的归一化的优点是光滑地经过𝑚 = 0的情况。
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在方程(5.5.20)中利用这个，最终得出

[𝜓ℓ(𝑥), 𝜓
†
ℓ̄
(𝑥)]∓ =

(︀
|𝜅|2 [−𝛾𝜇𝜕𝜇 + 𝑏𝑢𝑚]𝛽Δ+(𝑥− 𝑦)

∓ |𝜆|2 [−𝛾𝜇𝜕𝜇 + 𝑏𝑣𝑚]𝛽Δ+(𝑥− 𝑦)
)︀
ℓℓ̄

. (5.5.29)

其中Δ+(𝑥− 𝑦)是5.2节所引入的函数

Δ+(𝑥) ≡
∫︁

𝑑3𝑝

2𝑝0(2𝜋)3
𝑒𝑖𝑝·𝑥 .

我们在5.2节看到，对于类空的𝑥−𝑦，Δ+(𝑥−𝑦)是𝑥−𝑦的偶函数，显然，它的一阶导数是𝑥−𝑦的
奇函数。因此为了使对易子或反对易子中的导数项和非导数项在类空间隔上都为零，有如下充分

必要条件

|𝜅|2 = ∓ |𝜆|2 (5.5.30)

和

|𝜅|2 𝑏𝑢 = ∓ |𝜆|2 𝑏𝑣 . (5.5.31)

显然，仅当我们选择上面的符号，∓ = −，方程(5.5.30)才可能成立；即，由Dirac场所描述的粒

子必是费米子。那么必有|𝜅|2 = |𝜆|2和𝑏𝑢 = −𝑏𝑣。像标量场一样，我们可以重定义产生和湮灭算
符的相对相位以使比值𝜅/𝜆为正实数，在这种情况下𝜅 = 𝜆，并且通过调整场𝜓的总体尺度与相

位，我们可以领

𝜅 = 𝜆 = 1 . (5.5.32)

最后，如果我们想，我们可将𝜓替换为𝛾5𝜓，这改变了𝑏𝑢和𝑏𝑣的符号，所以我们总可以令

𝑏𝑢 = −𝑏𝑣 = +1 . (5.5.33)

为了将来的使用，我们在这里重新写成Dirac场

𝜓ℓ(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 [𝑢ℓ(p, 𝜎)𝑒

𝑖𝑝·𝑥𝑎(p, 𝜎) + 𝑣ℓ(p, 𝜎)𝑒
−𝑖𝑝·𝑥𝑎c†(p, 𝜎)] (5.5.34)

其中在零动量处的系数函数是

𝑢(0, 12) =
1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑢(0,−1

2) =
1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， (5.5.35)

𝑣(0, 12) =
1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
， 𝑣(0,−1

2) =
−1√
2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

−1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.5.36)

自旋和是

𝑁(p) =
1

2𝑝0
[−𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇 +𝑚]𝛽 ， (5.5.37)

𝑀(p) =
1

2𝑝0
[−𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇 +𝑚]𝛽 ， (5.5.38)
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所以，反对易子由方程(5.5.20)给定为

[𝜓ℓ(𝑥), 𝜓
†
ℓ̄
(𝑥)]+ = {[−𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚]𝛽}ℓℓ̄Δ(𝑥− 𝑦) . (5.5.39)

现在回到要求：场𝜓(𝑥)在空间反演下必须变换成正比于𝜓(P𝑥)的某个量。要使之成为可

能，方程(5.5.15)和(5.5.16)中的相位必须相等，因而粒子以及它们反粒子的内禀宇称必须有如下

关系

𝜂c = −𝜂* . (5.5.40)

即，由自旋1
2的粒子及其反粒子构成的态，其内禀宇称为奇。正是由于这个原因，类似𝜌

0和𝐽/𝜓的

粒子才能解释为夸克-反夸克对的𝑠-波束缚态。方程(5.5.15)和(5.5.16)现在给出因果Dirac场在空

间反演下的变换

P𝜓(𝑥)P−1 = 𝜂*𝛽𝜓(P𝑥) . (5.5.41)

在继续讨论其它反演之前，在这里很适合提起，方程(5.5.14)，(5.5.33)和(5.5.26)说明了𝑢(p, 𝜎)和

𝑣(p, 𝜎)分别是−𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇/𝑚本征值为+1和−1的本征矢：

(𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇 +𝑚)𝑢(p, 𝜎) = 0 ， (−𝑖𝑝𝜇𝛾𝜇 +𝑚)𝑣(p, 𝜎) = 0 . (5.5.42)

那么由此得出场(5.5.34)满足微分方程

(𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚)𝜓(𝑥) = 0 . (5.5.43)

这正是著名的自旋1
2的自由粒子的Dirac方程。根据这里所采取的观点，将固有正时Lorentz群的

两个不可约表示放在一起以构成在空间反演下也简单变换的场，我们使用过一个约定，Dirac方

程只不过是该约定的Lorentz不变再录。

为了得到Dirac场的荷共轭性质与时间反演性质，我们需要系数函数𝑢和𝑣的复共轭表达

式。这些函数在零动量处是实的，但为了获得有限动量的系数函数，我们不得不乘以复矩

阵𝐷(𝐿(𝑝))。从方程(5.4.40)中，我们看到对于一般实的𝜔𝜇𝜈：

[exp(12 𝑖J
𝜇𝜈𝜔𝜇𝜈)]

* = 𝛽C exp(12 𝑖J
𝜇𝜈𝜔𝜇𝜈)C

−1𝛽

并且，特别地

𝐷(𝐿(𝑝))* = 𝛽C𝐷(𝐿(𝑝))C−1𝛽 .

我们同时注意到C−1𝛽𝑢(0, 𝜎) = −𝑣(0, 𝜎)及C−1𝛽𝑣(0, 𝜎) = −𝑢(0, 𝜎)，所以

𝑢*(p, 𝜎) = −𝛽C 𝑣(p, 𝜎) ， (5.5.44)

𝑣*(p, 𝜎) = −𝛽C𝑢(p, 𝜎) . (5.5.45)

为了使场在荷共轭下所变换的场与其在类空间隔上对易，粒子和反粒子的荷共轭宇称又一次要有

如下关系

𝜉c = 𝜉* . (5.5.46)

在这种情况下，场的变换为

C𝜓(𝑥)C−1 = −𝜉*𝛽C𝜓*(𝑥) . (5.5.47)
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（我们将右边场的厄密伴写为𝜓*而非𝜓†，是为了强调这依旧是个列向量而非行向量。）

尽管我们对粒子及其它们的反粒子做了区分，但是我们排除这两种粒子实际是一种的可能

性。这种自旋1
2粒子称为Majorana费米子。根据导出方程(5.5.47)的依据，这种粒子的Dirac场必

须满足实条件

𝜓(𝑥) = −𝛽C𝜓*(𝑥) . (5.5.48)

对于Majorana费米子，内禀空间反演宇称必须是虚的，𝜂 = ±𝑖，而荷共轭宇称必须是实
的，𝜉 = ±1。

如果一个态由一个粒子与一个反粒子构成，那么费米子和玻色子在这种态的内禀荷共轭相位

上有一个重要的差异。这种态可以写为

Φ ≡
∑︁

𝜎,𝜎′

∫︁
𝑑3𝑝

∫︁
𝑑3𝑝′ 𝜒(p, 𝜎;p′, 𝜎)𝑎†(p, 𝜎) 𝑎c†(p′, 𝜎′)Φ0 ，

其中Φ0是真空态。在荷共轭下，这个态变换成

CΦ = 𝜉𝜉c
∑︁

𝜎,𝜎′

∫︁
𝑑3𝑝

∫︁
𝑑3𝑝′ 𝜒(p, 𝜎;p′, 𝜎)𝑎c†(p, 𝜎) 𝑎†(p′, 𝜎′)Φ0 .

交换积分变量和求和变量，并利用产生算符的反对易关系和方程(5.5.46)，我们可以将其重写为

CΦ = −
∑︁

𝜎,𝜎′

∫︁
𝑑3𝑝

∫︁
𝑑3𝑝′ 𝜒(p′, 𝜎;p, 𝜎)𝑎†(p, 𝜎) 𝑎c†(p′, 𝜎′)Φ0 .

即，如果一个粒子由Dirac场描述，对于由该粒子及其反粒子构成的态，其内禀荷共轭宇称为

奇，也就是说，如果态的波函数𝜒在粒子动量及自旋的交换下为偶或奇，那么作用在该态上的荷

共轭算符分别给出符号−1或+1。这里的经典例子是电子偶素，一个电子和一个正电子构成的束

缚态。最低的两个态是总自旋分别为𝑠 = 0和𝑠 = 1的一对近简并𝑠-波态，分别被称为仲电子偶素

和正电子偶素。这两个态的波函数在动量的交换下为偶，而在自旋𝑧-分量的交换下分别为奇和

偶，所以仲电子偶素和正电子偶素分别有C = +1和C = −1。电子偶素的衰变模型戏剧性地证实

了这些值：仲电子偶素快速衰变成一对光子（其每一个有C = −1），而正电子偶素只能以慢得

多的速率衰变成三个或者更多的光子。以同样的方法，在经历一个单光子中间态的高能电子-正

电子湮灭中，单个𝜌0和𝜔0介子作为一个共振产生，所以它们必须有C = −1，这与它们解释成夸

克-反夸克对的轨道角动量为零而总夸克自旋为1的束缚态是一致的。

现在我们来处理时间反演。回忆由方程(4.2.15)给出的粒子湮灭算符和反粒子产生算符的变

换性质：

T𝑎(p, 𝜎)T−1 = 𝜁*(−1)
1
2
−𝜎𝑎(−p,−𝜎) ， (5.5.49)

T𝑎c†(p, 𝜎)T−1 = 𝜁c(−1)
1
2
−𝜎𝑎c†(−p,−𝜎) . (5.5.50)

因此，场的时间反演给出

T𝜓ℓ(𝑥)T
−1 = (2𝜋)−3/2

∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 (−1)

1
2
−𝜎

× [𝜁*𝑢*ℓ (p, 𝜎)𝑒
−𝑖𝑝·𝑥𝑎(−p,−𝜎) + 𝜁c𝑣*ℓ (𝑝, 𝜎)𝑒

𝑖𝑝·𝑥𝑎c†(−p,−𝜎)]
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为了将其变成𝜓的形式，我们将积分变量和求和变量重新定义为−p和−𝜎，所以我们𝑢*ℓ (−p,−𝜎)
的𝑢ℓ(p, 𝜎)表达式和𝑣

*
ℓ (−p,−𝜎)的𝑣ℓ(p, 𝜎)表达式。对于这个目的，我们可以利用J 𝑖0与𝛽反对易

与𝛾5对易以及之前𝐷(𝐿(𝑝))*的结果写出

𝐷*(𝐿(−p)) = 𝛾5𝛽𝐷
*(𝐿(p))𝛽𝛾5 = 𝛾5C𝐷(𝐿(p))C−1𝛾5 .

另外，方程(5.4.35)和(5.5.35)—(5.5.36)给出

𝛾5C
−1𝑢(0,−𝜎) = (−1)

1
2
−𝜎𝑢(0, 𝜎) ，

𝛾5C
−1𝑣(0,−𝜎) = (−1)

1
2
−𝜎𝑣(0, 𝜎) ，

因而

(−1)
1
2
−𝜎𝑢*ℓ (−p,−𝜎) = −𝛾5C𝑢ℓ(p, 𝜎) ， (5.5.51)

(−1)
1
2
−𝜎𝑣*ℓ (−p,−𝜎) = −𝛾5C 𝑣ℓ(p, 𝜎) . (5.5.52)

那么，我们看到为了使时间反演把Dirac场变换成正比于它在时间反演点的某个量（与其在类空

间隔上对易），内禀时间反演相位必须有如下的关系

𝜁c = 𝜁* (5.5.53)

并且在这种情况下

T𝜓(𝑥)T−1 = −𝜁*𝛾5C𝜓(−P𝑥) . (5.5.54)

现在让我们考察如果用Dirac场及它们的厄密伴构建标量相互作用密度。之前已经提

到Dirac表示不是幺正的，所以𝜓†𝜓不是标量。为了解决这个问题，定义一种新的伴将是方便

的：

𝜓 ≡ 𝜓†𝛽 . (5.5.55)

利用赝幺正条件(5.4.31)，我们看到与𝜓双线性收缩的费米有如下Lorentz变换性质

𝑈0(Λ)[𝜓(𝑥)𝑀𝜓(𝑥)]𝑈−1
0 (Λ) = 𝜓(Λ𝑥)𝐷(Λ)𝑀 𝐷−1(Λ)𝜓(Λ𝑥) . (5.5.56)

另外，在空间反演下

P[𝜓(𝑥)𝑀𝜓(𝑥)]P−1 = 𝜓(P𝑥)𝛽𝑀𝛽𝜓(P𝑥) . (5.5.57)

取该矩阵𝑀为1, 𝛾𝜇,J 𝜇𝜈 , 𝛾5𝛾
𝜇和𝛾5所产生的双线性𝜓𝑀𝜓分别按照一个标量，矢量，张量，轴矢

量和赝标量变换。（“轴”和“赝”代表它们有着与普通矢量和标量相反的空间反演性质：赝标量宇

称为负，而轴矢量的空间部分和时间部分的宇称分别为正和负。）当双线性中的两个费米场代表

不同的粒子种类，除了空间反演会产生一个内禀宇称的比值，这些结果同样成立。

例如，𝛽衰变的原始理论包含一个正比于𝜓𝑝𝛾
𝜇𝜓𝑛𝜓𝑒𝛾𝜇𝜓𝜈的相互作用。稍后意识到最普遍

的Lorentz不变且宇称守恒的非导数𝛽-衰变相互作用的形式为，如下乘积的线性组合，𝛾𝜇被替

换成5个协变4 × 4矩阵1, 𝛾𝜇,J 𝜇𝜈 , 𝛾5𝛾
𝜇和𝛾5中的一个。（正如在第2章所讨论的，我们对空间反

演算符进行定义使得光子，中子和电子都有宇称+1。如果中微子是无质量的，如有必要，通

过将中微子场替换为𝛾5𝜓𝜈，那么它的宇称也可以被定义为+1。）当李政道和杨振宁7在1956年
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将宇称守恒划为一个问题时，他们展开了可能的非导数相互作用的列表，这个列表包含正比

于𝜓𝑝𝑀𝜓𝑛𝜓𝑒𝑀𝜓𝜈以及𝜓𝑝𝑀𝜓𝑛𝜓𝑒𝑀𝛾5𝜓𝜈的十项，其中𝑀取遍了矩阵1, 𝛾𝜇,J 𝜇𝜈 , 𝛾5𝛾
𝜇和𝛾5。

研究这些双线性的荷共轭性质也是有某些用处的。利用方程(5.5.47)和(5.4.34)—(5.4.38)，我

们有

C(𝜓𝑀𝜓)C−1 = (𝛽C𝜓)T𝛽𝑀(𝛽C𝜓*) = −(𝛽C𝜓*)T𝑀TC𝜓

= 𝜓C−1𝑀TC𝜓 = ±𝜓𝑀𝜓 (5.5.58)

最后一个表达式中的符号对于矩阵1, 𝛾5𝛾
𝜇和𝛾5是+，对于𝛾𝜇和J 𝜇𝜈则是−。（第一行中的负号源

于Fermi统计。我们忽视了c-数反对易子。）因此，一个与流𝜓𝑀𝜓相互作用的玻色场，对于标

量，赝标量和轴矢量必须有C = +1，而对于矢量和反对易张量则有C = −1。这是证明𝜋0（其与

赝标量或轴矢量核子流耦合）有C = +1而光子有C = −1的一种方法。

5.6 齐次Lorentz群的一般不可约表示*

我们现在将矢量场和Dirac场的特殊情况推广至场在齐次Lorentz群的一般不可约表示下变换

的情况。所有的场可以构建为这些不可约场的直和。

固有正时Lorentz群的一般表示（或者更恰当些，它的无限小部分）由一组矩阵J𝜇𝜈提供，

这组矩阵满足群生成元的对易关系(5.4.4)

[J𝜇𝜈 ,J𝜌𝜎] = 𝑖 (J𝜌𝜈𝜂𝜎𝜇 + J𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 − J𝜎𝜈𝜂𝜌𝜇 − J𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌) ， (5.6.1)

（当然，J𝜇𝜈 = −J𝜈𝜇，并且J𝜇𝜈的指标像往常一样通过与𝜂
𝜇𝜈和𝜂𝜇𝜈收缩进行上升和下降。）为

了看到如何构建这样的场，首先将J𝜇𝜈的6个独立分量分成两个3-矢：一个角动量矩阵

J1 = J23 ， J2 = J31 ， J3 = J12 (5.6.2)

和一个推动

K1 = J10 ， K2 = J20 ， K3 = J30 . (5.6.3)

那么方程(5.6.1)变成

[J𝑖,J𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘J𝑘 ， (5.6.4)

[J𝑖,K𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘K𝑘 ， (5.6.5)

[K𝑖,K𝑗 ] = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘J𝑘 ， (5.6.6)

其中，𝑖, 𝑗, 𝑘取遍值1, 2, 3，而𝜖𝑖𝑗𝑘是𝜖123 = +1的全反对称张量。方程(5.6.4)说明了矩阵J生成
了Lorentz群的旋转子群的一个表示，而方程(5.6.5)则表示K是一个3-矢。方程(5.6.6)右边中的负

号源于𝜂00 = −1，并在下文中扮演了一个关键角色。

用两个退耦自旋3-矢替换矩阵J和K是非常实用的，写为

A ≡ 1

2
(J + 𝑖K ) (5.6.7)

B ≡ 1

2
(J − 𝑖K ) (5.6.8)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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很容易看到对易关系(5.6.4)—(5.6.6)等价于

[A𝑖,A𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘A𝑘 ， (5.6.9)

[B𝑖,B𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘B𝑘 ， (5.6.10)

[A𝑖,B𝑗 ] = 0 ， (5.6.11)

我们找到满足方程(5.6.9)—(5.6.11)的矩阵的方法与找到表示一对非耦合粒子自旋的矩阵

的方法是相同的——当做一个直和。即，我们用一对整数和/或半整数𝑎, 𝑏标记这些矩阵的行与

列，𝑎, 𝑏取遍如下的值

𝑎 = −𝐴,−𝐴+ 1, · · · ,+𝐴 ， (5.6.12)

𝑏 = −𝐵,−𝐵 + 1, · · · ,+𝐵 (5.6.13)

并令**

(A )𝑎′𝑏′,𝑎𝑏 = 𝛿𝑏′𝑏J
(𝐴)
𝑎′𝑎 ， (5.6.14)

(B)𝑎′𝑏′,𝑎𝑏 = 𝛿𝑎′𝑎J
(𝐵)
𝑏′𝑏 ， (5.6.15)

其中J(𝐴)和J(𝐵)是自旋𝐴和𝐵的标准自旋矩阵：
(︁
J
(𝐴)
3

)︁
𝑎′𝑎

= 𝑎𝛿𝑎′𝑎 ， (5.6.16)
(︁
J
(𝐴)
1 ± 𝑖J

(𝐴)
2

)︁
𝑎′𝑎

= 𝛿𝑎′,𝑎±1

√︀
(𝐴∓ 𝑎)(𝐴± 𝑎+ 1) ， (5.6.17)

对J(𝐵)类似。这个表示被正的整数和/或半整数𝐴和𝐵所标记。我们看到(𝐴,𝐵)表示的维数

为(2𝐴+ 1)(2𝐵 + 1)。

齐次Lorentz群的有限维表示不是幺正的，这是因为A和B是厄密的，因而J是厄密的
而K是反厄密的。这源于方程(5.6.7)和(5.6.8)中的𝑖，这个𝑖是(5.6.6)中的负号所要求的，因而源

于齐次Lorentz群与紧致4-维旋转群𝑆𝑂(4)不是相同的事实，它相反是被称为𝑆𝑂(3, 1)的非紧致

群。只有紧致群才能有有限维幺正表示（除了表示中的非紧致部分平庸地被单位元表示）。

用非幺正表示处理不存在问题，这是因为我们目前所关心的是场，而不是波函数，它不需要

有Lorentz不变正定范数。

相比之下，旋转群被幺正地表示，其生成元被厄密矩阵表示

J =A +B ， (5.6.18)

通过平常的矢量加法规则，我们可以看到根据齐次Lorentz群的(𝐴,𝐵)表示变换的场，其分量像

自旋𝑗的物体旋转，其中

𝑗 = 𝐴+𝐵,𝐴+𝐵 − 1, · · · , |𝐴−𝐵| .

这足以将(𝐴,𝐵)表示与或许更熟悉的张量和旋量等同起来。例如，一个(0, 0)场显然是标量，

其仅有单个𝑗 = 0的分量。一个(12 , 0)或(0, 12)场仅能有𝑗 = +1
2；它们是Dirac旋量的上两个分

**有另一种形式体系8，基于旋转群的自旋𝑗表示可以写为2𝑗个自旋1/2表示的对称之积——即，一个有2𝑗个二值指

标的对称𝑆𝑈(2)张量。因此，我们能够写出属于(𝐴,𝐵)表示的场，该场有2𝐴个二值(1/2, 0)指标和2𝐵个二值(0, 1/2)指

标，后者写时加点用以与前者区分。
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量（即，𝛾5 = +1）和下两个分量（𝛾5 = −1）。一个(12 ,
1
2)场有𝑗 = 1的分量和𝑗 = 0的分

量，对应于4-矢𝑣𝜇的空间部分v和时间分量𝑣0。更普遍地，一个(𝐴,𝐴)场包含的项仅有整数自

旋2𝐴, 2𝐴− 1, · · · , 0，并对应一个2𝐴阶的无迹对称张量。（注意，四维中，2𝐴节对称张量的独立

分量的数目是
4 · 5 · · · (4 + 2𝐴− 1)

(2𝐴)!
=

(3 + 2𝐴)!

6(2𝐴)!

而无迹条件将其减少为
(3 + 2𝐴)!

6(2𝐴)!
− (1 + 2𝐴)!

6(2𝐴− 2)!
= (2𝐴+ 1)2 ，

这正是一个(𝐴,𝐴)场所预期的。）另外一个例子：一个(1, 0)场或(0, 1)场仅能有𝑗 = 1，并对应于

一个反对称张量𝐹𝜇𝜈，其对于(1, 0)场和(0, 1)场分别满足进一步的不可约“对偶”条件

𝐹𝜇𝜈 = ± 𝑖

2
𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌 𝐹𝜆𝜌 .

当然，仅在四维中，一个二指标反对称张量𝐹𝜇𝜈才能被分成这样的“自对偶”部分和“反自对偶”部

分。

一个𝑁阶一般张量按照𝑁个(12 ,
1
2)4-矢表示的直积变换。因而它能被分解成（通过恰当的

对称化和反对称化以及取迹）不可约项(𝐴,𝐵)，其中𝐴 = 𝑁/2, 𝑁/2 − 1, · · ·而𝐵 = 𝑁/2, 𝑁/2 −
1, · · ·。以这种方式，我们可以构建𝐴 + 𝐵是整数的任何不可约表示(𝐴,𝐵)。对于𝐴 + 𝐵是半奇数

的自旋表示，其可以类似地用这些张量表示的直积和Dirac表示(12 , 0) ⊕ (0, 12)构建。例如，取矢

量(12 ,
1
2)表示与Dirac(12 , 0) ⊕ (0, 12)表示的直积，这给出一个旋量-矢量𝜓𝜇，其根据如下可约表示

变换

(12 ,
1
2)⊗ [(12 , 0)⊕ (0, 12)] = (12 , 1)⊕ (12 , 0)⊕ (1, 12)⊕ (0, 12) .

𝛾𝜇𝜓
𝜇将按照一个普通的(12 , 0) ⊕ (0, 12)Dirac场变换，所以通过要求𝛾𝜇𝜓

𝜇 = 0，我们可以孤立

出(12 , 1)⊕ (1, 12)表示
†。这是Rarita-Schwinger场9。

迄今为止，我们在本节中仅考察了固有正时Lorentz群的表示。在包含时间反演的Lorentz群

的任何表示中，必存在一个矩阵𝛽，其反转带有奇数个空间指标的张量的符号，并且，特别地

𝛽J 𝛽−1 = +J ， 𝛽K 𝛽−1 = −K . (5.6.19)

以矩阵(5.6.7)和(5.6.8)的形式则是

𝛽A 𝛽−1 =B ， 𝛽B𝛽−1 =A . (5.6.20)

因此，除非𝐴 = 𝐵，固有正时齐次Lorentz群的不可约(𝐴,𝐵)表示不提供包含空间反演的Lorentz群

的表示。正如我么所看到的，这些(𝐴,𝐴)表示是标量，矢量和对称无迹张量。若𝐴 ̸= 𝐵，包含空

间反演的Lorentz群的不可约表示是直和(𝐴,𝐵)⊕ (𝐵,𝐴)，维数为2(2𝐴+ 1)(2𝐵 + 1)。这些表示中

的一个就是5.4节所讨论的(12 , 0)⊕ (0, 12)Dirac表示。4× 4矩阵(5.4.29)提供了该表示的𝛽-矩阵。另

一较熟悉的例子是(1, 0)⊕ (0, 1)表示，正如我们所看到的，其是包含自对偶部分和反自对偶部分

的二阶反对称张量。

†根据方程(5.6.18)，这种场在普通旋转下按照两个𝑗 = 3/2分量与两个𝑗 = 1
2
分量的直和变换。通过附加Dirac方

程[𝛾𝜈𝜕𝜈 +𝑚]𝜓𝜇 = 0 ，加倍被消除，而剩余的𝑗 = 1
2
分量被𝜕𝜇𝜓

𝜇 = 0的要求消除。在这些条件下，场描述一个自

旋𝑗 = 3/2的粒子。
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5.7 一般因果场*

我们现在接着构建上节所描述的一般不可约(𝐴,𝐵)表示变换的场。指标ℓ在这里被替换为一

对指标𝑎, 𝑏，其取遍范围(5.6.12)，(5.6.13)，所以场现在写为

𝜓𝑎𝑏(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝

[︁
𝜅 𝑎(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑢𝑎𝑏(p, 𝜎)

+ 𝜆 𝑎c†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑣𝑎𝑏(p, 𝜎)
]︁

(5.7.1)

其中𝜅和𝜆是任意常数。我们在这里保留反粒子是其本身的可能性，在该情况下𝑎c(p, 𝜎) =

𝑎(p, 𝜎)。

我们首个任务还是找到零动量系数函数𝑢𝑎𝑏(0, 𝜎)和𝑣𝑎𝑏(0, 𝜎)。𝑢(0, 𝜎)和𝑣(0, 𝜎)上的基本条

件(5.1.25)—(5.1.26)在这里则是

∑︁

�̄�

𝑢�̄��̄�(0, �̄�)J
(𝑗)
�̄�𝜎 =

∑︁

𝑎,𝑏

J�̄��̄�,𝑎𝑏𝑢𝑎𝑏(0, 𝜎) ，

−
∑︁

�̄�

𝑣�̄��̄�(0, �̄�)J
(𝑗)*
�̄�𝜎 =

∑︁

𝑎,𝑏

J�̄��̄�,𝑎𝑏𝑣𝑎𝑏(0, 𝜎) ，

或者利用方程(5.6.14)—(5.6.15)

∑︁

�̄�

𝑢�̄��̄�(0, �̄�)J
(𝑗)
�̄�𝜎 =

∑︁

𝑎

J
(𝐴)
�̄�𝑎 𝑢𝑎�̄�(0, 𝜎) +

∑︁

𝑏

J
(𝐵)

�̄�𝑏
𝑢�̄�𝑏(0, 𝜎) ， (5.7.2)

−
∑︁

�̄�

𝑣�̄��̄�(0, �̄�)J
(𝑗)*
�̄�𝜎 =

∑︁

𝑎

J
(𝐴)
�̄�𝑎 𝑣𝑎�̄�(0, 𝜎) +

∑︁

𝑏

J
(𝐵)

�̄�𝑏
𝑣�̄�𝑏(0, 𝜎) . (5.7.3)

但是方程(5.7.2)是Clebsch-Gordon系数𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏)的定义条件！这些系数被如下的要求所定

义，如果态Ψ𝑎𝑏在无限小旋转的变换为

𝛿Ψ𝑎𝑏 = 𝑖
∑︁

�̄�

𝜃 · J(𝐴)
�̄�𝑎 Ψ�̄�𝑏 + 𝑖

∑︁

�̄�

𝜃 · J(𝐵)

�̄�𝑏
Ψ𝑎�̄�

那么，在相同旋转下，态

Ψ𝑗
𝜎 ≡

∑︁

𝑎𝑏

𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏)Ψ𝑎𝑏

的变换为

𝛿Ψ𝑗
𝜎 = 𝑖

∑︁

�̄�

𝜃 · J(𝑗)
�̄�𝜎Ψ

𝑗
�̄� .

代入方程(5.7.2)说明系数𝑢𝑎𝑏(0, 𝜎)是满足这个要求的，因而，除了一个可能的比例因子，𝑢𝑎𝑏(0, 𝜎)

正是𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏)。这个常数通常选择使得

𝑢𝑎𝑏(0, 𝜎) = (2𝑚)−1/2𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏) . (5.7.4)

这个结果是唯一的，这是因为齐次Lorentz群的每个不可约(𝐴,𝐵)表示至多包含旋转群的自旋𝑗表

示一次。类似的，代入方程(5.6.16)—(5.6.17)说明角动量矩阵的复共轭是

− J
(𝑗)*
𝜎 𝜎′ = (−1)𝜎−𝜎

′
J
(𝑗)
−𝜎,−𝜎′ . (5.7.5)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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因此，如果我们将方程(5.7.3)写成(−1)𝑗+𝜎𝑣𝑎𝑏(p,−𝜎)的形式，它的形式与方程(5.7.2)相同。对常

数因子进行一个合适的调整后，𝑣(0, 𝜎)的唯一解是

𝑣𝑎𝑏(0, 𝜎) = (−1)𝑗+𝜎𝑢𝑎𝑏(0,−𝜎) . (5.7.6)

我们现在必须施加一个推动以计算有限动量的系数函数。对于一固定方向p̂ ≡ p/ |p|，我们
可以将推动(2.5.24)写成参量𝜃的函数，𝜃的定义为

cosh 𝜃 =
√︀

p2 +𝑚2/𝑚 ， sinh 𝜃 = |p| /𝑚 (5.7.7)

取代𝐿𝜇𝜈(𝑝)，我们写成𝐿
𝜇
𝜈(𝜃)，其中

𝐿𝑖𝑘(𝜃) = 𝛿𝑖𝑘 + (cosh 𝜃 − 1)𝑝𝑖𝑝𝑘 ，

𝐿𝑖0(𝜃) = 𝐿0
𝑖(𝑝) = 𝑝𝑖 sinh 𝜃 ， (5.7.8)

𝐿0
0(𝜃) = cosh 𝜃 .

这种参量化的优点是

𝐿(𝜃)𝐿(𝜃) = 𝐿(𝜃 + 𝜃) . (5.7.9)

对于无限小的𝜃，我们有[𝐿(𝜃)]𝜇𝜈 → 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈，其中𝜔𝑖0 = 𝜔0
𝑖 = 𝑝𝑖𝜃且𝜔

𝑖
𝑗 = 𝜔0

0 = 0。依照从方

程(2.2.24)中导出方程(2.2.26)的依据，得出

𝐷
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
= exp(−𝑖p̂ ·K 𝜃) . (5.7.10)

这是针对齐次Lorentz群的任意表示；对于不可约(𝐴,𝐵)表示，方程(5.6.7)和(5.6.8)给出

𝑖K =A −B (5.7.11)

并且，因为A和B是对易矩阵

𝐷
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
= exp(−p̂ ·A 𝜃) exp(+p̂ ·B𝜃) (5.7.12)

更详细一点，利用方程(5.6.14)和(5.6.15)

𝐷
(︁
𝐿(𝑝)

)︁
𝑎′𝑏′,𝑎𝑏

=
(︁
exp(−p̂ · J(𝐴)𝜃)

)︁
𝑎′𝑎

(︁
exp(+p̂ · J(𝐵)𝜃)

)︁
𝑏′𝑏

. (5.7.13)

那么，方程(5.7.4)和(5.7.6)给出了有限动量的系数函数

𝑢𝑎𝑏(p, 𝜎) =
1√︀
2𝑝0

∑︁

𝑎′𝑏′

(︁
exp(−p̂ · J(𝐴)𝜃)

)︁
𝑎𝑎′

(︁
exp(+p̂ · J(𝐵)𝜃)

)︁
𝑏𝑏′

× 𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎
′𝑏′) (5.7.14)

和

𝑣𝑎𝑏(p, 𝜎) = (−1)𝑗+𝜎𝑢𝑎𝑏(p,−𝜎) . (5.7.15)

这些结果清晰地给出了变换类型(𝐴,𝐵)的场，所以这类场在除开常数因子𝜅和𝜆的选择后是唯一

的。
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在这个形式体系下构建Lorentz标量相互作用密度是很容易的。齐次Lorentz群的(𝐴,𝐵)表示

正是(𝐴, 0)表示和(0, 𝐵)表示的直积，所以一般Lorentz变换规则(5.1.6)，(5.7.17)在这里是

𝑈0(Λ)𝜓𝑎𝑏(𝑥)𝑈
−1
0 (Λ) =

∑︁

𝑎′𝑏′

𝐷𝐴0
𝑎,𝑎′(Λ

−1)𝐷0𝐵
𝑏,𝑏′(Λ

−1)𝜓𝑎′𝑏′(Λ𝑥) . (5.7.16)

更进一步，方程(5.6.14)和(5.6.15)说明(𝐴, 0)表示和(0, 𝐵)表示的矩阵表示恰好分别是自旋𝐴和𝐵的

自旋矩阵。因此我们可以构建如下形式的标量𝑎𝑐

∑︁

𝑎1𝑎2···𝑎𝑛

∑︁

𝑏1𝑏2···𝑏𝑛

𝑔𝑎1𝑎2···𝑎𝑛;𝑏1𝑏2···𝑏𝑛𝜓
(1)
𝑎1𝑏1

(𝑥)𝜓
(2)
𝑎2𝑏2

(𝑥) · · ·𝜓(𝑛)
𝑎𝑛𝑏𝑛

(𝑥) (5.7.17)

其中𝑔𝑎1𝑎2···𝑎𝑛;𝑏1𝑏2···𝑏𝑛是耦合自旋𝐴1, 𝐴2, · · ·𝐴𝑛以构建标量的系数与耦合自旋𝐵1, 𝐵2, · · ·𝐵𝑛以构建
标量的系数的乘积。（尽管我们不显式地考察包含导数的相互作用，以这种方式，我们将获得包

含𝑛个场的最普遍相互作用，这是因为(𝐴,𝐵)类场的导数总能分解成没有导数的其它类型的场）

例如，由三个变换类型(𝐴1, 𝐵1), (𝐴2, 𝐵2)和(𝐴3, 𝐵3)场的乘积所构成的最普遍的Lorentz标量是

𝑔
∑︁

𝑎1𝑎2𝑎3

∑︁

𝑏1𝑏2𝑏3

(︃
𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝑎1 𝑎2 𝑎3

)︃(︃
𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

)︃
𝜓
(1)
𝑎1𝑏1

𝜓
(2)
𝑎2𝑏2

𝜓
(3)
𝑎3𝑏3

(5.7.18)

其中𝑔是一个自由参量。这是最普遍的3-场相互作用。（(5.7.18)中的括号代表Wigner“3-j”符

号10： (︃
𝑗1 𝑗2 𝑗3

𝑚1 𝑚2 𝑚3

)︃
≡
∑︁

𝑚′
3

𝐶𝑗1𝑗2(𝑗3𝑚
′
3,𝑚1𝑚2)𝐶𝑗3𝑗3(00,𝑚

′
3𝑚3)

其描述了耦合三个自旋以构造一个旋转不变标量。）

对于Lorentz不变的𝑆-矩阵，相互作用密度H (𝑥)是类似(5.7.18)的标量是不够的；同样必要

的是H (𝑥)与H (𝑦)在类空间隔𝑥 − 𝑦上对易。为了看到如何满足这个条件，考察同种粒子的两个

场的对易子或反对易子，一个是(𝐴,𝐵)类场𝜓，一个是(𝐴, �̃�)类场𝜓的厄密伴𝜓†。我们发现

[︁
𝜓𝑎𝑏(𝑥), 𝜓

†
�̃��̃�
(𝑦)
]︁
∓
= (2𝜋)−3

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝑝0)−1𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p)

×
[︁
𝜅�̃�*𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦) ∓ 𝜆�̃�*𝑒−𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

]︁
， (5.7.19)

其中𝜋(p)是自旋和

(2𝑝0)−1𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p) ≡
∑︁

𝜎

𝑢𝑎𝑏(p, 𝜎)�̃�
*
�̃��̃�
(p, 𝜎) =

∑︁

𝜎

𝑣𝑎𝑏(p, 𝜎)𝑣
*
�̃��̃�
(p, 𝜎) (5.7.20)

并且，像往常一样，上面的符号和下面的符号分别对应玻色子和费米子。（我们在这里允许

场𝜓中的系数�̃�和�̃�不同。）更详细些

𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p) =
∑︁

𝑎′𝑏′

∑︁

�̃�′�̃�′

∑︁

𝜎

𝐶𝐴𝐵

(︁
𝑗𝜎; 𝑎′𝑏′

)︁
𝐶𝐴�̃�

(︁
𝑗𝜎; �̃�′�̃�′

)︁

×
(︁
exp

(︁
−p̂ · J(𝐴)𝜃

)︁)︁
𝑎𝑎′

(︁
exp

(︁
p̂ · J(𝐵)𝜃

)︁)︁
𝑏𝑏′

×
(︁
exp

(︁
−p̂ · J(𝐴)𝜃

)︁)︁*
�̃��̃�′

(︁
exp

(︁
p̂ · J(𝐵)𝜃

)︁)︁*
�̃��̃�′

. (5.7.21)
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函数𝜋(p)已经被显式地算出了11。我们关心的是它表现为p和𝑝0的多项式函数𝑃的质量壳

值：

𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p) = 𝑃𝑎𝑏,�̃��̃�

(︁
p,
√︀
p2 +𝑚2

)︁
(5.7.22)

并且根据2𝐴+ 2�̃�是偶整数还是奇整数，𝑃分别是偶的和奇的

𝑃 (−p,−𝑝0) = (−)2𝐴+2�̃� 𝑃 (p, 𝑝0) . (5.7.23)

我们在这里仅对p的一个特定方向检验这些。令p为3-方向，(5.7.21)给出

𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p) =
∑︁

𝜎

𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏)𝐶𝐴�̃�(𝑗𝜎; �̃��̃�) exp
(︁
[−𝑎+ 𝑏− �̃�+ �̃�]𝜃

)︁

除非𝜎 = 𝑎+ 𝑏且𝜎 = �̃�+ �̃�，否则Clebsch-Gordon系数为零，所以我们可以做替换

−𝑎+ 𝑏− �̃�+ �̃� = −2𝑎+ 𝜎 + 2�̃�− 𝜎 = 2�̃�− 2𝑎 .

我们可以将exp(±𝜃)写为(𝑝0 + 𝑝3)/𝑚，所以这里

𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p) =
∑︁

𝜎

𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏)𝐶𝐴�̃�(𝑗𝜎; �̃��̃�)

×

⎧
⎪⎨
⎪⎩

[︁
(𝑝0 + 𝑝3)/𝑚

]︁2�̃�−2𝑎
(�̃� ≥ 𝑎)

[︁
(𝑝0 − 𝑝3)/𝑚

]︁2𝑎−2�̃�
(𝑎 ≥ �̃�)

其中𝑝0 ≡
√︀

p2 +𝑚2，我们看到𝜋(p)确实能写成多项式𝑃 (p, 𝑝0)的质量壳值。另外，2�̃� − 2𝑎等

于2�̃� + 2𝐴减去一个偶数，所以该多项式满足反射条件(5.7.23)。

任何p和
√︀

p2 +𝑚2的多项式都可写成一个对
√︀

p2 +𝑚2是线性的形式（通过以p的形式表

示
√︀

p2 +𝑚2的偶幂次），所以𝜋(p)可以写成

𝜋𝑎𝑏,�̃��̃�(p) = 𝑃𝑎𝑏,�̃��̃�(p) + 2
√︀

p2 +𝑚2𝑄𝑎𝑏,�̃��̃�(p) ， (5.7.24)

其中𝑃和𝑄现在只是p的多项式，并有

𝑃 (−p) = (−)2𝐴+2�̃�𝑃 (p) (5.7.25)

𝑄(−p) = −(−)2𝐴+2�̃�𝑄(p) . (5.7.26)

对于类空的𝑥− 𝑦，我们可以选择Lorentz参考系使得𝑥0 = 𝑦0，并将方程(5.7.19)写为

[𝜓𝑎𝑏(𝑥), 𝜓
†
�̃��̃�
(𝑦)]∓ = [𝜅�̃�* ∓ (−)2𝐴+2�̃�𝜆�̃�*]𝑃𝑎𝑏,�̃��̃�(−𝑖∇)Δ+(x− y, 0)

+ [𝜅�̃�* ± (−)2𝐴+2�̃�𝜆�̃�*]𝑄𝑎𝑏,�̃��̃�(−𝑖∇)𝛿3(x− y) .

为使其在x ̸= y时为零，我们必有

𝜅�̃�* = ±(−)2𝐴+2�̃�𝜆�̃�* . (5.7.27)
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现在让我们考察𝜓和𝜓相同的特殊情况，那么就有𝐴 = 𝐴和𝐵 = �̃�。（这种对易子或反对

易子出现在[H (𝑥),H (𝑦)]，这是因为哈密顿量的厄密性要求如果H (𝑥)包含𝜓，那么它也得包

含𝜓†。）在这种情况下，方程(5.7.27)给出

|𝜅|2 = ±(−)2𝐴+2𝐵 |𝜆|2 .

当且仅当

± (−1)2𝐴+2𝐵 = +1 (5.7.28)

以及

|𝜅|2 = |𝜆|2 ， (5.7.29)

这才是可能的。当然2𝐴+ 2𝐵与2𝑗相差一个偶数，所以方程(5.7.28)说明2𝑗是偶还是奇，我们的粒

子分别是玻色子和费米子。这是自旋与统计之间的普遍关系12，其中我们已经看到几个特殊情

况——标量场，矢量场和Dirac场所描述的粒子。

现在回到一般情况，即场𝜓和𝜓可以不同。利用方程(5.7.27)，并对两边同除以|�̃�|2 = |�̃�|2，
我们有

𝜅

�̃�
= (−1)2𝐵+2�̃� 𝜆

�̃�
.

由此得出，对于任何场

𝜆 = (−)2𝐵𝑐 𝜅 ， (5.7.30)

其中因子𝑐对于给定粒子的所有场都相同。进一步，方程(5.7.29)说明𝑐正是相位，|𝑐| = 1。因此通

过对算符𝑎(p, 𝜎)和𝑎c†(p, 𝜎)的相对相位的重定义，使得𝑐 = 1和随之的𝜆 = (−)2𝐵𝜅，所以对于所

有场我们可以消除𝑐。另外，通过对场的总体尺度的重定义，对于每一种场类型，因子𝜅都可以被

消除。对于给定粒子的(𝐴,𝐵)场，我们可以用一个公式摆脱所有的这些因子，这个公式直到总体

尺度上是唯一的

𝜓𝑎𝑏(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝

[︁
𝑢𝑎𝑏(p, 𝜎)𝑎(p, 𝜎)𝑒

𝑖𝑝·𝑥

+ (−)2𝐵𝑣𝑎𝑏(p, 𝜎)𝑎
c†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (5.7.31)

给定粒子的不同场并不是真的表示物理上可分辨的可能系。例如，𝑗 = 0的可能场是那

些(𝐴,𝐴)类的（因为三角不等式|𝐴−𝐵| ≤ 2𝑗 ≤ 𝐴 + 𝐵在这里要求𝐴 = 𝐵）。从(0, 0)标量场开

始，我们能够轻松地用2𝐴阶导数构建这里(𝐴,𝐴)场

{𝜕𝜇1 · · · 𝜕𝜇2𝐴}𝜑 ， (5.7.32)

其中{}在这里代表无迹部分；例如

{𝜕𝜇𝜕𝜈} ≡ 𝜕2

𝜕𝑥𝜇𝜕𝑥𝜈
− 1

4
𝜂𝜇𝜈 � .

（回忆根据(𝑁/2, 𝑁/2)表示变换的𝑁阶无迹对称张量。）但是方程(5.7.31)代表自旋为𝑗的给定粒

子的唯一因果(𝐴,𝐵)场，所以𝑗 = 0的(𝐴,𝐴)场(5.7.31)只能是标量场的2𝐴阶导数(5.7.32)的线性组

合。
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更普遍地，自旋𝑗的给定粒子的任意场(𝐴,𝐵)可以表示为作用在(𝑗, 0)类场13𝜙𝜎的2𝐵阶微分算

符（或者作用在(0, 𝑗)类场上的2𝐴阶微分算符）。为了看到这点，考察场

{𝜕𝜇1 · · · 𝜕𝜇2𝐵} 𝜙𝜎 . (5.7.33)

其按照表示(𝐵,𝐵)与表示(𝑗, 0)的直积变换，因而通过通常的矢量叠加规则，它可以分解成全部

根据不可约表示(𝐴,𝐵)变换的场，其中|𝑗 −𝐵| ≤ 𝐴 ≤ 𝑗 + 𝐵或等价的|𝐴−𝐵| ≤ 𝑗 ≤ 𝐴 + 𝐵。

既然方程(5.7.31)对于自旋𝑗的给定粒子代表(𝐴,𝐵)类的唯一场，它只能**是通过导数(5.7.33)获得

的(𝐴,𝐵)场。

现在从空间反演开始，考察这些场在反演下的性质。利用4.2节的结果，粒子湮灭算符和反

粒子产生算符的空间反演性质是：

P𝑎(p, 𝜎)P−1 = 𝜂*𝑎(−p, 𝜎) ， (5.7.34)

P𝑎c†(p, 𝜎)P−1 = 𝜂c𝑎c†(−p, 𝜎) ， (5.7.35)

其中𝜂和𝜂c分别是粒子和反粒子的内禀宇称。一般因果(𝐴,𝐵)场(5.7.31)因而在宇称变换下转换成

P𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)P−1 = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝

[︁
𝜂*𝑎(−p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥 𝑢𝐴𝐵𝑎𝑏 (p, 𝜎)

+ 𝜂c(−)2𝐵𝑎c†(−p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥 𝑣𝐴𝐵𝑎𝑏 (p, 𝜎)
]︁
. (5.7.36)

我们想将积分变量从p变为−p，由于这个原因，我们需要计算𝑢𝑎𝑏(−p, 𝜎)和𝑣𝑎𝑏(−p, 𝜎)。为了做

到这点，我们仅需要回头看一下(5.7.14)和(5.7.15)，并利用Clebsch-Gordon系数的对称性质14

𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎𝑏) = (−)𝐴+𝐵−𝑗𝐶𝐵𝐴(𝑗𝜎, 𝑏𝑎) . (5.7.37)

这给出

𝑢𝐴𝐵𝑎𝑏 (−p, 𝜎) = (−)𝐴+𝐵−𝑗 𝑢𝐵𝐴𝑏𝑎 (p, 𝜎) ， (5.7.38)

𝑣𝐴𝐵𝑎𝑏 (−p, 𝜎) = (−)𝐴+𝐵−𝑗 𝑣𝐵𝐴𝑏𝑎 (p, 𝜎) ， (5.7.39)

所以

P𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)P−1 = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝(−1)𝐴+𝐵−𝑗

×
[︁
𝜂*𝑎(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·P𝑥𝑢𝐵𝐴𝑏𝑎 (p, 𝜎) + 𝜂c(−)2𝐵𝑎c†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·P𝑥𝑣𝐵𝐴𝑏𝑎 (p, 𝜎)

]︁
， (5.7.40)

其中，像之前一样，P𝑥 = (−x, 𝑥0)。这是在P𝑥上算出的因果场𝜓𝐵𝐴𝑏𝑎 ，除了湮灭项和产生项的

系数与方程(5.7.31)中称为湮灭项和产生项的系数不同。但是这些系数必须与方程(5.7.31)中的系

数仅相差一个总的常数因子，这是因为除了尺度以外，方程(5.7.31)对于每一类场都是唯一的。

**这个讨论中唯一可能的瑕疵是，以这种方式获得的(𝐴,𝐵)场实际为零。但是在这种情况下，(𝑗, 0)场将满足

场方程
∑︀

𝜎𝑀𝜎(𝜕/𝜕𝑥)𝜙𝜎(𝑥) = 0，因而对于每一�̄�，
∑︀

𝜎𝑀𝜎(𝑖𝑝)𝑢𝜎(p, �̄�) = 0。对于(𝑗, 𝜎)表示，Clebsch-Gordon系

数𝐶𝑗0(𝑗�̄�;𝜎0)就是克罗内克符号𝛿�̄�𝜎，所以这将要求
∑︀

𝜎𝑀𝜎(𝑖𝑝)𝐷𝜎𝜎′(𝐿(𝑝)) = 0，因为𝐷(Λ)有逆𝐷(Λ−1)，所以除非

所有的𝑀𝜎(𝑖𝑝)为零，否则这是不可能的。(𝑗, 0)场𝜙𝜎(𝑥)因此将不满足除Klein-Gordon方程(�−𝑚2)𝜙𝜎(𝑥) = 0之外的

任何场方程，因而从(5.7.33)获得的(𝐴,𝐵)场不能为零。
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因此方程(5.7.40)中两项系数的比值必须与方程(5.7.31)相同（因为这是一个(𝐵,𝐴)场，所以𝐵被

替换为𝐴）：

𝜂c(−)2𝐵/𝜂* = (−)2𝐴 . (5.7.41)

但是(𝐴−𝐵)与自旋𝑗仅相差一个整数，所以这给出

𝜂c = 𝜂*(−)2𝑗 . (5.7.42)

我们在5.2节，5.3节和5.5节分别看到𝑗 = 0，𝑗 = 1和𝑗 = 1
2的特殊情况。我们现在看到，这一结果

是普遍的；粒子-反粒子对的内禀宇称𝜂c𝜂对于玻色子是+1，对于费米子是−1。在方程(5.7.40)中

使用方程(5.7.42)，空间反演的最终结果是

P𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)P−1 = 𝜂*(−)𝐴+𝐵−𝑗𝜓𝐵𝐴𝑏𝑎 (−x, 𝑥0) . (5.7.43)

我们来看一下这是如何应用于Dirac场的。对于Dirac场的上(12 , 0)分量和下(0, 12)分量，符

号(−)𝐴+𝐵−𝑗就是+1，所以宇称算符简单地令x变成−x；交换上分量和下分量：并用𝜂*乘以

场。Dirac场的上分量和下分量的交换是由(5.5.41)中的矩阵𝛽完成的。

现在来考察荷共轭。它在粒子湮灭算符和反粒子产生算符上的效应是

C𝑎(p, 𝜎)C−1 = 𝜉*𝑎c(p, 𝜎) ， (5.7.44)

C𝑎c†(p, 𝜎)C−1 = 𝜉c𝑎†(p, 𝜎) ， (5.7.45)

其中，𝜉和𝜉c分别是粒子和反粒子的荷共轭宇称。将这个变换应用与场(5.7.31)，我们发现

C𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)C−1 = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢𝐴𝐵𝑎𝑏 (p, 𝜎)

×
[︁
𝜉*𝑎c(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥 + 𝜉c(−)2𝐵𝑎†(p,−𝜎)(−)𝑗−𝜎𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (5.7.46)

将(𝐴,𝐵)场的该荷共轭公式与同一粒子的(𝐵,𝐴)场的厄密伴进行比较是有用的：

𝜓𝐵𝐴†𝑏𝑎 (𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢𝐵𝐴*𝑏𝑎 (p, 𝜎)

×
[︁
(−1)2𝐴(−1)𝑗−𝜎𝑎c(p,−𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥 + 𝑎†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (5.7.47)

为了计算𝑢*，我们使用之前的结果

J(𝑗)* = −CJ(𝑗)C−1 ， C�̄�𝜎 ∝ (−1)𝑗−𝜎𝛿�̄�,−𝜎 .

方程(5.7.14)中的Clebsch-Gordon系数是实的，所以

𝑢𝐵𝐴𝑏𝑎 (p, 𝜎)* =
1√︀
2𝑝0

∑︁

𝑎′𝑏′

(︁
exp(−p̂ · J(𝐴)𝜃)

)︁
−𝑎,−𝑎′

(︁
exp(p̂ · J(𝐵)𝜃)

)︁
−𝑏,−𝑏′

× (−)𝑎
′−𝑎(−)𝑏

′−𝑏𝐶𝐵𝐴(𝑗𝜎; 𝑏
′𝑎′) .

我们使用Clebsch-Gordon系数的反射性质14

𝐶𝐵𝐴(𝑗,−𝜎;−𝑏′,−𝑎′) = 𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎; 𝑎
′𝑏′) (5.7.48)
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以及除非𝑎′ + 𝑏′ = 𝜎，否则这些系数为零的性质，写出

𝑢𝐵𝐴−𝑏,−𝑎(p,−𝜎)* = (−)𝑎+𝑏−𝜎 𝑢𝐴𝐵𝑎𝑏 (p, 𝜎) . (5.7.49)

那么场厄密伴是（做替换𝑎→ −𝑎, 𝑏→ −𝑏, 𝜎 → −𝜎）

𝜓𝐵𝐴†𝑏𝑎 (𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 (−)𝑎+𝑏−𝜎𝑢𝐴𝐵𝑎𝑏 (p, 𝜎)

×
[︁
(−)2𝐴(−)𝑗+𝜎𝑎c(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥 + 𝑎†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
.

利用符号关系(−)−2𝐴−𝑗 = (−)2𝐵+𝑗，这变成

(−)−2𝐴−𝑎−𝑏−𝑗 𝜓𝐵𝐴†−𝑏,−𝑎(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢𝐴𝐵𝑎𝑏 (p, 𝜎)

×
[︁
𝑎c(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥 + (−)𝑗−𝜎+2𝐵𝑎†(p,−𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (5.7.50)

为了使C𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)C−1与处在类空间隔上的普通场对易或反对易，其正比于𝜓𝐵𝐴†−𝑏,−𝑎(𝑥)是必要的，这

是因为它是变换类(𝐵,𝐴)的唯一因果场的厄密伴。比较方程(5.7.50)与方程(5.7.46)，我们看到只

有荷共轭宇称有关系

𝜉* = 𝜉c (5.7.51)

才是可能的，在这种情况下

C𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)C−1 = 𝜉*(−)−2𝐴−𝑎−𝑏−𝑗 𝜓𝐵𝐴†−𝑏,−𝑎(𝑥) . (5.7.52)

我们在5.2节，5.3节和5.5节遇到了针对自旋0，自旋1和自旋1
2的关系(5.7.51)，并在5.5节看到了

它在电子-正电子对和夸克-反夸克态上的某些应用。

特别地，对于反粒子是其本身的粒子，方程(5.7.52)在左边没有任何荷共轭算符作用其上时

或右边没有相位𝜉*时是满足的：

𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥) = (−)−2𝐴−𝑎−𝑏−𝑗 𝜓𝐵𝐴†−𝑏,−𝑎(𝑥) . (5.7.53)

在5.5节中，对于Majorana自旋1
2粒子，我们已经看到这类实条件的一个粒子。

最后我们来到时间反演。作用与粒子湮灭算符和反粒子产生算符给出

T𝑎(p, 𝜎)T−1 = 𝜁*(−1)𝑗−𝜎𝑎(−p,−𝜎) ， (5.7.54)

T𝑎c†(p, 𝜎)T−1 = 𝜁c(−1)𝑗−𝜎𝑎c†(−p,−𝜎) ， (5.7.55)

因此不可约场(5.7.31)有变换性质

T𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)T−1 = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑢𝐴𝐵*

𝑎𝑏 (p, 𝜎)(−1)𝑗−𝜎

×
[︁
𝜁*𝑎(−p,−𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥 + 𝜁c(−1)2𝐵𝑎c†(−p,−𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (5.7.56)

为了计算系数函数的复共轭，我们使用方程(5.7.14)和标准公式14

𝐶𝐴𝐵(𝑗, 𝜎; 𝑎, 𝑏) = (−)𝐴+𝐵−𝑗𝐶𝐴𝐵(𝑗,−𝜎;−𝑎,−𝑏) (5.7.57)
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进而发现：

𝑢𝐴𝐵*
𝑎𝑏 (−p,−𝜎) = (−)𝑎+𝑏+𝜎+𝐴+𝐵−𝑗𝑢𝐴𝐵−𝑎,−𝑏(p, 𝜎) . (5.7.58)

将方程(5.7.56)中的积分变量和求和变量改为−p和−𝜎，为了使(𝐴,𝐵)场在时间反演下变换后的场

正比于另一(𝐴,𝐵)场，我们发现必有

𝜁c = 𝜁* ， (5.7.59)

在该情况下

T𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)T−1 = (−)𝑎+𝑏+𝜎+𝐴+𝐵−𝑗𝜁*𝜓𝐴𝐵−𝑎,−𝑏(x,−𝑥0) . (5.7.60)

* * *

应该提一下，在自旋𝑗 ≥ 3/2的粒子的场论中，会时不时地出现各种困难15。普遍地，研究

高自旋场在有c-数外场的情况下的传播时会遇到这些问题。取决于理论的细节，这些问题包括非

因果性，不相容性，非物质的质量态，以及幺正性破坏。我在这里不会讨论这些问题的细节，因

为对于我来说它们似乎与本章所描述的计算方法不相关，不相关的原因如下：

(1) 场𝜓𝑎𝑏(𝑥)是由物质粒子的产生算符和湮灭算符直接构建的，所以不可能会有不相容性或非物

质质量态的问题。这些是自由场，但是通过将它们纳入相互作用绘景中的相互作用哈密顿量密

度，我们可以用微扰论计算自动满足集团分解原理的𝑆-矩阵元。只要相互作用哈密顿量是厄密

的，在幺正性上就不会存在困难。只要我们在哈密顿量密度中增加的尽管不协变但定域的项是恰

当的，Lorentz不变性在微扰论中会被保证；尽管缺乏一个严格的证明，但没有理由怀疑这总是

可能的。因此，伴随高自旋的任何问题仅当我们尝试超出微扰论时才会出现。

(2) 正如13.6节将要讨论的，在有c-数外场时（这一环境下，伴随高自旋的所有问题都会出

现），场方程的解确实超出了微扰论，因为结果对应于对微扰展开中的一个无限子集的求和。这

个部分和被证明，即使对于弱的外场，如果场的变化充分缓慢，能量分母的微弱抵消了场的微

弱。然而，以这种方式获得的结果依赖于高自旋粒子与外场相互作用的全部细节：不仅是粒子的

多极分量，还有在外场中是非线性的相互作用可能项。仅当高自旋粒子与外场的相互作用被假定

是非常简单的，才会遇到伴随高自旋所提出的问题。还没有人证明这些问题对于任意的相互作用

依然存在，并且我们将在第12章看到，高自旋粒子预期有对称性所允许的所有可能类型的相互作

用。

(3) 事实上，有一个很好的理由相信，如果与外场的相互作用充分复杂，伴随高自旋的问题会消

失。首先，高自旋粒子的存在是毋庸置疑的，其包含各种不同的稳定核子与强子共振。如果高自

旋时存在任何问题，它可能仅是针对“点”粒子的，即，那些与外场的相互作用特别简单的粒子。

应该铭记于心：简单性的要求依赖于我们选择用以表示高自旋粒子的场。回忆，给定粒子的任何

自由场类型都可以表示成作用在任何其它场类型上的微分算符，所以在相互作用绘景中，任何与

外场的相互作用都可以写成任何我们想要的场类型形式，然而在一种场类型下形式简单的相互作

用在另一场类型下形式可能非常复杂。所以简单性的要求似乎没有任何客观内容。

(4) 另外，高维“Kaluza-Klein”理论和弦论提供了一个例子：自旋为2的带电有质量粒子与电磁

背景场相互作用的相容理论16。（理论的相容性被发现是依赖于现实外场是满足场方程这一假

定的，这一点在早期工作中通常被忽视了。）在相互作用绘景中再次公式化这个工作，自旋2粒

子被(1, 1)自由场表示，但正如之上所提到的，相互作用在相互作用绘景中可以以包含旋转群

的𝑗 = 2表示的任意(𝐴,𝐵)类场重新表示。
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5.8 CPT定理

我们已经看到想要把相对论同量子力学结合起来要求反粒子的存在。每个粒子都有反粒子不

仅是必要的（对于纯中性粒子其反粒子是其本身）；在粒子性质和反粒子性质之间还存在一个精

确关系，其可以总结为如下陈述：通过对反演相位的一个恰当选择，所有反演的乘积CPT是守恒

的。这是著名的CPT定理*。

这个证明的第一步，是得到CPT乘积在各种类型的自由场上的效应。对于标量场，矢量场

和Dirac场，5.2节，5.3节和5.5节的结果给出

CPT𝜑(𝑥) [CPT]−1 = 𝜁*𝜉*𝜂*𝜑†(−𝑥) ， (5.8.1)

CPT𝜑𝜇(𝑥) [CPT]
−1 = −𝜁*𝜉*𝜂*𝜑†𝜇(−𝑥) ， (5.8.2)

CPT𝜓(𝑥) [CPT]−1 = −𝜁*𝜉*𝜂*𝛾5𝜓*(−𝑥) . (5.8.3)

（当然，相位𝜁，𝜉和𝜂依赖于每个场所描述的粒子种类。）我们将选择相位，使得对于所有粒子

𝜁 𝜉 𝜂 = 1 . (5.8.4)

那么，由任意一组标量场，矢量场及其它们的导数组合而成的任意张量𝜑𝜇1...𝜇𝑛，其变换为

CPT𝜑𝜇1...𝜇𝑛(𝑥) [CPT]
−1 = (−)𝑛𝜑†𝜇1...𝜇𝑛(−𝑥) . (5.8.5)

（由于CPT是反幺正的，出现在这些张量中的任何复系数会变换成它的复共轭。）我们可以轻松

地看到，对于由Dirac场的双线性组合构成的张量，这个变换规则同样适用。将方程(5.8.3)应用

于这样的双线性积给出

CPT[𝜓1(𝑥)𝑀𝜓2(𝑥)][CPT]
−1 = 𝜓T

1 (−𝑥)𝛾5𝛽𝑀*𝛾5𝜓
*
2(−𝑥)

= [𝜓1(−𝑥)𝛾5𝛽𝑀𝛾5𝜓2(−𝑥)]† . (5.8.6)

（𝛽和𝛾5的反对易所产生的负号与费米算符的反对易产生的负号相抵消。）如果这个双线性积是

个𝑛阶张量，那么𝑀是𝑛模2个Dirac矩阵的乘积，所以𝛾5𝑀𝛾5 = (−1)𝑛𝑀，因而这个双线性积满

足方程(5.8.5)。

构成厄密标量相互作用密度H (𝑥)的张量，其时空指标的总数必须是偶数个，因而

CPTH (𝑥) [CPT]−1 = H (−𝑥). (5.8.7)

更一般地（并且更加简单些），我们可以看到，如果构成厄密标量的场𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥)属于齐

次Lorentz群的一个或多个一般不可约表示，这同样是正确的。把之前章节中反演在这种场

上的效应放在一起，我们发现

CPT𝜓𝐴𝐵𝑎𝑏 (𝑥) [CPT]−1 = (−1)2𝐵𝜓𝐴𝐵†
𝑎𝑏 (−𝑥) . (5.8.8)

*这个定理的原始证明是由Lüders和Pauli给出的17。在公理化场论中被严格地证明18，通过使用交换性假定，将理

论的Lorentz不变性扩张到复Lorentz群，然后使用复Lorentz变换来显现场乘积的真空期望值的反演性质，然后再利

用这个反演性质推断出诱导场上CPT变换的反幺正算符的存在。
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（对于Dirac场，因子(−1)2𝐵由方程(5.8.3)中的矩阵𝛾5提供。）为了将乘积𝜓
𝐴1𝐵1
𝑎1𝑏1

(𝑥)𝜓𝐴2𝐵2
𝑎2𝑏2

· · ·耦
合成一个标量H (𝑥)，𝐴1+𝐴2+· · ·和𝐵1+𝐵2+· · ·均是整数是必要的，所以(−1)2𝐵1+2𝐵2+··· = 1，

因而厄密标量H (𝑥)将自动满足方程(5.8.7)。

从方程(5.8.7)可以立即得出CPT与相互作用𝑉 ≡
∫︀
𝑑3𝑥H (�⃗�, 0)对易：

CPT 𝑉 [CPT]−1 = 𝑉 . (5.8.9)

另外，在任何理论中，CPT与自由粒子哈密顿量𝐻0对易。因此算符CPT，其在这里被它在自由

粒子算符上的作用所定义，以3.3节所描述的方式作用在“入”态和“出”态上。在3.3节和3.6节中已

经描述了这个对称性原理的物理推论。

5.9 无质量粒子场

直到现在，我们仅处理了有质量粒子的场。对于其中的一些场，诸如5.2节和5.5节所讨论

的标量场和Dirac场，在取无质量极限时没有特殊的问题。另一方面，我们在5.3节看到，对于

自旋1粒子，在取矢量场的无质量极限时存在一个困难：至少有一个极化矢量在这个极限下爆

炸。事实上，我们将在本节看到，用于构建有限质量粒子的所有的不可约(𝐴,𝐵)场，无法构建自

旋𝑗 ≥ 1的无质量物质粒子的产生算符和湮灭算符。场类型上的这个特别的限制将会自然地导致

规范不变性的引入。

正如我们对有质量粒子所做的，我们尝试将无质量粒子的一般自由场构建成，动量为p螺度

为𝜎的粒子的湮灭算符𝑎(p, 𝜎)与相对应的反粒子产生算符𝑎c†(p, 𝜎)的线性组合*：

𝜓ℓ(𝑥) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

[︁
𝜅 𝑎(p, 𝜎)𝑢ℓ(p, 𝜎) 𝑒

𝑖𝑝·𝑥

+ 𝜆 𝑎c†(p, 𝜎)𝑣ℓ(p, 𝜎) 𝑒
−𝑖𝑝·𝑥

]︁
(5.9.1)

其中，现在有𝑝0 ≡ |p|。产生算符就像方程(2.5.42)中的单粒子态那样变换

𝑈(Λ)𝑎†(p, 𝜎)𝑈−1(Λ) =

√︃
(Λ𝑝)0

𝑝0
exp

(︁
𝑖𝜎𝜃(𝑝,Λ)

)︁
𝑎†(pΛ, 𝜎) ， (5.9.2)

𝑈(Λ)𝑎c†(p, 𝜎)𝑈−1(Λ) =

√︃
(Λ𝑝)0

𝑝0
exp (𝑖𝜎𝜃(𝑝,Λ)) 𝑎c†(pΛ, 𝜎) ， (5.9.3)

因而

𝑈(Λ)𝑎(p, 𝜎)𝑈−1(Λ) =

√︃
(Λ𝑝)0

𝑝0
exp

(︁
− 𝑖𝜎𝜃(𝑝,Λ)

)︁
𝑎(pΛ, 𝜎) ， (5.9.4)

其中𝑝Λ ≡ Λ𝑝，𝜃是方程(2.5.43)所定义的角度。因此，如果我们希望场按照齐次Lorentz群的某些

表示𝐷(Λ)变换

𝑈(Λ)𝜓ℓ(𝑥)𝑈
−1(Λ) =

∑︁

ℓ̄

𝐷ℓℓ̄(Λ
−1)𝜓ℓ̄(Λ𝑥) ， (5.9.5)

*我们在这里仅处理单个种类的粒子，并扔掉种类指标𝑛。另外，系数常数𝜅和𝜆通过因果性的要求与对系数函

数𝑢ℓ和𝑣ℓ进行归一化时的某些方便选择决定。
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那么，我们必须令系数函数𝑢和𝑣满足关系

𝑢ℓ̄(pΛ, 𝜎) exp
(︁
𝑖𝜎𝜃(𝑝,Λ)

)︁
=

√︃
𝑝0

(Λ𝑝)0

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(Λ)𝑢ℓ(p, 𝜎) ， (5.9.6)

𝑣ℓ̄(pΛ, 𝜎) exp
(︁
− 𝑖𝜎𝜃(𝑝,Λ)

)︁
=

√︃
𝑝0

(Λ𝑝)0

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(Λ)𝑣ℓ(p, 𝜎) (5.9.7)

而不是方程(5.1.19)和(5.1.20)。（再次地，𝑝Λ ≡ Λ𝑝。）就像有质量粒子情况中的那样，我们可

以通过令

𝑢ℓ̄(pΛ, 𝜎) =

√︃
|k|
𝑝0

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(L (𝑝))𝑢ℓ(k, 𝜎) ， (5.9.8)

𝑣ℓ̄(pΛ, 𝜎) =

√︃
|k|
𝑝0

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(L (𝑝))𝑣ℓ(k, 𝜎) (5.9.9)

（而不是方程(5.1.21)和(5.1.22)）来满足这些要求，其中k是标准动量，写为(0, 0, 𝑘)，而L (𝑝)是

使无质量粒子动量从k变为p的标准Lorentz变换。另外，取代方程(5.1.23)和(5.1.24)，标准动量

处的系数函数必须满足

𝑢ℓ̄(k, 𝜎) exp
(︁
𝑖𝜎𝜃(𝑘,𝑊 )

)︁
=
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(𝑊 )𝑢ℓ(k, 𝜎) (5.9.10)

𝑣ℓ̄(k, 𝜎) exp
(︁
− 𝑖𝜎𝜃(𝑘,𝑊 )

)︁
=
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ(𝑊 )𝑣ℓ(k, 𝜎) (5.9.11)

其中𝑊𝜇
𝜈是4-动量𝑘 = (k, |k|)的“小群”，即，保持4-动量不变的Lorentz变换构成的群的任意群

元。

通过分别考察方程(2.5.28)中的两类小群群元，我们能够提取出方程(5.9.10)和(5.9.11)的实

质。方程(2.5.27)给出一个绕𝑧-轴角度为𝜃的旋转𝑅(𝜃)

𝑅𝜇𝜈(𝜃) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

cos 𝜃 sin 𝜃 0 0

− sin 𝜃 cos 𝜃 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
，

我们从方程(5.9.10)和(5.9.11)中发现

𝑢ℓ̄(k, 𝜎)𝑒
𝑖𝜎𝜃 =

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ

(︁
𝑅(𝜃)

)︁
𝑢ℓ(k, 𝜎) (5.9.12)

𝑣ℓ̄(k, 𝜎)𝑒
−𝑖𝜎𝜃 =

∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ

(︁
𝑅(𝜃)

)︁
𝑣ℓ(k, 𝜎) . (5.9.13)

对于𝑥-𝑦平面中的旋转推动组合𝑆(𝛼, 𝛽)，则由方程(2.5.26)给出，

𝑆𝜇𝜈(𝛼, 𝛽) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −𝛼 𝛼

0 1 −𝛽 𝛽

𝛼 𝛽 1− 𝛾 𝛾

𝛼 𝛽 −𝛾 1 + 𝛾

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
，

𝛾 ≡ (𝛼2 + 𝛽2)/2 ，
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方程(5.9.10)和(5.9.11)给出

𝑢ℓ̄(k, 𝜎) =
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ

(︁
𝑆(𝛼, 𝛽)

)︁
𝑢ℓ(k, 𝜎) ， (5.9.14)

𝑣ℓ̄(k, 𝜎) =
∑︁

ℓ

𝐷ℓ̄ℓ

(︁
𝑆(𝛼, 𝛽)

)︁
𝑣ℓ(k, 𝜎) . (5.9.15)

方程(5.9.12)—(5.9.15)是决定标准动量k处系数函数𝑢和𝑣的条件；然后方程(5.9.8)和(5.9.9)给出

任意动量处的系数函数。𝑣的方程与𝑢的方程互为复共轭，所以在对常数𝜅和𝜆的进行一个恰当的

调整后，我们可以对系数函数归一化，使得

𝑣ℓ(p, 𝜎) = 𝑢ℓ(p, 𝜎)
* . (5.9.16)

问题是，对于齐次Lorentz群的一般表示，即使那些表示在𝑚 ̸= 0的情况下有可能用来构建螺度

给定的粒子的场，我们都找不到满足方程(5.9.14)的𝑢ℓ。

为了看到这里的问题，我们先试着建立螺度为±1的无质量粒子的4-矢[(12 ,
1
2)]场。在4-矢表示

中，我们有

𝐷𝜇
𝜈(Λ) = Λ𝜇𝜈 .

在这里将系数函数𝑢𝜇写成“极化矢量”𝑒𝜇的形式将是方便的：

𝑢𝜇(p, 𝜎) ≡ (2𝑝0)−1/2 𝑒𝜇(p, 𝜎) ， (5.9.17)

这使得方程(5.9.8)给出

𝑒𝜇(p, 𝜎) = L (p)𝜇𝜈 𝑒
𝜈(k, 𝜎) . (5.9.18)

另外，方程(5.9.12)和(5.9.14)在这里变成

𝑒𝜇(k, 𝜎)𝑒𝑖𝜎𝜃 = 𝑅(𝜃)𝜇𝜈 𝑒
𝜈(k, 𝜎) ， (5.9.19)

𝑒𝜇(k, 𝜎) = 𝑆(𝛼, 𝛽)𝜇𝜈 𝑒
𝜈(k, 𝜎) . (5.9.20)

方程(5.9.19)要求（相差一个可以吸收进系数𝜅和𝜆的常数），

𝑒𝜇(k,±1) = (1,±𝑖, 0, 0)/
√
2 . (5.9.21)

但是之后方程(5.9.20)将要求𝛼 ± 𝑖𝛽 = 0，这对于一般的实𝛼, 𝛽是不可能的。因此，我们无法满足

基础要求(5.9.14)或(5.9.10)，反而，我们在这里有

𝐷𝜇
𝜈

(︁
𝑊 (𝜃, 𝛼, 𝛽)

)︁
𝑒𝜈(k,±1) = 𝑆𝜇𝜆(𝛼, 𝛽)𝑅

𝜆
𝜈𝑒
𝜈(k,±1)

= exp(±𝑖𝜃)
{︂
𝑒𝜇(k,±1) +

(𝛼± 𝑖𝛽)√
2 |k|

𝑘𝜇
}︂

. (5.9.22)

因此我们得到结论，4-矢场无法通过螺度为±1的零质量粒子的产生算符和湮灭算符构建。

我们暂时无视这个困难，不为所动地继续往前走，用方程(5.9.18)和(5.9.21)定义任意动量的

极化矢量，并取这个场为

𝑎𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝜋)−3/2(2𝑝0)−1/2

×
∑︁

𝜎=±1

[︁
𝑒𝜇(p, 𝜎)𝑒

𝑖𝑝·𝑥𝑎(p, 𝜎) + 𝑒𝜇(p, 𝜎)
*𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑎c†(p, 𝜎)

]︁
. (5.9.23)
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我们稍后将回来继续考察这样的场是如何被用作物理理论中的一个元素。

场(5.9.23)当然满足

�𝑎𝜇(𝑥) = 0 . (5.9.24)

场的其它性质源于极化矢量的性质。（当我们之后研究量子电动力学是，我们将需要极化矢量

的这些性质。）注意，使无质量粒子动量从k变为p的Lorentz变换L (𝑝)可以写成，一个沿𝑧-轴

的，使粒子能量从|k|变为|p|的“推动”B(|p|)，再加上一个是𝑧-轴朝向p方向的标准旋转𝑅(p̂)。既

然𝑒𝜈(k,±1)是仅有𝑥分量和𝑦分量的纯空间矢量，它不被沿𝑧-轴的推动影响，因而

𝑒𝜇(p,±1) = 𝑅(p̂)𝜇𝜈𝑒
𝜈(k,±1) . (5.9.25)

特别的，𝑒0(k,±1) = 0且k · e(k,±1) = 0，所以

𝑒0(p,±1) = 0 (5.9.26)

以及

p · e(p,±1) = 0 . (5.9.27)

它得出

𝑎0(𝑥) = 0 (5.9.28)

以及

∇ · a(𝑥) = 0 . (5.9.29)

正如我们将第9章看到的，这些是电动力学真空矢势在所谓的库仑规范或辐射规范下满足的条

件。

𝑎0在所有的Lorentz参考系下为零，这一事实清晰地证明了𝑎𝜇不可能是一个4-矢。反而，方

程(5.9.22)证明了，对于一般动量p和一般Lorentz变换Λ，取代方程(5.9.6)，我们有

𝑒𝜇(pΛ,±1) exp(±𝑖𝜃(p,Λ)) = 𝐷𝜇
𝜈(Λ)𝑒

𝜈(p,±1) + 𝑝𝜇Ω±(p,Λ) ， (5.9.30)

这使得在一般Lorentz变换下

𝑈(Λ)𝑎𝜇(𝑥)𝑈
−1(Λ) = Λ𝜈𝜇𝑎𝜈(Λ𝑥) + 𝜕𝜇Ω(𝑥,Λ) ， (5.9.31)

其中Ω(𝑥,Λ)是产生算符和湮灭算符的线性组合，我们在这里并不关系它的精确形式。我们将

在第8章看到更多的细节，如果𝑎𝜇(𝑥)的耦合不仅形式上是Lorentz不变的（即，在形式Lorentz变

换𝑎𝜇 → Λ𝜇𝜈𝑎𝜈下不变），并且在“规范”变换𝑎𝜇 → 𝑎𝜇 + 𝜕𝜇Ω下不变，那么我们可以将类似𝑎
𝜇(𝑥)的

场用作Lorentz不变物理理论中的一个元素。这一点是通过取𝑎𝜇的耦合为𝑎𝜇𝑗
𝜇的形式实现的，其

中𝑗𝜇是满足𝜕𝜇𝑗
𝜇 = 0的4-矢流。

尽管对于螺度为±1的无质量粒子不存在普通的4-矢场，但是在这种粒子的反对称张量场的

构建中不存在问题。从方程(5.9.22)和𝑘𝜇在小群下不变，我们立即看到

𝐷𝜇
𝜌

(︁
𝑊 (𝜃, 𝛼, 𝛽)

)︁
𝐷𝜈

𝜎

(︁
𝑊 (𝜃, 𝛼, 𝛽)

)︁(︁
𝑘𝜌𝑒𝜎(k,±1)− 𝑘𝜎𝑒𝜌(k,±1)

)︁

= 𝑒±𝑖𝜃
(︁
𝑘𝜇𝑒𝜈(k,±1)− 𝑘𝜈𝑒𝜇(k,±1)

)︁
. (5.9.32)
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这说明满足方程(5.9.6)的系数函数对于齐次Lorentz群的反对称张量表示是（在归一化的合适选

择下）

𝑢𝜇𝜈(p,±1) = 𝑖(2𝜋)−3/2(2𝑝0)−3/2 [𝑝𝜇𝑒𝜈(p,±1)− 𝑝𝜈𝑒𝜇(p,±1)] ， (5.9.33)

其中𝑒𝜇(p,±1)由方程(5.9.25)给出。利用这个方程与方程(5.9.23)给出的螺度为±1的无质量粒子

的一般反对称张量场的形式为

𝑓𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑎𝑣 − 𝜕𝜈𝑎𝜇 . (5.9.34)

注意，即使𝑎𝜇不是4-矢，这也是一个张量，这因为方程(5.9.31)中的额外项在方程(5.9.34)中被抵

消了。又注意到方程(5.9.34)，(5.9.24)，(5.9.28)和(5.9.29)说明了𝑓𝜇𝜈满足真空Maxwell方程组：

𝜕𝜇𝑓
𝜇𝜈 = 0 ， (5.9.35)

𝜖𝜌𝜎𝜇𝜈𝜕𝜎𝑓𝜇𝜈 = 0 . (5.9.36)

为了计算张量场的对易关系，我们需要对双线性积𝑒𝜇𝑒𝜈*的螺度求和。明确的公式(5.9.21)给

出 ∑︁

𝜎=±1

𝑒𝑖(k, 𝜎)𝑒𝑗(k, 𝜎)* = 𝛿𝑖𝑗 −
𝑘𝑖𝑘𝑗

|k|2

因而，使用方程(5.9.25)
∑︁

𝜎=±1

𝑒𝑖(p, 𝜎)𝑒𝑗(p, 𝜎)* = 𝛿𝑖𝑗 −
𝑝𝑖𝑝𝑗

|p|2
. (5.9.37)

那么，一个直接的计算给出

[𝑓𝜇𝜈(𝑥), 𝑓𝜌𝜎(𝑦)
†] = (2𝜋)−3 [−𝜂𝜇𝜌𝜕𝜈𝜕𝜎 + 𝜂𝜈𝜌𝜕𝜇𝜕𝜎 + 𝜂𝜇𝜎𝜕𝜈𝜕𝜌 − 𝜂𝜈𝜎𝜕𝜇𝜕𝜌]

×
∫︁
𝑑3𝑝 (2𝑝0)−1

[︁
|𝜅|2 𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦) − |𝜆|2 𝑒−𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

]︁
. (5.9.38)

当且仅当

|𝜅|2 = |𝜆|2 ， (5.9.39)

其对于𝑥0 = 𝑦0显然为零，在这个情况下，因为𝑓𝜇𝜈是张量，对易子对于所有的类空间隔也为零。

方程(5.9.39)也暗示了𝑎𝜇的对易子在等时间隔上为零，并且我们将在第8章看到，这足以产生一

个Lorentz不变𝑆-矩阵。产生算符和湮灭算符的相对相位可以进行调整使得𝜅 = 𝜆；那么如果粒子

是它们本身的荷共轭，那么这个场是厄密的，光子正是这种情况。

为什么我们希望在构建自旋1的无质量粒子的理论中使用像𝑎𝜇(𝑥)那样的场，而不是满足于

像𝑓𝜇𝜈那样有简单Lorentz变换性质的场？方程(5.9.34)中导数的出现意味着，对于能量和动量比

较小的无质量粒子，仅由𝑓𝜇𝜈和它的导数构建的相互作用密度会有比用矢量场𝑎𝜇构建的相互作用

密度衰减更快的矩阵元。在这种理论的相互作用在长程时会有一个快速衰减，这个衰减要比平常

的平方反比率快得多。使用张量场构建是完全可能的，但是对于无质量自旋1粒子，使用矢量场

的规范不变理论代表一类更普遍的理论，其中包含那些在自然中真实实现的理论。

相同的讨论适用于引力子，即螺度为±2的无质量粒子。从这种粒子的产生算符和湮灭算

符出发，我们可以构建出一个张量𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎，其有着Riemann-Christoffel曲率张量的代数性质：

在𝜇, 𝜈和𝜌, 𝜎之间是反对称的，而在这两对之间是对称的。为了兼容通常的平方反比引力相互作
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用，我们需要引入一个按照对称张量变换的场ℎ𝜇𝜈，其可以相差与广义相对论中的广义坐标变

换相联系的一类规范变换。因此，为了使所构建的螺度为±2的无质量粒子的理论能够纳入长程

相互作用，这个理论有类似广义协变的对称性是必要的。正如电磁规范不变的情况，通过用一

个守恒“流”𝜃𝜇𝜈与场耦合可以实现它，不过这个“流”现在有两个时空指标，并满足𝜕𝜇𝜃
𝜇𝜈 = 0。

除开可能的不影响所产生力的长程行为的全导数项，唯一的这类守恒张量是能动量张量**。自

旋𝑗 ≥ 3的无质量粒子的场将不得不与时空指标不少于三个的守恒张量耦合，但除了全导数外不

存在这类张量，所以高自旋粒子无法产生长程力。

* * *

在构建螺度±1的4-矢场或螺度±2的对称张量场中我们所遇到的问题，只是一个更普遍极

限的特殊情况。为了看到这点，让我们考察如何构建属于齐次Lorentz群的任意表示的粒子的

场。正如我们在5.6节看到的，齐次Lorentz群的任何表示𝐷(Λ)可以分解成(2𝐴+ 1)(2𝐵 + 1)-维表

示(𝐴,𝐵)，这时齐次Lorentz群的生成元被表示为

(J𝑖𝑗)𝑎′𝑏′,𝑎𝑏 = 𝜖𝑖𝑗𝑘

[︁
(𝐽

(𝐴)
𝑘 )𝑎′𝑎𝛿𝑏′𝑏 + (𝐽

(𝐵)
𝑘 )𝑏′𝑏𝛿𝑎′𝑎

]︁
，

(J𝑘0)𝑎′𝑏′,𝑎𝑏 = −𝑖
[︁
(𝐽

(𝐴)
𝑘 )𝑎′𝑎𝛿𝑏′𝑏 − (𝐽

(𝐵)
𝑘 )𝑏′𝑏𝛿𝑎′𝑎

]︁
，

其中J(𝑗)自旋𝑗的角动量矩阵。对于无限小的𝜃，𝐷(𝑅(𝜃)) = 1+𝑖J12𝜃，所以方程(5.9.12)和(5.9.13)给

出

𝜎𝑢𝑎𝑏(k, 𝜎) = (𝑎+ 𝑏)𝑢𝑎𝑏(k, 𝜎) ，

−𝜎𝑣𝑎𝑏(k, 𝜎) = (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑎𝑏(k, 𝜎) ，

因而，除非分别有𝜎 = 𝑎+𝑏和𝜎 = −𝑎−𝑏，𝑢𝑎𝑏(k, 𝜎)和𝑣𝑎𝑏(k, 𝜎)必须为零。另外，在方程(5.9.14)中

令𝜃为无限小给出

0 = (J31 + J01)𝑎𝑏,𝑎′𝑏′ 𝑢𝑎′𝑏′(k, 𝜎)

= (𝐽
(𝐴)
2 + 𝑖𝐽

(𝐴)
1 )𝑎𝑎′𝑢𝑎′𝑏(k, 𝜎) + (𝐽

(𝐵)
2 − 𝑖𝐽

(𝐵)
1 )𝑏𝑏′𝑢𝑎𝑏′(k, 𝜎) ，

0 = (J32 + J02)𝑎𝑏,𝑎′𝑏′ 𝑢𝑎′𝑏′(k, 𝜎)

= (−𝐽 (𝐴)
1 + 𝑖𝐽

(𝐴)
2 )𝑎𝑎′𝑢𝑎′𝑏(k, 𝜎) + (−𝐽 (𝐵)

1 − 𝑖𝐽
(𝐵)
2 )𝑏𝑏′𝑢𝑎𝑏′(k, 𝜎) ，

或者更简化的

(︁
𝐽
(𝐴)
1 − 𝑖𝐽

(𝐴)
2

)︁
𝑎𝑎′
𝑢𝑎′𝑏(k, 𝜎) = 0 ，

(︁
𝐽
(𝐵)
1 + 𝑖𝐽

(𝐵)
2

)︁
𝑏𝑏′
𝑢𝑎𝑏′(k, 𝜎) = 0 .

这要求𝑢𝑎𝑏(k, 𝜎)为零，除非

𝑎 = −𝐴 , 𝑏 = +𝐵 (5.9.40)

**如果𝜃𝜇1···𝜇𝑁是满足𝜕𝜇1𝜃
𝜇1···𝜇𝑁 = 0的张量流，那么

∫︀
𝑑3𝑥 𝜃0𝜇2···𝜇𝑁是按照𝑁 − 1阶张量变换的守恒量。唯一可能

的这类守恒量是各种连续对称性附带的标量“荷”，以及能动量4-矢。任何其它4-矢，或者高阶的任意张量的守恒，除

了向前碰撞都会被禁止。
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并且这对于𝑣𝑎𝑏(k, 𝜎)显然也是正确的。将其放在一起，我们看到一个(𝐴,𝐵)类场仅能从螺度𝜎的

无质量粒子的湮灭算符和螺度−𝜎的反粒子的产生算符构建，其中

𝜎 = 𝐵 −𝐴 . (5.9.41)

例如，对于无质量粒子，Dirac场的
(︀
1
2 , 0
)︀
部分和

(︀
0, 12
)︀
部分仅能分别湮灭螺度为−1

2的粒子和螺度

为+1
2的粒子。在中微子的“二分量”理论中，仅存在(12 , 0)场和它的厄密伴，所以在这个理论中，

中微子螺度为−1
2而反中微子螺度为+1

2。

通过5.7节中使用的方法，对于自旋𝑗（即，螺度∓𝑗）的无质量粒子，可以证明，如果方
程(5.9.1)中产生项和湮灭项的系数满足方程(5.9.39)，(𝑗, 0)场与(0, 𝑗)场在类空间隔上彼此对易且

与其厄密伴对易。那么产生算符和湮灭算符的相对相位可以进行调整使得这些系数相等。很

容易看到自旋𝑗的无质量粒子的(𝐴,𝐴+ 𝑗)类场或(𝐵 + 𝑗, 𝐵)类场正好分别是(0, 𝑗)类场的2𝐴阶导数

和(𝑗, 0)类场的2𝐵阶导数，所以在这里不需要另外考虑这些更普遍的场。

现在我们能明白，对于螺度为±1的无质量粒子，为什么构建矢量场是不可能的。一个矢

量场按照
(︀
1
2 ,

1
2

)︀
表示变换，因而根据方程(5.9.41)只能描述螺度零。（当然，构建螺度为零的矢

量场是可能的——仅需要取无质量标量场𝜑的导数𝜕𝜇𝜑即可。）螺度为±1的最简单无质量矢量场

有Lorentz变换类(1, 0) ⊕ (0, 1)；即，它是一个反对称张量𝑓𝜇𝜈。类似地，螺度为±2的最简单协变

无质量场有Lorentz变换类(2, 0) ⊕ (0, 2)：一个四阶张量，其像Riemann-Christoffel曲率张量那样

在每对指标之间是反对称的而两对指标是对称的。

之前章节所给出的P,C,T反演的讨论在经过一个显然的修正后可以挪到无质量的情况。
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上一章中，在哈密顿量密度的构建中协变自由场的使用是出于𝑆-矩阵要满足Lorentz不

变性和集团分解原理的要求。以这种方式构建的哈密顿量密度，使得我们用以计算𝑆-矩

阵的微扰论形式不会产生影响；在相互作用密度的每一阶中，结果将自动满足这些不变

性与集团分解条件。然而，使用这一版本的微扰论有着明显的实用优点，在计算的每一

步中，明显保持着𝑆-矩阵的Lorentz不变性与集团分解分解性质。对于20世纪30年代所使用

的微扰论就不是这样，这个微扰论现在被称为“旧形式微扰论”，我们在3.5节开头描述过

它。Feynman，Schwinger和Tomonaga在20世纪40年代后期的最大成就就是发展计算𝑆-矩阵的

微扰技巧，在这个技巧中，Lorentz不变性和集团分解性质自始至终都是显然的。这一章将概

述首先由Feynman在1948年的Poconos（波科诺庄园）会议上描述的图形计算技巧。Feynman导

出这些规则部分是通过他发展的路径积分方法，这将是第9章的主题。在本章，我们将使

用Dyson1在1949年提出的方法，这个方法直到20世纪70年代都是量子场论中几乎所有的微扰论

分析的基础，并且仍然提供着Feynman规则的一个特别显然的引入。

6.1 规则推导

我们的出发点是𝑆-矩阵的公式，通过将Dyson级数(3.5.10)与自由粒子态的表达式(4.2.2)合并

获得：

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1;p

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2;··· , p1𝜎1𝑛1;p2𝜎2𝑛2;···

=
∞∑︁

𝑁=0

(−𝑖)𝑁
𝑁 !

∫︁
𝑑4𝑥1 · · · 𝑑4𝑥𝑁

(︁
Φ0, · · · 𝑎(p′

2𝜎
′
2𝑛

′
2)𝑎(p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)

× 𝑇
{︁

H (𝑥1) · · ·H (𝑥𝑁 )
}︁
𝑎†(p1𝜎1𝑛1)𝑎

†(p2𝜎2𝑛2) · · ·Φ0

)︁
. (6.1.1)

一个提醒：p，𝜎和𝑛标记粒子的动量，自旋与种类；加撇代表这是末态粒子的指标；Φ0是自由

粒子真空态；𝑎和𝑎†是湮灭算符和产生算符；𝑇代表编时，其使H (𝑥)处在变量𝑥0从左到右依次递

减的序列中；而H (𝑥)是相互作用哈密顿量密度，取为场及其厄密伴的多项式

H (𝑥) =
∑︁

𝑖

𝑔𝑖H𝑖(𝑥) ， (6.1.2)

每一项H𝑖是每类场与其厄密伴的有限乘积。种类𝑛粒子的场在齐次Lorentz群（有或者没有空间

反演）的一个特定表示下变换为

𝜓ℓ(𝑥) =
∑︁

𝜎

(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝

[︁
𝑢ℓ(p, 𝜎, 𝑛) 𝑎(p, 𝜎, 𝑛) 𝑒

𝑖𝑝·𝑥

+ 𝑣ℓ(p, 𝜎, 𝑛) 𝑎
†(p, 𝜎, 𝑛c) 𝑒−𝑖𝑝·𝑥

]︁
. (6.1.3)
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这里𝑛c标记种类𝑛粒子的反粒子，而exp(±𝑖𝑝·𝑥)是在𝑝0等于
√︀

p2 +𝑚2
𝑛处计算的。系数函数𝑢ℓ和𝑣ℓ依

赖于场的Lorentz变换性质以及场所描述粒子的自旋；在第5章计算了它们。（例如，在标

量场中，𝑢ℓ对于能量为𝐸的粒子就是(2𝐸)−1/2，而在Dirac场中，𝑢ℓ和𝑣ℓ是5.5节所引入的归一

化Dirac旋量。）指标ℓ在这里应该理解为粒子类型和场变换所遵循的Lorentz群表示的标记，以

及用以标记表示中分量的跑动指标。不需要另外处理包含场的导数的相互作用；以我们的观点来

看，一个场(6.1.3)的导数就是(6.1.3)所描述的另一个场，只不过𝑢ℓ和𝑣ℓ不同。这里，对于武断地

称为“粒子”的粒子种类，诸如电子，质子等，与武断地称为“反粒子”的粒子种类，诸如正电子和

反质子，我们要做一区分。湮灭粒子且产生反粒子的场算符就称为“场”；它们的厄密伴，其湮灭

反粒子产生正粒子，被称为“场厄密伴”。当然，某些类似光子和𝜋0的粒子种类，反粒子是其本

身；对于这些粒子，场厄密伴正比于场。

我们接着把方程(6.1.1)中的所有湮灭算符挪到右边，由于这个原因，重复使用对易或反对易

关系：

𝑎(p 𝜎 𝑛)𝑎†(p′𝜎′𝑛′) = ±𝑎†(p′𝜎′𝑛′)𝑎(p 𝜎 𝑛)

+ 𝛿3(p′ − p)𝛿𝜎′𝜎𝛿𝑛′𝑛 (6.1.4)

𝑎(p 𝜎 𝑛)𝑎(p′𝜎′𝑛′) = ±𝑎(p′𝜎′𝑛′)𝑎(p 𝜎 𝑛) (6.1.5)

𝑎†(p 𝜎 𝑛)𝑎†(p′𝜎′𝑛′) = ±𝑎†(p′𝜎′𝑛′)𝑎†(p 𝜎 𝑛) (6.1.6)

（对于反粒子同样如此），右边的符号±在粒子𝑛, 𝑛′都是费米子时是−号，如果有一个是玻色子
或者都是玻色子则是+号。无论何时，只要一个湮灭算符出现在最右边（或者一个产生算符出现

在最左边），对方程(6.1.1)的贡献为零，这是因为这些算符湮灭真空态：

𝑎(p 𝜎 𝑛)Φ0 = 0 ， (6.1.7)

Φ†
0𝑎(p

′𝜎′𝑛′) = 0 . (6.1.8)

对方程(6.1.1)的其余贡献来自于方程(6.1.4)右边的𝛿-函数项，这时初末态或相互作用哈密顿量密

度中每一产生算符和湮灭算符以这种方式与其它湮灭算符或产生算符成对。

以这种方式，在多项式H (𝜓(𝑥), 𝜓†(𝑥))中每一项H𝑖，对序列给定的方程(6.1.1)的贡献是一

求和，这个求和是对产生算符和湮灭算符的所有配对方法求和2，结果是因子乘积的积分之和，

如下：

(a) 量子数为p′, 𝜎′, 𝑛′的末态粒子与H𝑖(𝑥)中的场厄密伴𝜓
†
ℓ(𝑥)配对产生因子

[︁
𝑎(p′𝜎′𝑛′), 𝜓†

ℓ(𝑥)
]︁
∓
= (2𝜋)−3/2𝑒−𝑖𝑝

′·𝑥𝑢*ℓ (p
′𝜎′𝑛′) . (6.1.9)

(b) 量子数为p′, 𝜎′, 𝑛′c的末态粒子与H𝑖(𝑥)中的场𝜓ℓ(𝑥)配对产生因子

[︁
𝑎(p′𝜎′𝑛′c), 𝜓ℓ(𝑥)

]︁
∓
= (2𝜋)−3/2𝑒−𝑖𝑝

′·𝑥𝑣ℓ(p
′𝜎′𝑛′) . (6.1.10)

(c) 量子数为p, 𝜎, 𝑛的初态粒子与H𝑖(𝑥)中的场𝜓ℓ(𝑥)配对产生因子

[︁
𝜓ℓ(𝑥), 𝑎

†(p 𝜎 𝑛)
]︁
∓
= (2𝜋)−3/2𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑢ℓ(p 𝜎 𝑛) . (6.1.11)
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(d) 量子数为p, 𝜎, 𝑛c的初态粒子与H𝑖(𝑥)中的场厄密伴𝜓
†
ℓ(𝑥)配对产生因子

[︁
𝜓†
ℓ(𝑥), 𝑎

†(p 𝜎 𝑛c)
]︁
∓
= (2𝜋)−3/2𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑣*ℓ (p 𝜎 𝑛) . (6.1.12)

(e) 量子数为p′, 𝜎′, 𝑛′的末态粒子（或反粒子）与量子数为p, 𝜎, 𝑛的初态粒子（或反粒子）配对产

生因子 [︁
𝑎(p′𝜎′𝑛′), 𝑎†(p 𝜎 𝑛)

]︁
∓
= 𝛿3(p′ − p)𝛿𝜎′𝜎𝛿𝑛′𝑛 . (6.1.13)

(f) H𝑖(𝑥)中的场𝜓ℓ(𝑥)与H𝑗(𝑦)中的场厄密伴𝜓
†
𝑚(𝑦)配对产生因子*

𝜃(𝑥− 𝑦)
[︁
𝜓+
ℓ (𝑥), 𝜓

+†
𝑚 (𝑦)

]︁
∓
± 𝜃(𝑦 − 𝑥)

[︁
𝜓−†
𝑚 (𝑦), 𝜓−

ℓ (𝑥)
]︁
∓

≡ −𝑖Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) ， (6.1.14)

其中𝜓+和𝜓−是𝜓中分别湮灭粒子和产生反粒子的项：

𝜓+
ℓ (𝑥) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

𝑢ℓ(p 𝜎 𝑛) 𝑒
𝑖𝑝·𝑥 𝑎(p 𝜎 𝑛) ， (6.1.15)

𝜓−
ℓ (𝑥) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

𝑣ℓ(p 𝜎 𝑛) 𝑒
−𝑖𝑝·𝑥 𝑎†(p 𝜎 𝑛c) . (6.1.16)

𝜃(𝑥 − 𝑦)是阶跃函数，𝑥0 > 𝑦0时等于1而𝑥0 < 𝑦0时等于0。方程(6.1.14)中的出现是因为方

程(6.1.1)中的编时序列；仅当初始时，在方程(6.1.1)中H (𝑥)处在H (𝑦)的左边，即𝑥0 > 𝑦0，

我们才能遇到H (𝑥)中的湮灭场𝜓+(𝑥)与H (𝑦)中的产生场𝜓+†(𝑦)的配对；类似地，仅当初

始时，在方程(6.1.1)中H (𝑦)处在H (𝑥)的左边，即𝑦0 > 𝑥0，我们才能遇到H (𝑦)中的湮灭

场𝜓−†(𝑦)与H (𝑥)中的产生场𝜓−(𝑥)的配对。（之后将解释(6.1.14)中第二项的±符号。）(6.1.14)被

称为传播子；将在下节进行计算。

可以通过将这些因子乘起来获得𝑆-矩阵，还有额外的数值因子，将在下面讨论，然后

对𝑥1 · · ·𝑥𝑁积分，然后对所有的配对求和，然后除以每类相互作用的数目。在填补所有细节之
前，首先描述一个图形体系以保持所有这些配对的痕迹将是方便的。

计算𝑆-矩阵的规则被合宜地总结成Feynman图的形式。（参看图6.1）这个图由点和线构

成，点称为顶点，每个顶点代表一个H𝑖(𝑥)，而每个线代表一个湮灭算符和一个产生算符的配

对。更确切些：

(a) 表示一个末态粒子与H (𝑥)之一中的一个场厄密伴进行配对的线，从代表H (𝑥)的顶点出发向

上离开，携带一个指向上方的箭头

(b) 表示一个末态反粒子与H (𝑥)之一中的一个场进行配对的线，也从代表H (𝑥)的顶点出发向上

离开，但携带一个指向下方的箭头。（对于像𝛾, 𝜋0的粒子，由于它们是其自身的反粒子，对于

这样的粒子箭头全部省略。）

(c) 表示一个初态粒子与H (𝑥)之一中的一个场进行配对的线，从下方进入图，终止于代

表H (𝑥)的顶点，携带一个指向上方的箭头。

(d) 表示一个初态反粒子与H (𝑥)之一中的一个场进行配对的线，也从下方进入图且终止于代

表H (𝑥)的顶点，但携带一个指向下方的箭头。

*如果相互作用H (𝑥)被写成规范序列的形式，就像方程(5.1.33)中那样，那么在同一相互作用中不存在场与场厄密

伴的配对。否则需要某些正规化赋予Δℓ𝑚(0)的意义。
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(a) (b) (c)

(d) (e)

(f)

图 6.1 在坐标空间计算𝑆-矩阵时所产生的算符配对的图形表示。对于Feynman图的每一条线，右边的表

达式是一因子，其必须被包含进𝑆-矩阵的坐标空间积分中。

(e) 表示一个末态粒子与一个初态粒子配对的线，或表示一个末态反粒子粒子与一个反初态粒子

配对的线，从上至下穿过图，不与任何顶点相连，只不过箭头分别指向上方和下方。

(f) 表示H (𝑥)中的一个场与H (𝑦)中的一个场厄密伴进行配对的线，连接代表H (𝑥)的顶点与代

表H (𝑦)的顶点，携带一个由𝑦指向𝑥的箭头。

注意：箭头的指向总是和粒子的运动方向相同与反粒子的运动方向相反。（正如上面所提

及的，对于像光子这样，反粒子是其本身的粒子，箭头应该被省略。）规则(f)中所表明的箭头

方向与这一约定是一致的，这是因为H𝑗(𝑦)中的场厄密伴要么产生一个粒子被H𝑖(𝑥)中的场所湮

灭，要么湮灭H𝑖(𝑥)中的场所产生的粒子。又注意到，因为H𝑖(𝑥)中的每一场或场厄密伴必须进

行配对，对应于方程(6.1.2)中的H𝑖(𝑥)项的𝑖类顶点，与其相连的线正好等于H𝑖(𝑥)场因子或场厄

密伴因子的总数。这些线中，箭头指向顶点或离开顶点的数目分别等于相对应相互作用项中场的

数目或场厄密伴的数目。
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在方程(6.1.2)的每一相互作用项H𝑖(𝑥)中，为了计算一个阶数𝑁𝑖给定的过程对𝑆-矩阵的贡

献，我们必须执行如下的步骤：

(i) 画出包含𝑁𝑖个𝑖类顶点的所有Feynman图，并对于初态中的每一粒子或反粒子，线从下方进

入图，对于末态中的每一粒子或反粒子，线从上方离开图，再加上任意个连接顶点的内线，并按

照要求赋予每个顶点恰当的连接线数目。这些线携带上面所描述的箭头，每一个箭头可以指向下

也可以指向上。用相互作用类𝑖和时空坐标𝑥𝜇标记每个顶点。最后，用场类型ℓ标记连入一个顶点

的每一内线或外线（对应于在那个顶点产生粒子或湮灭反粒子的场𝜓ℓ(𝑥)或𝜓
†
ℓ(𝑥)），并用初态或

末态粒子（或反粒子）的量子数p, 𝜎, 𝑛或p′, 𝜎′, 𝑛′标记每个进入或离开图的外线。

(ii) 对于每个𝑖类顶点，计入因子−𝑖（来自方程(6.1.1)中的(−𝑖)𝑁）与因子𝑔𝑖（H𝑖(𝑥)中乘在

场积上的耦合常数）。对于每个从上方离开图的线，根据箭头指向上方还是下方，计入因

子(6.1.9)或(6.1.10)。对于每个从下方进入图的线，再次根据箭头方向，计入因子(6.1.11)或(6.1.12)。

对于每个穿过图的线，计入因子(6.1.13)。对于每个连接两个顶点的内线，计入因子(6.1.14)。

(iii) 对所有这些因子的乘积沿着每个顶点的坐标𝑥1, 𝑥2, · · ·积分。
(iv) 将以这种方式从每个Feynman图中获得的结果加起来。通过在每一相互作用类型中，将每

一阶的贡献加起来，直到我们力所能及的那一阶，以获得𝑆-矩阵的所有置换项。

注意到我们没有把方程(6.1.1)中的因子1/𝑁 !包含在这些规则之内，这是因为方程(6.1.1)中

的编时乘积是对𝑥1𝑥2 · · ·𝑥𝑁的𝑁 !个置换的求和，对最终结果每个置换给出相同的贡献。换一

种方式，有𝑁个顶点的Feynman图是𝑁 !个等价图中的一个，这些图相差的仅是顶点上指标的置

换，并且这产生了一个因子𝑁 !抵消了方程(6.1.1)中的1/𝑁 !。（这一规则存在例外，将在下面讨

论。）由于这个原因，从此之后，对于一组Feynman图，如果它们的差异仅是顶点的重新的标

记，我们所计入的图不超过一个。

图 6.2 𝑆-矩阵中要求额外组合学因子的图的例子。对于包含三个相同场因子（和其它场）的相互作用，

我们通常在相互作用哈密顿量密度中引入因子1/3!，以抵消对这些场与它们在其它相互作用中厄密伴配对

方式求和产生的因子。但在这个图中，存在两个这种1/3!因子，但不同配对方式仅有3!种，所以我们得到

了额外的因子1/3!。

在某些情况下，存在必须纳入单个Feynman图贡献的额外的组合学因子或符号：

(v) 假定一个相互作用H𝑖(𝑥)包含（在其它场和场厄密伴之间）𝑀个相同的场因子。假定这些场

中的每一个与一个不同的相互作用（对于每个都不同）中的场厄密伴配对，或者与初末态中的场

厄密伴配对。这些场厄密伴中的第一个可以与H𝑖(𝑥)中的𝑀个全同场中的任何一个进行配对；第

二个可以与剩下的𝑀 − 1个全同场中的任何一个进行配对；等等，这产生一个额外因子𝑀 !。为

了弥补这点，定义耦合常数𝑔𝑖使得一个显式因子1/𝑀 !出现在任何包含𝑀个全同场（或场共轭）

的H𝑖(𝑥)。例如，在一个标量场𝜑(𝑥)中，𝑀阶相互作用将写成𝑔𝜑
𝑀/𝑀 !。（更普遍地，当相互作

用包含来自同一对称多重态的场的𝑀因子的和或由于其它的原因，耦合系数在𝑀个玻色场或费

米场的置换下是全对称或全反对称时，通常也写出显式因子1/𝑀 !。）
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然而，𝑀 !因子的这个抵消不总是完全的。例如，考察一个Feynman图，其中一个相互作

用H𝑖(𝑥)中的𝑀个全同场与另一个相互作用H𝑗(𝑦)中相对应的𝑀个场厄密伴进行配对。（参看

图6.2）那么通过之上的分析，我们发现仅有𝑀 !个不同的配对（因为它在我们所谓的第一个，第

二个，. . .场厄密伴之间没有差异），仅抵消了两个不同的相互作用中的两个𝑀 !因子中的一个。

在这种情况下，我们不得不在这类Feynman图的贡献中“手动”加入一个额外的因子1/𝑀 !。

图 6.3 一个真空到真空振幅的八阶图，其中粒子仅与外场相互作用。在这个图中，波浪线表示外场。计

数仅相差顶点的重新标记的图而不计数那些标记只是沿着环旋转的图，我们发现这种图有7!个。因而来

自Dyson公式(6.1.1)的因子1/8!在这里没有被全部抵消，留下了一个额外的因子1/8。

当顶点的某些置换对Feynman图没有影响时会产生另一组合学因子。之前我们在展

开(6.1.1)中注意到，因子1/𝑁 !通常被对𝑁 !个图的求和所抵消，这𝑁 !个图仅相差在𝑁个顶点的

标记。然而，当重新标记顶点不产生新的图时，这个抵消不是完全的。在一个有二次项相

互作用H (𝑥) = 𝜓†
ℓ𝑀ℓℓ′𝜓ℓ′的理论中，其中𝑀可能依赖于外场，真空到真空𝑆-矩阵元的计算中

最可能会发生这个不完全的抵消。（这类图的物理意义将在卷II中进行细致地讨论。）H中

的𝑁阶Feynman图是𝑁个角的环。（参看图6.3）由于沿着环的指标的置换将指标移到下个顶

点，这一置换产生同一图，所以这里仅有(𝑁 − 1)!个图。因此这样的图伴随因子

(𝑁 − 1)!

𝑁 !
=

1

𝑁
. (6.1.17)

(vi)在包含费米场的理论中，使用方程(6.1.4)—(6.1.6)把湮灭算符移至右边以及把产生算符移至

左边，会在各种配对的贡献中引入负号。具体些，只要将所有配对算符调节成彼此相邻的置换

（其中湮灭算符就在和其配对的产生算符的左边）包含奇数次费米算符的交换，我们就会得到一

个负号。（这是因为，为了计算一特定配对的贡献，我们可以现在方程(6.1.1)中进行置换使得对

于每个湮灭算符就在与其配对算符的右边，忽视所有未配对算符的对易子和反对易子，然后将每

个配对算符的积替换成它们的对易子和反对易子。）一个立即的结果是，对于费米传播子，在方

程(6.1.14)中两项的相对符号中会产生一个负号。只要置换将H (𝑥)中一个场的湮灭部分𝜓+(𝑥)放

在H (𝑦)中一个场厄密伴的产生部分𝜓+†(𝑦)的左边，那么，若将场厄密伴的湮灭部分𝜓−†(𝑦)放在

场的产生部分𝜓−(𝑥)的左边的置换包含费米算符的一个额外交换，则会在费米子的方程(6.1.14)中

的第二项产生负号。

另外，在整个Feynman图的贡献中会产生负号。例如，我们采取这样的理论，其中费米子的

整个相互作用采取这样的形式

H (𝑥) =
∑︁

ℓ𝑚𝑘

𝑔ℓ𝑚𝑘𝜓
†
ℓ(𝑥)𝜓𝑚(𝑥)𝜑𝑘(𝑥) ， (6.1.18)
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其中𝑔ℓ𝑚𝑘是一般常数，𝜓ℓ(𝑥)是一组复费米场，而𝜑𝑚(𝑥)是一组实玻色场（不必须是标量场）。

（不仅是量子电动力学，弱相互作用，电磁相互作用以及强相互作用的整个“标准模型”所有的费

米相互作用都可以写成这种形式。）我们首先处理费米-费米散射，12 → 1′2′，直到H中的第二

阶。方程(6.1.1)中二阶项的费米算符以这样的序列出现（带有明显的缩写）

𝑎(2′)𝑎(1′)𝜓†(𝑥)𝜓(𝑥)𝜓†(𝑦)𝜓(𝑦)𝑎†(1)𝑎†(2) . (6.1.19)

到这一阶有两个连接图，对应配对

[𝑎(2)′𝜓†(𝑥)] [𝑎(1′)𝜓†(𝑦)] [𝜓(𝑦)𝑎†(1)] [𝜓(𝑥)𝑎†(2)] (6.1.20)

和

[𝑎(1′)𝜓†(𝑥)] [𝑎(2)′𝜓†(𝑦)] [𝜓(𝑦)𝑎†(1)] [𝜓(𝑥)𝑎†(2)] (6.1.21)

1 2

1′ 2′

1 2

2′ 1′

图 6.4 这是含有相互作用(6.1.18)的理论中费米子-费米子散射的二阶连接图。在这里，直线代表费米子；

虚线是中性玻色子。在这两个图的贡献之间存在一个符号差异，这源于第二幅图所表示的配对中有一个费

米算符的额外交换。

（参看图6.4）从(6.1.19)到达(6.1.20)要求费米算符的偶数次置换。（例如，将𝜓(𝑥)右移三个算

符，然后将𝑎(1′)右移一个算符。）因此，在配对(6.1.20)的贡献中没有额外的负号。这本身不是

那么重要；𝑆-矩阵的总符号在跃迁几率中并不重要，并且在任何情况下依赖于对初末态的符号约

定。重要的是配对(6.1.20)的贡献和(6.1.21)的贡献有一个相反的符号，这可以通过看到这两个配

对之间唯一的差异是两个费米算符的交换而轻松地看到。实际上，这个相对的负号正是Fermi统

计所要求的：它使得散射振幅在粒子1′和2′（或1和2）的交换下反对称。

然而，即使在微扰论的最低阶，也不能认为所有的符号因子都以这种简单的方式与末态或初

态的反对称性相关。为了例证这一点，现在考察费米子-反费米子散射，12c → 1′2′c，在同一相

互作用(6.1.18)中到第二阶。费米算符在方程(6.1.1)的第二阶中以这种顺序出现：

𝑎(2′c)𝑎(1′)𝜓†(𝑥)𝜓(𝑥)𝜓†(𝑦)𝜓(𝑦)𝑎†(1)𝑎†(2c) . (6.1.22)

这里在这一阶也是两个Feynman图，对应于配对

[𝑎(2′c)𝜓(𝑥)][𝑎(1′)𝜓†(𝑥)][𝜓(𝑦)𝑎†(1)][𝜓†(𝑦)𝑎†(2c)] (6.1.23)

以及

[𝑎(2′c)𝜓(𝑥)][𝑎(1′)𝜓†(𝑦)][𝜓(𝑦)𝑎†(1)][𝜓†(𝑦)𝑎†(2c)] . (6.1.24)
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1 2c

1′ 2′c

1 2c

1′ 2′c

图 6.5 这是含有相互作用(6.1.18)的理论中费米子-反费米子散射的二阶连接图。在这里，直线代表费米子

或反费米子，这取决于箭头方向；虚线是中性玻色子。在这两个图的贡献之间存在一个符号差异，这源于

第二幅图所表示的配对中有一个费米算符的额外交换。

（参看图6.5）从(6.1.22)到达(6.1.23)要求费米算符的偶数次置换（例如，将𝜓(𝑥)左移两个算符，

将𝜓†(𝑦)右移两个算符）所以在配对(6.1.23)的贡献中没有额外的负号。另一方面，从(6.1.22)到

达(6.1.24)要求费米算符的奇数次置换（先进行到达(6.1.23)的步骤，再加上𝜓†(𝑥)和𝜓†(𝑦)的交

换）所以这个配对的贡献伴随一个额外的负号**。

当我们考察高阶的贡献时会遇到额外的符号。这里所考察的理论中费米子的相互作用全

部采取形式(6.1.18)，在这样理论的一般Feynman图中，费米线要么构成穿过图的线条链，其

与玻色场有若干个相互作用，如图6.6所示，要么构成费米圈，如图6.7所示。考察给任意过程

的Feynman图加上一个有𝑀个角的费米圈后的效应。这对应于费米算符的配对

[𝜓(𝑥1)𝜓(𝑥2)][𝜓(𝑥2)𝜓(𝑥3)] · · · [𝜓(𝑥𝑀 )𝜓(𝑥1)] . (6.1.25)

另一方面，这些算符在方程(6.1.1)中如下的序列出现

𝜓(𝑥1)𝜓(𝑥1)𝜓(𝑥2)𝜓(𝑥2) · · ·𝜓(𝑥𝑀 )𝜓(𝑥𝑀 ) (6.1.26)

从(6.1.26)到达(6.1.25)要求费米算符的奇次置换（将𝜓(𝑥1)右移2𝑀 − 1个算符）所以这种费米圈

的贡献总是伴随一个负号。

这些规则产生了全部的𝑆-矩阵，其中包括不同集团的粒子在相距甚远的各个时空区域相

互作用的过程的贡献。正如第4章所讨论的，为了计算将这种贡献排除之外的𝑆-矩阵部分，我

们应该只计入连接Feynman图。特别地，这排除了只穿过图而没有相互作用的线，这将产生因

子(6.1.13)。为了使Feynman规则完全清晰，我们将在两个不同的理论中计算粒子散射对𝑆-矩阵

的最低阶贡献。

**实际上，这个符号并非完全与Fermi统计的要求无关。相同的场能湮灭一个粒子且产生一个反粒子，所以，在初

态粒子或反粒子被换为末态反粒子或粒子的过程中存在一个关系，称为“交叉对称性”。特别地，过程12c → 1′2′c的

振幅与“交叉”过程12′ → 1′2的振幅相关；这两个配对(6.1.23)和(6.1.24)恰好对应于这一过程的两个图，其相差的

是1和2′（或1′和2）的交换，所以散射振幅在初态（或末态）粒子的交换下的反对称性自然地要求这两个配对相对贡

献之间的一个符号。然而，交叉对称性不是一个普通的对称性（它涉及运动学变量的一个解析延拓）并且对于一般过

程，很难在任意精度上使用它。
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1 2

1′ 2′

1 2

2′ 1′

图 6.6 这是含有相互作用(6.1.18)的理论中费米子-玻色子散射的二阶连接图。在这里，直线是费米子，虚

线是中性玻色子。

图 6.7 这是含有相互作用(6.1.18)的理论中玻色子-玻色子散射的最低阶连接图。这样的费米圈图产生一个

额外的负号，这源于配对费米场的置换。

理论I

考察相互作用为(6.1.18)的费米子与自-荷共轭玻色子的理论。费米子-玻色子散射的最低阶连

接图如图6.6所示。利用图6.1中所概述的规则，相对应的𝑆-矩阵元是

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

=

(2𝜋)−6
∑︁

𝑘′𝑙′𝑚′ 𝑘𝑙𝑚

(−𝑖)2𝑔𝑙′𝑚′𝑘′ 𝑔𝑚𝑙𝑘𝑢
*
𝑙′(p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑢𝑙(p1𝜎1𝑛1)

×
∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦
(︁
− 𝑖Δ𝑚′𝑚(𝑦 − 𝑥)

)︁
𝑒−𝑖𝑝

′
1·𝑦𝑒𝑖𝑝1·𝑥

×
[︁
𝑒−𝑖𝑝

′
2·𝑦𝑢*𝑘′(p

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2)𝑒

𝑖𝑝2·𝑥𝑢𝑘(p2𝜎2𝑛2)

+ 𝑒−𝑖𝑝
′
2·𝑥𝑢*𝑘(p

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2)𝑒

𝑖𝑝2·𝑦𝑢𝑘′(p2𝜎2𝑛2)
]︁
. (6.1.27)

（这里的指标1和2分别用于费米子和玻色子。）对于费米子-费米子散射，也有两个二阶图，如
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图6.4所示。它们给出了𝑆-矩阵元

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= (2𝜋)−6
∑︁

𝑘′𝑙′𝑚′𝑘𝑙𝑚

(−𝑖)2𝑔𝑚′𝑚𝑘′ 𝑔𝑙′𝑙𝑘

× 𝑢*𝑚′(p′
2𝜎

′
2𝑛

′
2)𝑢

*
𝑙′(p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑢𝑚(p2𝜎2𝑛2)𝑢𝑙(p1𝜎1𝑛1)

×
∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦 𝑒−𝑖𝑝

′
2·𝑥𝑒−𝑖𝑝

′
1·𝑦𝑒𝑖𝑝2·𝑥𝑒𝑖𝑝1·𝑦(−𝑖)Δ𝑘′𝑘(𝑥− 𝑦)

− [1′ 
 2′] (6.1.28)

其中最后一项代表减去交换粒子1′和2′（或等价地交换1和2）后的前一项。在这一理论中，

没有玻色子-玻色子散射的二阶图；最低阶的图是四阶的，例如图6.7中展示的图。类似方

程(6.1.27)和(6.1.28)的公式的更特殊例子将在6.3节给出，在那之前，我们将要计算传播子并过渡

到动量空间。

在上例的相互作用(6.1.18)中，三个场是不同的。看一下三个场都相同，或者至少是以一种

对称的方式进入相互作用的三线相互作用的一个例子是有益的。

理论II

现在，令相互作用密度是一组实玻色场𝜑ℓ(𝑥)的三线性积的和。

H (𝑥) =
∑︁

ℓ𝑚𝑛

𝑔ℓ𝑚𝑛𝜑ℓ(𝑥)𝜑𝑚(𝑥)𝜑𝑛(𝑥) (6.1.29)

其中𝑔ℓ𝑚𝑛是实的全对称耦合系数。假定我们想考察这个相互作用的一个散射过程12 → 1′2′直

到2阶。两个顶点中的每一个都要与四条外线中的两个相连。（唯一的其它可能性是，一条外线

与一个顶点相连，另外三条与另一顶点相连，但是与三条外线相连的顶点无法与其它顶点相连，

所以这将是一个非连贡献。）每个顶点所要求的额外的线恰好把二者连接起来。这类图有3个，

区别是与线1连接同一顶点的是线2，线1′还是线2′。（参看图6.8。）通过上面所给的规则，这三

个图对𝑆-矩阵的贡献是

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p

′
2𝜎

′
2𝑛

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= (−𝑖)2(2𝜋)−6
∑︁

ℓℓ′ℓ′′𝑚𝑚′𝑚′′

𝑔ℓℓ′ℓ′ 𝑔𝑚𝑚′𝑚′′

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦
(︁
− 𝑖Δℓ′′𝑚′′(𝑥, 𝑦)

)︁

×
[︁
𝑢*ℓ (p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑒

−𝑖𝑝′1·𝑥𝑢*ℓ′(p
′
2𝜎

′
2𝑛

′
2)𝑒

−𝑖𝑝′2·𝑥

× 𝑢𝑚(p1𝜎1𝑛1)𝑒
𝑖𝑝1·𝑦𝑢𝑚′(p2𝜎2𝑛2)𝑒

𝑖𝑝2·𝑦

+ 𝑢*ℓ′(p
′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑒

−𝑖𝑝′1·𝑥𝑢ℓ(p1𝜎1𝑛1)𝑒
𝑖𝑝1·𝑥

× 𝑢*𝑚′(p′
2𝜎

′
2𝑛

′
2)𝑒

−𝑖𝑝′2·𝑦𝑢𝑚(p2𝜎2𝑛2)𝑒
𝑖𝑝2·𝑦

+ 𝑢*ℓ′(p
′
2𝜎

′
2𝑛

′
2)𝑒

−𝑖𝑝′2·𝑥𝑢ℓ(p1𝜎1𝑛1)𝑒
𝑖𝑝1·𝑥

× 𝑢*𝑚′(p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑒

−𝑖𝑝′1·𝑦𝑢𝑚(p2𝜎2𝑛2)𝑒
𝑖𝑝2·𝑦

]︁
. (6.1.30)

甚至更加特殊些，如果在这个理论中的玻色子是单一种类的无自旋粒子，那么我们可以将相互作

用(6.1.29)写成如下形式

H = 𝑔𝜑3/3! (6.1.31)
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1 2

1′ 2′

1 2

1′ 2′

1 2

2′ 1′

图 6.8 这是含有相互作用(6.1.29)的理论中玻色子-玻色子散射的二阶连接图。

那么对于标量-标量散射的𝑆-矩阵元(6.1.30)是

𝑆p′
1 p

′
2 , p1 p2

=

𝑖𝑔2

(2𝜋)6
√︀
16𝐸′

1𝐸
′
2𝐸1𝐸2

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦 Δ𝐹 (𝑥− 𝑦)

×
[︁
exp(−𝑖(𝑝′1 + 𝑝′2) · 𝑥) exp(𝑖(𝑝1 + 𝑝2) · 𝑦)

+ exp(𝑖(𝑝1 − 𝑝′1) · 𝑥) exp(𝑖(𝑝2 − 𝑝′2) · 𝑦)

+ exp(𝑖(𝑝1 − 𝑝′2) · 𝑥) exp(𝑖(𝑝2 − 𝑝′1) · 𝑦)
]︁
，

其中Δ𝐹 (𝑥− 𝑦)是标量场传播子，在下一节进行计算。在H (𝑥)中没有三阶或奇数阶项。

6.2 传播子的计算

我们现在转向传播子(6.1.14)的计算，传播子是Feynman规则中的一个重要元素，其源于

场𝜓ℓ(𝑥)与场厄密伴𝜓
†
𝑚(𝑦)的配对。将方程(6.1.15)与(6.1.16)代入方程(6.1.14)，并利用湮灭算符

与产生算符的对易或反对易关系，我们立即有

− 𝑖Δℓ𝑚(𝑥− 𝑦) = 𝜃(𝑥− 𝑦)(2𝜋)−3

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

𝑢ℓ(p𝜎𝑛)𝑢
*
𝑚(p𝜎𝑛)𝑒

𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

± 𝜃(𝑦 − 𝑥)(2𝜋)−3

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

𝑣*𝑚(p𝜎𝑛)𝑣ℓ(p𝜎𝑛)𝑒
𝑖𝑝·(𝑦−𝑥) . (6.2.1)

在第5章计算对易子和反对易子的过程中，我们证明了
∑︁

𝜎

𝑢ℓ(p𝜎𝑛)𝑢
*
𝑚(p𝜎𝑛) =

(︁
2
√︀

p2 +𝑚2
𝑛

)︁−1
𝑃ℓ𝑚

(︁
p,
√︀
p2 +𝑚2

𝑛

)︁
， (6.2.2)

∑︁

𝜎

𝑣ℓ(p𝜎𝑛)𝑣
*
𝑚(p𝜎𝑛) = ±

(︁
2
√︀

p2 +𝑚2
𝑛

)︁−1
𝑃ℓ𝑚

(︁
−p,−

√︀
p2 +𝑚2

𝑛

)︁
(6.2.3)

其中𝑃ℓ𝑚(p, 𝜔)是p和𝜔的多项式。（这里和方程(6.2.1)一样，上面的符号和下面的符号分别指代

玻色场和费米场。）例如，如果𝜓ℓ(𝑥)和𝜓𝑚(𝑦)是自旋零粒子的标量场𝜑(𝑥)和𝜑(𝑦)，那么我们就有

𝑃 (𝑝) = 1 . (6.2.4)
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如果𝜓ℓ(𝑥)和𝜓𝑚(𝑦)是自旋
1
2粒子的Dirac场，那么

𝑃ℓ𝑚(𝑝) =
[︁
(−𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)𝛽

]︁
ℓ𝑚
， (6.2.5)

其中ℓ和𝑚在这里是4-值Dirac指标。（矩阵𝛽出现在这里是因为我们所考察的是𝜓ℓ(𝑥)与𝜓
†
𝑚(𝑦)的

配对，在𝜓(𝑥)与𝜓(𝑦) ≡ 𝜓†(𝑦)𝛽的配对中则没有𝛽。）如果𝜓ℓ(𝑥)和𝜓𝑚(𝑦)是自旋1粒子的矢量

场𝑉𝜇(𝑥)和𝑉𝜈(𝑦)，那么

𝑃𝜇𝜈(𝑝) = 𝜂𝜇𝜈 +𝑚−2𝑝𝜇𝑝𝜈 . (6.2.6)

更普遍些，如果𝜓ℓ(𝑥)和𝜓𝑚(𝑦)是自旋𝑗粒子在齐次Lorentz群的不可约(𝐴,𝐵)和
(︁
𝐴, �̃�

)︁
表示下的

场𝜓𝑎𝑏(𝑥)和𝜓�̃��̃�(𝑦)的分量，那么

𝑃𝑎𝑏,�̃��̃�(𝑝) =
∑︁

𝑎′𝑏′

∑︁

�̃�′�̃�′

∑︁

𝜎

𝐶𝐴𝐵(𝑗𝜎, 𝑎
′𝑏′)𝐶𝐴�̃�(𝑗𝜎, �̃�

′�̃�′)

×
[︁
exp(−𝜃𝑝 · J(𝐴))

]︁
𝑎𝑎′

[︁
exp(+𝜃𝑝 · J(𝐵))

]︁
𝑏𝑏′

×
[︁
exp(−𝜃𝑝 · J(𝐴))

]︁
�̃��̃�′

[︁
exp(+𝜃𝑝 · J(𝐵))

]︁
�̃��̃�′
， (6.2.7)

其中sinh 𝜃 = |p| /𝑚，而𝑎, 𝑏, �̃�, �̃�以单位步阶分别取遍−𝐴到+𝐴，−𝐵到+𝐵，−𝐴到+𝐴和−�̃�到+�̃�，

对于跑动指标𝑎′, 𝑏′, �̃�′和�̃�′同样如此。

将方程(6.2.2)和(6.2.3)代入方程(6.2.1)得出

−𝑖Δℓ𝑚(𝑥− 𝑦) = 𝜃(𝑥− 𝑦)𝑃ℓ𝑚

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑥

)︂
Δ+(𝑥− 𝑦)

+ 𝜃(𝑦 − 𝑥)𝑃ℓ𝑚

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑥

)︂
Δ+(𝑥− 𝑦) ， (6.2.8)

其中Δ+(𝑥)是第5章引入的函数

Δ+(𝑥) ≡ (2𝜋)−3

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝑝0)−1𝑒𝑖𝑝·𝑥 (6.2.9)

其中𝑝0取为+
√︀

p2 +𝑚2。

为了继续下去，我们必须讨论一下如何扩张多项式𝑃 (𝑝)的定义。方程(6.2.2)和(6.2.3)仅定

义“质量壳上”的4-动量，即有𝑝0 = ±
√︀

p2 +𝑚2。由于任意幂次的(𝑝0)2𝜈或(𝑝0)2𝜈+1总可以分别写

成(p2 +𝑚2)𝜈或𝑝0
(︀
p2 +𝑚2

)︀𝜈
，所以这类4-动量的任意多项式函数总可以取为𝑝0的线性函数。因

此我们可以通过如下条件定义多项式𝑃 (𝐿)(𝑞)

𝑃 (𝐿)(𝑝) = 𝑃 (𝑝)
(︁
对于𝑝0 =

√︀
p2 +𝑚2

)︁
，

𝑃 (𝐿)(𝑞) = 𝑃 (0)(q) + 𝑞0𝑃 (1)(q) (对于一般的𝑞𝜇) ，
(6.2.10)

其中𝑃 (0,1)是仅依赖于q的多项式。现在我们可以利用关系

𝜕

𝜕𝑥0
𝜃(𝑥0 − 𝑦0) = − 𝜕

𝜕𝑥0
𝜃(𝑦0 − 𝑥0) = 𝛿(𝑥0 − 𝑦0) (6.2.11)
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（𝜃(𝑥)在𝑥0处有一个单位跃阶，而在其它地方是常数）移除方程(6.2.8)中𝜃函数左边的求导算符

Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑥

)︂
Δ𝐹 (𝑥− 𝑦)

+ 𝛿(𝑥0 − 𝑦0)𝑃
(1)
ℓ𝑚 (−𝑖∇)

[︁
Δ+(𝑥− 𝑦)−Δ+(𝑦 − 𝑥)

]︁
， (6.2.12)

其中Δ𝐹是“Feynman传播子”

− 𝑖Δ𝐹 (𝑥) ≡ 𝜃(𝑥)Δ+(𝑥) + 𝜃(−𝑥)Δ+(−𝑥) . (6.2.13)

然而，当𝑥0 = 0时，由于在方程(6.2.9)中x → −x的改变可以被积分变量p → −p的改变所抵消。

那么我们就可以扔掉方程(6.2.12)中的第二项并写出

Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑥

)︂
Δ𝐹 (𝑥− 𝑦) . (6.2.14)

将Feynman传播子的表达式用作Fourier积分将是最有用的。方程(6.2.13)中的阶跃函数

有Fourier表示*

𝜃(𝑡) =
−1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

exp(−𝑖𝑠𝑡)
𝑠+ 𝑖𝜖

𝑑𝑠 . (6.2.15)

这可以与Δ+(𝑥)的Fourier积分(6.2.9)相结合。我们在方程(6.2.13)中引入新的积分变量，q ≡
p, 𝑞0 = 𝑝0 + 𝑠，得到

−𝑖Δ𝐹 (𝑥) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑑3𝑞

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑞0

exp(𝑖q · x− 𝑖𝑞0𝑥0)

(2𝜋)32
√︀
q2 +𝑚2

×
[︂(︁
𝑞0 −

√︀
q2 +𝑚2 + 𝑖𝜖

)︁−1
+
(︁
−𝑞0 −

√︀
q2 +𝑚2 + 𝑖𝜖

)︁−1
]︂

.

组合分母并采取4-维记法，我们有

Δ𝐹 (𝑥) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

exp(𝑖𝑞 · 𝑥)
𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

， (6.2.16)

其中𝑞2 ≡ q2 − (𝑞0)2。（我们将分母中的2𝜖
√︀
q2 +𝑚2换为了𝜖，这是因为重点是这个量是正的无

限小量）这立即表明了Δ𝐹是Klein-Gordon微分算符的Green函数，也就是说

(︀
�−𝑚2

)︀
Δ𝐹 (𝑥) = −𝛿4(𝑥) (6.2.17)

其中边界条件由分母中的−𝑖𝜖所指定：正如方程(6.2.13)所示，Δ𝐹 (𝑥)在𝑥
0 → +∞或𝑥0 → −∞时

分别只包含正频率项或负频率项，即exp(−𝑖𝑥0
√︀

p2 +𝑚2)或exp(+𝑖𝑥0
√︀
p2 +𝑚2)。

现在将方程(6.2.16)代入方程(6.2.14)给出的传播子为

Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚 (𝑞)𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦)

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
. (6.2.18)

*为了证明这点，注意到，如果𝑡 > 0，那么积分围道可以与下半平面的一个顺时针半圆相连进行闭合，所以积分选

取来自极点𝑠 = −𝑖𝜖处的一个−2𝜋𝑖的贡献。如果𝑡 < 0，那么积分围道可以与上半平面的一个逆时针半圆相连进行闭

合，这个区域内被积函数是解析的，积分结果为零。



· 196 · 第 6章 Feynman规则

这个表达式有一个明显的问题。当𝑝在质量壳𝑝2 = −𝑚2上时，多项式𝑃 (𝑝)Lorentz-协变的，

但是在方程(6.2.18)中，我们对所有的𝑞𝜇积分，而没有限制在质量壳上。对于一般的𝑞𝜇，多项

式𝑃 (𝐿)(𝑞)定义为对𝑞0是线性的，除非这个多项式对每个空间分量𝑞𝑖也是线性的，这个条件显然不

遵从Lorentz协变性。代替地，我们总能对普遍的4-动量𝑞𝜇定义多项式𝑃 (𝑝)的扩张，我们将其称

为𝑃 (𝑞)，𝑃 (𝑞)对普遍的𝑞𝜇是Lorentz-协变的，也就是说

𝑃ℓ𝑚(Λ𝑞) = 𝐷ℓℓ′(Λ)𝐷
*
𝑚𝑚′(Λ)𝑃ℓ′𝑚′(𝑞) ，

其中Λ𝜇𝜈是一般Lorentz变换，而𝐷(Λ)是该Lorentz群的一个恰当表示。例如，对于标量场，Dirac场

和矢量场，这些协变扩张显然是通过将方程(6.2.4)，(6.2.5)和(6.2.6)中的𝑝𝜇替换为普遍的𝑞𝜇而完

成的。对于标量场和Dirac场，它们以及是𝑞0的线性函数，所以在𝑃 (𝐿)(𝑞)和𝑃 (𝑞)之间没有差异：

𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚 (𝑞) = 𝑃ℓ𝑚(𝑞) （标量场，Dirac场）. (6.2.19)

另一方面，对于自旋1粒子的矢量场，协变多项式的00分量𝑃𝜇𝜈(𝑞) ≡ 𝜂𝜇𝜈 +𝑚−2𝑞𝜇𝑞𝜈是𝑞
0的二次

型，所以存在一个差异：

𝑃 (𝐿)
𝜇𝜈 (𝑞) = 𝜂𝜇𝜈 +𝑚−2

[︁
𝑞𝜇𝑞𝜈 − 𝛿0𝜇𝛿

0
𝜈(𝑞

2
0 − q2 −𝑚2)

]︁

= 𝑃𝜇𝜈(𝑞) +𝑚−2(𝑞2 +𝑚2)𝛿0𝜇𝛿
0
𝜈 . (6.2.20)

（这里的额外项通过两个条件来确定，一个是它必须抵消𝑃00(𝑞)中的(𝑞0)
2项，另一是当𝑞𝜇在质量

壳上时必须为零。）将其代入方程(6.2.18)给出的矢量场的传播子为

Δ𝜇𝜈(𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

𝑃𝜇𝜈(𝑞)𝑒
𝑖𝑞·(𝑥−𝑦)

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
+𝑚−2𝛿4(𝑥− 𝑦)𝛿0𝜇𝛿

0
𝜈 . (6.2.21)

第一项显然是协变的，而第二项，尽管不协变，却是定域的，所以可以通过给哈密顿量密度加上

一个定域非协变项来抵消它。特别地，如果𝑉𝜇(𝑥)通过H (𝑥)中的一项𝑉𝜇(𝑥)𝐽
𝜇(𝑥)与其它场进行相

互作用，那么方程(6.2.21)中第二项的效应是产生一个有效的相互作用

−𝑖H𝑒𝑓𝑓 (𝑥) =
1
2

[︁
− 𝑖𝐽𝜇(𝑥)

]︁ [︁
− 𝑖𝐽𝜈(𝑥)

]︁ [︁
𝑖𝑚−2𝛿0𝜇𝛿

0
𝜈

]︁
.

（因子−𝑖是总伴随顶点与传播子的因子。需要因子1
2是因为存在两种方式来配对H𝑒𝑓𝑓 (𝑥)与其它

场，相差的是𝐽𝜇和𝐽𝜈的交换。）因此方程(6.2.21)中非协变第二项的效应可以通过给H (𝑥)增加

如下的非协变项来抵消

H𝑁𝐶(𝑥) = −H𝑒𝑓𝑓 (𝑥) =
1

2𝑚2

[︁
𝐽0(𝑥)

]︁2
. (6.2.22)

正是矢量场的等时对易子在零间隔处的奇异项要求我们采用一类比标量密度大得多的相互作用。

该理论中𝑆-矩阵的Lorentz不变性的非微扰证明将在下一章给出。

不应该认为这仅是与自旋𝑗 ≥ 1相联系的现象。例如，考察与自旋𝑗 = 0的粒子相联系的矢量

场，其等于（在第5章讨论过）标量场的导数𝜕𝜆𝜑(𝑥)。对于这个场与标量𝜑
†(𝑦)的配对，在质量壳

上的多项式𝑃 (𝑝)是

𝑃𝜆(𝑝) = 𝑖𝑝𝜆 ， (6.2.23)

而𝜕𝜆𝜑(𝑥)与𝜕𝜂𝜑
†(𝑦)的配对给出多项式

𝑃𝜆,𝜂(𝑝) = 𝑝𝜆𝑝𝜂 . (6.2.24)
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对于普遍的不在质量壳上的4-动量𝑞𝜇，协变多项式再一次通过将方程(6.2.23)和(6.2.24)中的𝑝𝜇替

换成𝑞𝜇获得。方程(6.2.23)显示了𝑃𝜆(𝑞)已是𝑞0的线性函数，所以在𝑃𝜆(𝑞)和𝑃
(𝐿)
𝜆 (𝑞)之间不存在差

异。然而，对于方程(6.2.24)存在一个差异：

𝑃
(𝐿)
𝜆,𝜂 (𝑞) = 𝑞𝜆𝑞𝜂 − (𝑞20 − q2 −𝑚2)𝛿0𝜆𝛿

0
𝜂

= 𝑃𝜆,𝜂(𝑞) + (𝑞2 +𝑚2)𝛿0𝜆𝛿
0
𝜂 ， (6.2.25)

所以在这里传播子是

Δ𝜆,𝜂(𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

𝑞𝜆𝑞𝜂𝑒
𝑖𝑞·𝑥

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
+ 𝛿0𝜆𝛿

0
𝜂𝛿

4(𝑥− 𝑦) . (6.2.26)

就像之前一样，第二项的非协变效应可以通过给相互作用加上非协变项去掉

H𝑁𝐶(𝑥) =
1
2

[︁
𝐽0(𝑥)

]︁2
， (6.2.27)

其中，𝐽𝜇(𝑥)在这里是流，其与H (𝑥)协变部分中的𝜕𝜇𝜑(𝑥)相乘。

应该清楚（至少对于有质量粒子），以给哈密顿量密度加上非协变定域项的方式，总可以抵

消传播子非协变部分的效应。这是因为当𝑞𝜇在质量壳上时，传播子中的分子𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚 (𝑞)必须等于协

变多项式𝑃ℓ𝑚(𝑞)，所以𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚 (𝑞)与𝑃ℓ𝑚(𝑞)之差必须包含因子𝑞

2 +𝑚2。在𝑃
(𝐿)
ℓ𝑚 (𝑞)与𝑃ℓ𝑚(𝑞)之差对方

程(6.2.18)的贡献中，这个因子抵消了分母(𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖)，所以方程(6.2.18)总等于协变项加上正

比于𝛿-函数𝛿4(𝑥− 𝑦)或其导数的项。后者的效应可以通过给相互作用加上一个二次型去掉，这个

二次项是配对场耦合的流的二次型，或者是它们导数的二次型。在下文中，将默认的假定这样的

项被包含在相互作用中，结果是我们将在传播子(6.2.18)中使用协变多项式𝑃ℓ𝑚(𝑞)，因而从此之

后将扔掉指标“𝐿”。

看起来这似乎是一个相当特殊的步骤。幸运的是，在下一章所讨论的正则体系中，在哈密度

量密度中会自动出现非协变项，而这个协变性就是抵消传播子的非协变项所需要的。事实上，这

构成了引入正则体系的部分动机。

* * *

在结束本节之前，讨论一些传播子的其它定义可能是有用的，这些通常出现在文献中的定义

等价于方程(6.2.1)。首先，对方程(6.1.14)取真空期望值给出

−𝑖Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝜃(𝑥− 𝑦)

⟨[︁
𝜓+
ℓ (𝑥), 𝜓

+†
𝑚 (𝑦)

]︁
∓

⟩

0

± 𝜃(𝑦 − 𝑥)

⟨[︁
𝜓−†
𝑚 (𝑦), 𝜓−

ℓ (𝑥)
]︁
∓

⟩

0

. (6.2.28)

（这里⟨𝐴𝐵 · · · ⟩0代表真空期望值(Φ0, 𝐴𝐵 · · ·Φ0)。）𝜓
+
ℓ (𝑥)和𝜓

−†
𝑚 (𝑦)都湮灭真空，所以方程(6.2.28)

中，每个对易子或反对易子仅有一项对传播子有贡献：

− 𝑖Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝜃(𝑥− 𝑦)⟨𝜓+
ℓ (𝑥)𝜓

+†
𝑚 (𝑦)⟩0 ± 𝜃(𝑦 − 𝑥)⟨𝜓−†

𝑚 (𝑦)𝜓−
ℓ (𝑥)⟩0 . (6.2.29)

另外，𝜓−†和𝜓+将湮灭右边的真空态，而𝜓−和𝜓+†将湮灭左边的真空态，所以方程中的所

有𝜓+和𝜓−都可以换成完整场𝜓 = 𝜓+ + 𝜓−：

− 𝑖Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝜃(𝑥− 𝑦)⟨𝜓ℓ(𝑥)𝜓†
𝑚(𝑦)⟩0 ± 𝜃(𝑦 − 𝑥)⟨𝜓†

𝑚(𝑦)𝜓ℓ(𝑥)⟩0 . (6.2.30)
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这通常写做

− 𝑖Δℓ𝑚(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑇{𝜓ℓ(𝑥)𝜓†
𝑚(𝑦)}⟩0 ， (6.2.31)

其中𝑇是编时乘积，在对任何费米算符的奇次置换有一负号的补充定义下，它的定义现在扩

张**至所有场。

6.3 动量空间规则

6.1节所概述的Feynman图规则说明了如何计算一个给定的𝑁阶图对𝑆-矩阵的贡献，这个贡

献是对时光相关因子之积的𝑁个时空坐标进行积分。对于一个末态粒子（或反粒子）线，若其携

带动量𝑝′𝜇且离开的顶点的时空坐标为𝑥𝜇，我们得到一个正比于exp(−𝑖𝑝′ · 𝑥)的因子，对于一个初
态粒子线，若其携带动量𝑝𝜇且进入的顶点的时空坐标为𝑥𝜇，我们得到一个正比于exp(+𝑖𝑝 · 𝑥)。
在6.2节，与连接𝑦和𝑥的内线相关的因子可以表示成一个积分变量为非质量壳4-动量𝑞𝜇，被积函

数正比于exp(𝑖𝑞 · (𝑥 − 𝑦))的Fourier积分。我们可以认为𝑞𝜇是沿着内线，以箭头的方向，从𝑦流

向𝑥的4-动量。因此，对每个顶点时空位置的积分仅产生因子

(2𝜋)4𝛿4
(︁∑︁

𝑝+
∑︁

𝑞 −
∑︁

𝑝′ −
∑︁

𝑞′
)︁
， (6.3.1)

其中
∑︀
𝑝′和

∑︀
𝑝分别代表所有离开顶点的末态粒子和所有进入顶点的初态粒子的总4-动量；

而
∑︀
𝑞′和

∑︀
𝑞分别代表箭头离开顶点的内线和箭头进入顶点的内线所带有的总4-动量。当然，取

代对𝑥𝜇的积分，我们现在必须对每一内线的Fourier变量𝑞𝜇积分。

这些讨论可以被封装进一组新的，作为对动量变量的积分计算𝑆-矩阵贡献的，Feynman规则

（参看图6.9）：

(i) 正像6.1节所描述的，画出所需阶的所有Feynman图。然而，不是用时空坐标来标记每个顶

点，每个内线现在被一个不在质壳上的4-动量标记，这个动量通常视为以箭头的方向流动（或

者，对于没有箭头的中性粒子线，则是以任意两个方向。）

(ii) 对于每个𝑖类定点，计入因子

− 𝑖(2𝜋)4𝑔𝑖 𝛿
4
(︁∑︁

𝑝+
∑︁

𝑞 −
∑︁

𝑝′ −
∑︁

𝑞′
)︁

(6.3.2)

其中动量求和与(6.3.1)中的求和有相同的意义。这个𝛿-函数确保了4-动量在图中的每个点上守

恒。对于每个从上方离开图的外线，根据箭头指向上方还是下方，分别计入因子(2𝜋)−3/2𝑢*ℓ (p
′𝜎′𝑛′)

或(2𝜋)−3/2𝑣ℓ(p
′𝜎′𝑛′)。对于每个从下方进入图的外线，根据箭头指向上方还是下方，分别计入因

子(2𝜋)−3/2𝑢ℓ(p𝜎𝑛)或(2𝜋)−3/2𝑣*ℓ (p𝜎𝑛)。对于端点被标记为ℓ和𝑚的内线，箭头由𝑚指向ℓ，且携

带动量指标𝑞𝜇，其所计入的因子是−𝑖Δℓ𝑚(𝑥)的被积函数中𝑒
𝑖𝑞·𝑥的系数：

− 𝑖(2𝜋)−4𝑃ℓ𝑚(𝑞)
⧸︁
(𝑞2 +𝑚2

ℓ − 𝑖𝜖) . (6.3.3)

提醒：对于4-动量为𝑞的标量或反标量，𝑢和𝑣就是
(︀
2𝑞0
)︀−1/2

，而多项式𝑃 (𝑞)是1。对于4-动量为𝑝

且质量为𝑀的旋量，𝑢和𝑣是5.5节所描述的归一化Dirac旋量，多项式𝑃 (𝑝)是矩阵(−𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑀)𝛽。

**这与之前我们在第3章中对哈密顿量密度编时乘积的定义是不一致的，这是因为哈密顿量密度仅能包含费米场因

子的偶数次置换。
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(a) (b) (c)

(d) (e)

(f)

图 6.9 在动量空间计算𝑆-矩阵时所产生的算符配对的图形表示。对于Feynman图的每一条线，右边的表

达式是一因子，其必须被包含进𝑆-矩阵的动量空间积分中。

(iii) 将所有的这些因子乘起来，对内线所携带的4-动量积分，并对所有的场指标ℓ,𝑚等求和。

(iv) 将所有以这种方式从Feynman图中获得的结果加起来。

就像6.1节部分(v)和部分(vi)所描述的那样，也可能需要计入额外的组合学因子和费米符号。在

本节末尾会给出例子。

对于每个内线，我们有一个4-动量积分变量，但它们中的多数被顶点附带的𝛿-函数所消除。

由于能量和动量分别对一个Feynman图的每个连接部分守恒，在一个有𝐶个连接部分的图中将

存在𝐶个𝛿-函数。因此，在有𝐼个内线和𝑉个顶点的图中，不被𝛿-函数所固定的独立4-动量的数目

是𝐼 − [𝑉 − 𝐶]。这显然也是独立圈的个数𝐿：

𝐿 = 𝐼 − 𝑉 + 𝐶 ， (6.3.4)
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𝐿的定义是被剪断却不使图非连的最大内线条数，这是因为任何这样的内线且仅有这样的内线能

被赋予一个独立的4-动量。我们可以认为独立动量变量是每个圈内循环流动动量的表征。特别

地，树图没有圈；对于这样的图，在将𝛿-函数考虑进去后将没有动量空间积分。

例如，在一个相互作用为(6.1.18)的理论中，在动量空间Feynman规则下，费米子-玻色子散

射的𝑆-矩阵(6.1.27)给定为

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p′

2𝑛
′
2𝜎

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

=
∑︁

𝑘′𝑙′𝑚′𝑘𝑙𝑚

(−𝑖)2(2𝜋)8𝑔𝑙′𝑚′𝑘′ 𝑔𝑚𝑙𝑘𝑢
*
𝑙′(p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑢𝑙(p1𝜎1𝑛1)

×
∫︁
𝑑4𝑞

(︂
−𝑖(2𝜋)−4 𝑃𝑚′𝑚(𝑞)

𝑞2 +𝑚2
𝑚 − 𝑖𝜖

)︂

×(2𝜋)−6
[︁
𝑢*𝑘′(p

′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢𝑘(p2𝜎2𝑛2)𝛿

4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑞)𝛿4(𝑞 − 𝑝1′ − 𝑝2′)

+ 𝑢*𝑘(p
′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢𝑘′(p2𝜎2𝑛2)𝛿

4(𝑝2 − 𝑝1′ + 𝑞)𝛿4(𝑝1 − 𝑝2′ − 𝑞)
]︁
，

其中指标1和2分别代表费米子和玻色子。动量空间积分在这里是平庸的，给出

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p′

2𝑛
′
2𝜎

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= 𝑖(2𝜋)−2𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
∑︁

𝑘′𝑙′𝑚′𝑘𝑙𝑚

𝑔𝑙′𝑚′𝑘′ 𝑔𝑚𝑙𝑘𝑢
*
𝑙′(p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑢𝑙(p1𝜎1𝑛1)

×
[︂

𝑃𝑚′𝑚(𝑝1 + 𝑝2)

(𝑝1 + 𝑝2)2 +𝑚2
𝑚 − 𝑖𝜖

𝑢*𝑘′(p
′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢𝑘(p2𝜎2𝑛2)

+
𝑃𝑚′𝑚(𝑝2′ − 𝑝1)

(𝑝2′ − 𝑝1)2 +𝑚2
𝑚 − 𝑖𝜖

𝑢*𝑘(p
′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢𝑘′(p2𝜎2𝑛2)

]︂
. (6.3.5)

以同样的方式，同一理论中费米子-费米子散射的𝑆-矩阵元是

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p′

2𝑛
′
2𝜎

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= 𝑖(2𝜋)−2𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
∑︁

𝑘′𝑙′𝑚′𝑘𝑙𝑚

𝑔𝑚′𝑚𝑘′ 𝑔𝑙′𝑙𝑘
𝑃𝑘′𝑘(𝑝1′ − 𝑝1)

(𝑝1′ − 𝑝1)2 +𝑚2
𝑘 − 𝑖𝜖

× 𝑢*𝑚′(p′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢

*
𝑙′(p

′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)𝑢𝑚(p2𝜎2𝑛2)𝑢𝑙(p1𝜎1𝑛1)

− [1′ 
 2′] . (6.3.6)

这些结果例证了一个更加紧凑记号的需要。我们可以定义费米子-玻色子耦合矩阵

[Γ𝑘]𝑙𝑚 ≡ 𝑔𝑙𝑚𝑘 . (6.3.7)
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在矩阵记号下，费米子-玻色子散射的矩阵元(6.3.5)和费米子-费米子散射的矩阵元(6.3.6)可以重

写为

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p′

2𝑛
′
2𝜎

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= 𝑖(2𝜋)−2𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)
∑︁

𝑘′𝑘

×
[︃(︂

𝑢†(p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1)Γ𝑘′

𝑃 (𝑝1 + 𝑝2)

(𝑝1 + 𝑝2)2 +𝑀2 − 𝑖𝜖
Γ𝑘𝑢(p1𝜎1𝑛1)

)︂

× 𝑢*𝑘′(p
′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢𝑘(p2𝜎2𝑛2)

+

(︂
𝑢†(p′

1𝜎
′
1𝑛

′
1)Γ𝑘′

𝑃 (𝑝1 − 𝑝′2)

(𝑝1 − 𝑝′2)
2 +𝑀2 − 𝑖𝜖

Γ𝑘𝑢(p1𝜎1𝑛1)

)︂

× 𝑢*𝑘(p
′
2𝑛

′
2𝜎

′
2)𝑢𝑘′(p2𝜎2𝑛2)

]︃
(6.3.8)

以及

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p′

2𝑛
′
2𝜎

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= 𝑖(2𝜋)−2𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
∑︁

𝑘′𝑘

𝑃𝑘′𝑘(𝑝1′ − 𝑝1)

(𝑝1′ − 𝑝1)2 +𝑚2
𝑘 − 𝑖𝜖

×
(︁
𝑢†(p′

2𝑛
′
2𝜎

′
2)Γ𝑘′𝑢(p2𝜎2𝑛2)

)︁(︁
𝑢†(p′

1𝜎
′
1𝑛

′
1)Γ𝑘𝑢(p1𝜎1𝑛1)

)︁

− [1′ 
 2′] ， (6.3.9)

其中，方程(6.3.8)和(6.3.9)中的𝑀2和𝑚2分别是费米子和玻色子的对角质量矩阵。使用矩阵记法

下的一般规则是，以箭头指示的相反方向沿着线走，依次写下系数函数，耦合矩阵和传播子。在

相同记法下，同一理论中图6.7所示的玻色子-玻色子散射的𝑆-矩阵元将由一圈图的一个和给出：

𝑆p′
1𝜎

′
1𝑛

′
1 p′

2𝜎
′
2𝑛

′
2 , p1𝜎1𝑛1 p2𝜎2𝑛2

= −(2𝜋)−6𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
∑︁

𝑘1𝑘2𝑘′1𝑘
′
2

𝑢*𝑘′1
(p′

1, 𝜎
′
1, 𝑛

′
1)𝑢

*
𝑘′2
(p′

2, 𝑛
′
2, 𝜎

′
2)𝑢𝑘1(p1, 𝜎1, 𝑛1)𝑢𝑘2(p2, 𝜎2, 𝑛2)

×
∫︁
𝑑4𝑞 Tr

{︃
Γ𝑘′2

𝑃 (𝑞)

𝑞2 +𝑀2 − 𝑖𝜖
Γ𝑘′1

𝑃 (𝑞 + 𝑝′1)

(𝑞 + 𝑝′1)
2 +𝑀2 − 𝑖𝜖

× Γ𝑘1
𝑃 (𝑞 + 𝑝′1 − 𝑝1)

(𝑞 + 𝑝′1 − 𝑝1)2 +𝑀2 − 𝑖𝜖
Γ𝑘2

𝑃 (𝑞 − 𝑝′2)

(𝑞 − 𝑝′2)
2 +𝑀2 − 𝑖𝜖

}︃

+ . . . ， (6.3.10)

其中最后一行的省略号代表通过置换玻色子1′, 2′和2获得的项。右边开头的符号是费米圈所附带

的额外负号。注意，在𝛿-函数消除后，这里仅有一个动量空间积分，这正是一个一圈图所需要

的。我们将在第11章看到如何处理这类动量空间积分。

为了使其更具体些，考察一个理论，其有质量为𝑀的Dirac旋量场𝜓(𝑥)与质量为𝑚的赝

标量场𝜑(𝑥)，这两个场通过相互作用−𝑖𝑔𝜑𝜓𝛾5𝜓进行相互作用。（插入的因子−𝑖是为了使
得相互作用对于实耦合常数𝑔厄密。）回忆，对于标量，多项式𝑃 (𝑞)正是1，而对于旋量则

是[−𝑖𝛾𝜇𝑞𝜇 +𝑀 ]𝛽。另外，对于能量为𝐸的标量场，𝑢是(2𝐸)−1/2，而对于旋量场，𝑢是5.5节所讨
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论的约定好的归一化Dirac旋量。对于费米子-玻色子散射，费米子-费米子散射和玻色子-玻色子

散射；方程(6.3.8)，(6.3.9)和(6.3.10)给出最低阶𝑆-矩阵元：

𝑆p′
1𝜎

′
1p

′
2 , p1𝜎1p2

= −𝑖(2𝜋)−2𝑔2(4𝐸′
2𝐸2)

−1/2𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
[︂(︁
�̄�(p′

1𝜎
′
1)𝛾5

−𝑖𝛾𝜇(𝑝1 + 𝑝2)
𝜇 +𝑀

(𝑝1 + 𝑝2)2 +𝑀2 − 𝑖𝜖
𝛾5𝑢(p1𝜎1)

)︁

+
(︁
�̄�(p′

1𝜎
′
1)𝛾5

−𝑖𝛾𝜇(𝑝1 − 𝑝′2)
𝜇 +𝑀

(𝑝1 − 𝑝′2)
2 +𝑀2 − 𝑖𝜖

𝛾5𝑢(p1𝜎1)
)︁]︂
，

𝑆p′
1𝜎

′
1 p′

2𝜎
′
2 , p1𝜎1p2𝜎2 = −𝑖(2𝜋)−2𝑔2𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
(︁
�̄�(p′

2𝜎
′
2)𝛾5𝑢(p2𝜎2)

)︁ (︁
�̄�(p′

1𝜎
′
1)𝛾5𝑢(p1𝜎1)

)︁

× 1

(𝑝1′ − 𝑝1)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

− [1′ 
 2′] ，

𝑆p′
1p

′
2 , p1p2

= −(2𝜋)−6 𝑔4 (16𝐸1𝐸2𝐸
′
1𝐸

′
2)

−1/2 𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

×
∫︁
𝑑4𝑞 Tr

{︃
𝛾5

−𝑖𝛾𝜇𝑞𝜇 +𝑀

𝑞2 +𝑀2 − 𝑖𝜖
𝛾5

−𝑖𝛾𝜇(𝑞 + 𝑝′1)
𝜇 +𝑀

(𝑞 + 𝑝′1)
2 +𝑀2 − 𝑖𝜖

× 𝛾5
−𝑖𝛾𝜇(𝑞 + 𝑝′1 − 𝑝1)

𝜇 +𝑀

(𝑞 + 𝑝′1 − 𝑝1)2 +𝑀2 − 𝑖𝜖
𝛾5

−𝑖𝛾𝜇(𝑞 − 𝑝′2)
𝜇 +𝑀

(𝑞 − 𝑝′2)
2 +𝑀2 − 𝑖𝜖

}︃
+ . . . ，

其中，最后一个公式中的省略号代表对粒子2, 1′, 2′置换的求和。费米传播子分子中的因子𝛽已经

用来将𝑢†替换成�̄�。

* * *

另一有用的拓扑结果表述了线的一类守恒率。暂且，我们可以认为所有的内线和外线在顶

点被创造，而在内线中部成对消失，或者当外线离开图时消失。（这与线所携带箭头的指向无

关。）那么创造的线与消失的线相等给出

2𝐼 + 𝐸 =
∑︁

𝑖

𝑛𝑖𝑉𝑖 , (6.3.11)

其中𝐼是内线的数目，𝐸是外线的数目，𝑉𝑖是被标记为𝑖类顶点的数目，而𝑛𝑖是与该顶点连接线的

数目。（这对于每一类场分别成立。）特别的，如果所有的相互作用包含的场的数目𝑛𝑖 = 𝑛相

同，那么这变成

2𝐼 + 𝐸 = 𝑛𝑉 , (6.3.12)

其中𝑉是所有顶点的总数。在这种情况下，我们可以从方程(6.3.4)和(6.3.11)中消除𝐼，并看到，

对于一个连接图（即，𝐶 = 1），顶点的数目是

𝑉 =
2𝐿+ 𝐸 − 2

𝑛− 2
. (6.3.13)

例如，对于一个三线性积相互作用，𝐿 = 0, 1, 2 · · ·的散射过程(𝐸 = 4)的图有𝑉 = 2, 4, 6 · · ·个顶
点。一般而言，以耦合常数为幂次的展开是圈数目逐渐增加的展开。
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6.4 质量壳之外

在任意𝑆-矩阵元的Feynman图中, 所有的外线都是“质量壳上的”; 即, 质量为𝑚的粒子, 其外

线被约束使外线所附带的4-动量满足𝑝𝜇𝑝
𝜇 = −𝑚2. 考察那些“不在质量壳上的”Feynman图通常也

是重要的, 这样的图其外线能量就像内心那个内线所附带的能量一样是自由变量, 与任何3-动量无

关. 首先, 它们作为更大Feynman图的部分而产生; 例如, 插入在一个图的内线上的圈可以认为是

有两个外线的Feynman图, 而这两个外线都在质量壳外.

当然, 一旦我们计算出了一个给定图在质量壳外的贡献, 通过回到质量壳上可以轻松计算出

相联系的𝑆-矩阵元, 令沿着先流入图的4-动量𝑝𝜇对于初态中的粒子有𝑝0 =
√︀

p2 +𝑚2, 对于末态中

的粒子有𝑝0 = −
√︀
p2 +𝑚2, 并对初态粒子或反粒子计入合适的外线因子(2𝜋)−3/2𝑢ℓ或(2𝜋)−3/2𝑣*ℓ ,

对末态粒子或反粒子计入(2𝜋)−3/2𝑢*ℓ或(2𝜋)−3/2𝑣ℓ. 诚然, 当我们在第9章接触路径积分方法后, 我

们将发现首先导出所有外线在质量壳外的图的Feynman规则是最简单的, 然后通过令外线所附带

的动量逼近它们合适的质量壳获得𝑆-矩阵元。

将各种可能的外场效应考虑进来会推广Feynman规则, 而线在质量壳外的Feynman图只是

这类推广的一种特殊情况. 假定我们向哈密顿量中加入包含外场𝜖𝑎(𝑥)项的和，使得𝑆-矩阵

的Dyson级数(3.5.10)中使用的相互作用𝑉 (𝑡)被替换成

𝑉𝜖(𝑡) = 𝑉 (𝑡) +
∑︁

𝑎

∫︁
𝑑3𝑥 𝜖𝑎(x, 𝑡) 𝑜𝑎(x, 𝑡). (6.4.1)

“流”𝑜𝑎(𝑡)有着通常的相互作用绘景的时间相关性

𝑜𝑎(𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑜𝑎(0) exp(−𝑖𝐻0𝑡) ， (6.4.2)

但是除此之外是个相当任意的算符. 那么任意给定跃迁𝛼 → 𝛽的𝑆-矩阵变成𝑐-数函数𝜖𝑎(𝑡)的

泛函𝑆𝛽𝛼[𝜖]. 计算这个泛函的Feynman规程由通常Feynman规程的一个显然的扩张给出. 除了

从𝑉 (𝑡)获得的普通顶点，我们必须引入额外的顶点：如果𝑜𝑎(𝑥)是𝑛𝑎个场因子的乘积，那么位

置指标为𝑥的任何𝑜𝑎顶点相对应的𝑛𝑎个外线与其相连, 并对位置空间Feynman规则做出的贡献等

于−𝑖𝜖𝑎(𝑥)乘以任何出现在𝑜𝑎(𝑥)中的数值因子. 那么由此得出, 𝑆𝛽𝛼[𝜖]对𝜖𝑎(𝑥), 𝜖𝑏(𝑦) · · ·的𝑟阶变分
导数在𝜖 = 0处由有𝑟个额外顶点却无外线的位置空间图给出, 这些顶点分别与𝑛𝑎, 𝑛𝑏 · · ·条内线相
连. 这些顶点携带我们不对其积分的位置指标𝑥, 𝑦 · · · ; 每个这样的顶点做出的贡献等于−𝑖乘以出
现在与其相联系的流𝑜𝑎中的任何数值因子。

特别地, 在这些流全部是单个场因子的情况下, 即,

𝑉𝜖(𝑡) = 𝑉 (𝑡) +
∑︁

ℓ

∫︁
𝑑3𝑥 𝜖ℓ(x, 𝑡)𝜓ℓ(x, 𝑡) ，

𝑆𝛽𝛼[𝜖]对𝜖ℓ(𝑥), 𝜖𝑚(𝑦) · · ·的𝑟阶变分导数在𝜖 = 0处由有𝑟个额外顶点的位置空间图给出, 这些顶点有

时空指标𝑥, 𝑦 · · · , 每个与ℓ,𝑚 · · ·类的单个粒子线相连, 所不同的是, 它们对𝑆-矩阵元的贡献不是

类似(2𝜋)−3/2𝑢ℓ(p, 𝜎)𝑒
𝑖𝑝·𝑥或(2𝜋)−3/2𝑢*ℓ (p, 𝜎)𝑒

−𝑖𝑝·𝑥的系数函数而是一个传播子, 以及一个来自线

末端顶点的因子−𝑖. 通过如下的步骤我们可以获得一个动量空间Feynman图, 这个图中态𝛼和𝛽中

的粒子处在质量壳上, 且有ℓ,𝑚 · · ·类的𝑟条外线, 这些外线携带动量𝑝, 𝑝′ · · · , 从变分导数出发
[︂

𝛿𝑟𝑆𝛽𝛼[𝜖]

𝛿𝜖ℓ(𝑥) 𝛿𝜖𝑚(𝑦) · · ·

]︂

𝜖=0

,
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然后除去不在质量壳的外线上的传播子, 再做一合适的Fourier变换并乘以合适的系数函

数𝑢ℓ, 𝑢
*
ℓ等以及因子(−𝑖)𝑟.
由于数个原因, 所有微扰论图对任何质量外的振幅的所用贡献之和, 与Heisenberg绘景中, 相

对应算符的编时乘积在全哈密顿量的本征态之间的一个矩阵元存在一个关系, 认出这个关系是非

常有用的. 这一关系由一定理提供,3 其陈述了, 到微扰论的所有阶*有

[︂
𝛿𝑟𝑆𝛽𝛼[𝜖]

𝛿𝜖𝑎(𝑥) 𝛿𝜖𝑏(𝑦) · · ·

]︂

𝜖=0

=
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
− 𝑖𝑂𝛼(𝑥),−𝑖𝑂𝑏(𝑦) · · ·

}︁
Ψ +
𝛼

)︁
, (6.4.3)

其中𝑂𝑎(𝑥)等, 是𝑜𝑎(𝑥)在Heisenberg绘景中的对应部分

𝑂𝑎(x, 𝑡) = exp(𝑖𝐻𝑡)𝑜𝑎(x, 0) exp(−𝑖𝐻𝑡) = Ω(𝑡)𝑜𝑎(x, 𝑡)Ω
−1(𝑡) , (6.4.4)

Ω(𝑡) ≡ 𝑒𝑖𝐻𝑡 𝑒−𝑖𝐻0𝑡 , (6.4.5)

而Ψ +
𝛼 和Ψ −

𝛽 分别是全哈密顿量𝐻的“入”本征态和“出”本征态.

这是证明. 从方程(3.5.10)中, 我们立即看到方程(6.4.3)的左边是

[︂
𝛿𝑟𝑆[𝜖]

𝛿𝜖𝑎1(𝑥1) · · · 𝛿𝜖𝑎𝑟(𝑥𝑟)

]︂

𝜖=0

=
∞∑︁

𝑁=0

(−𝑖)𝑁+𝑟

𝑁 !

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑁

×
(︂
Φ𝛽, 𝑇

{︁
𝑉 (𝜏1) · · ·𝑉 (𝜏𝑁 )𝑜𝑎1(𝑥1) · · · 𝑜𝑎𝑟(𝑥𝑟)

}︁
Φ𝛼

)︂
. (6.4.6)

明确起见, 假定𝑥01 ≥ 𝑥02 ≥ · · · ≥ 𝑥0𝑟 . 那么我们可以将所有大于𝑥
0
1的𝜏记为𝜏01 · · · 𝜏0𝑁0 ; 将处

在𝑥01与𝑥
0
2之间的所有𝜏记为𝜏11 · · · 𝜏1𝑁1 , 依次做下去; 最后将所有小于𝑥0𝑟的𝜏记为𝜏𝑟1 · · · 𝜏𝑟𝑁𝑟 . 那么

方程(6.4.6)变成:

[︂
𝛿𝑟𝑆[𝜖]

𝛿𝜖𝑎1(𝑥1) · · · 𝛿𝜖𝑎𝑟(𝑥𝑟)

]︂

𝜖=0

=

∞∑︁

𝑁=0

(−𝑖)𝑁+𝑟

𝑁 !

∑︁

𝑁0𝑁1···𝑁𝑟

𝑁 !𝛿𝑁,𝑁0+𝑁1+···+𝑁𝑟

𝑁0!𝑁1! · · ·𝑁𝑟!

×
∫︁ ∞

𝑥01

𝑑𝜏01 · · · 𝑑𝜏0𝑁0

∫︁ 𝑥01

𝑥02

𝑑𝜏11 · · · 𝑑𝜏1𝑁1 · · ·
∫︁ 𝑥0𝑟

−∞
𝑑𝜏𝑟1 · · · 𝑑𝜏𝑟𝑁𝑟

×
(︂
Φ𝛽, 𝑇

{︁
𝑉 (𝜏01) · · ·𝑉 (𝜏0𝑁0)

}︁
𝑜𝑎1(𝑥1)𝑇

{︁
𝑉 (𝜏11) · · ·𝑉 (𝜏1𝑁1)

}︁
𝑜𝑎2(𝑥2) · · ·

× · · · 𝑜𝑎𝑟(𝑥𝑟)𝑇
{︁
𝑉 (𝜏𝑟1) · · ·𝑉 (𝜏𝑟𝑁𝑟)

}︁
Φ𝛼

)︂
.

因子𝑁 !/𝑁0!𝑁1! · · ·𝑁𝑟!是将𝑁个𝜏分到𝑟 + 1个子集而每个子集分别包含𝑁0, 𝑁1, · · ·𝑁𝑟个𝜏的方法

数. 取代对服从于条件𝑁0 +𝑁1 + · · ·𝑁𝑟 = 𝑁的𝑁0, 𝑁1, · · ·𝑁𝑟求和, 再对𝑁求和, 我们可以独立地

对𝑁0, 𝑁1, · · ·𝑁𝑟求和, 令出现在(−𝑖)𝑁中的𝑁等于𝑁0 +𝑁1 + · · ·𝑁𝑟. 这给出

[︂
𝛿𝑟𝑆[𝜖]

𝛿𝜖𝑎1(𝑥1) · · · 𝛿𝜖𝑎𝑟(𝑥𝑟)

]︂

𝜖=0

= (−𝑖)𝑟
(︂
Φ𝛽, 𝑈(∞, 𝑥01)𝑜𝑎1(𝑥1)

× 𝑈(𝑥01, 𝑥
0
2)𝑜𝑎2(𝑥2)𝑈(𝑥02, 𝑥

0
3) · · · 𝑜𝑎𝑟(𝑥𝑟)𝑈(𝑥0𝑟 ,−∞)Φ𝛼

)︂
, (6.4.7)

*对于单个𝑂算符, 这是Schwinger作用量原理版本.4
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其中

𝑈(𝑡′, 𝑡) =
∞∑︁

𝑁=0

(−𝑖)𝑁
𝑁 !

∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑁 𝑇

{︁
𝑉 (𝜏1) · · ·𝑉 (𝜏𝑁 )

}︁
. (6.4.8)

算符𝑈(𝑡′, 𝑡)满足微分方程
𝑑

𝑑𝑡
𝑈(𝑡′, 𝑡) = −𝑖𝑉 (𝑡′)𝑈(𝑡′, 𝑡) (6.4.9)

其有显然的初始条件

𝑈(𝑡, 𝑡) = 1 . (6.4.10)

它有解

𝑈(𝑡′, 𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡
′) exp(−𝑖𝐻(𝑡′ − 𝑡)) exp(−𝑖𝐻0𝑡) = Ω−1(𝑡′)Ω(𝑡) (6.4.11)

其中Ω由方程(6.4.5)给定. 将方程(6.4.11)代入方程(6.4.7)并利用方程(6.4.4), 我们有

[︂
𝛿𝑟𝑆[𝜖]

𝛿𝜖𝑎1(𝑥1) · · · 𝛿𝜖𝑎𝑟(𝑥𝑟)

]︂

𝜖=0

= (−𝑖)𝑟
(︂
Ω(∞)Φ𝛽, 𝑂𝑎1(𝑥1) · · ·𝑂𝑎𝑟(𝑥𝑟)Ω(−∞)Φ𝛼

)︂
. (6.4.12)

在这个结果的推导中, 我们假定了𝑥01 ≥ 𝑥02 ≥ · · · ≥ 𝑥0𝑟 , 所以我们可以也将右边算符的乘积换成编

时乘积:
[︂

𝛿𝑟𝑆[𝜖]

𝛿𝜖𝑎1(𝑥1) · · · 𝛿𝜖𝑎𝑟(𝑥𝑟)

]︂

𝜖=0

= (−𝑖)𝑟
(︂
Ω(∞)Φ𝛽, 𝑇

{︁
𝑂𝑎1(𝑥1) · · ·𝑂𝑎𝑟(𝑥𝑟)

}︁
Ω(−∞)Φ𝛼

)︂
. (6.4.13)

但是,现在两边的𝑎和𝑥是全对称的(对于费米子则是全反对称的),所以这个关系对于时间𝑥01 · · ·𝑥0𝑟的
任意序列都成立. 另外, 我们在3.1节看到(就方程(3.1.12)的意义而言)

Ψ ±
𝛽 = Ω(∓∞)Φ𝛽 . (6.4.14)

因此方程(6.4.13)正是期望的结果(6.4.3).

参考文献
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[4] J. Schwinger, Phys. Rev. 82, 914, (1951).
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第 7 章 正则形式体系

自20世纪20年后期, 量子场论在Born, Dirac, Fermi, Herisenberg, Jordan和Pauli论文的诞生

之日起, 它历史上的发展就与正则形式体系连接在一起, 这个连接是如此的紧密, 使得现今这个课

题的任何处理似乎理所应当地从假设拉格朗日量并将正则量子化规则应用于其中出发. 大多数量

子场论的书采用这种方法. 历史先例还不是使用这个形式体系的非常令人信服的理由. 如果我们

所发现的量子场论能导出物理上令人满意的𝑆-矩阵, 而这个量子场论无法通过拉格朗日量的正则

量子化导出, 这是否将妨碍我们？

在某种程度上, 这个问题是无意义的, 这是因为, 正如我们将在7.1节中看到的, 所有最熟悉的

量子场论构成了正则系统, 并且它们可以轻松地放入拉格朗日形式. 然而, 没有证据表明任何可信

的量子场论都可以以这种方式公式化. 并且, 哪怕能够这样, 其本身无法解释在构建各种量子场论

时, 为什么我们应该优先使用拉格朗日形式体系作为出发点.

拉格朗日形式体系的关键点是, 它使得满足Lorentz不变性以及其它对称性变得很容易: 当正

则量子化一个拉格朗日量密度为Lorentz-不变的经典理论时, 将会导出一个Lorentz-不变的量子理

论.即,我们在这里将看到,这样的理论允许构建出合适的量子力学算符,这些算符满足Poincaré代

数的对易关系, 并因此导出了一个Lorentz-不变的𝑆-矩阵.

这不是非常平庸的. 我们在上一章中看到, 在有导数耦合的理论或自旋𝑗 ≥ 1的理论中, 将相

互作用哈密顿量取为一个标量相互作用密度的空间积分是不够的; 为了弥补传播子中的非协变项,

我们还要向相互作用密度中添加非标量项. 一个拉格朗日量密度为标量的正则形式体系将自动提

供这些额外项. 之后, 当我们在卷II中到达非阿贝尔规范理论时, 这些额外的便利成了必需; 在这

种理论中, 尝试猜出哈密顿量的形式而不从Lorentz-不变且规范不变的拉格朗日量密度出发是无

望的.

7.1 正则变量

我们将在本节证明, 迄今为止我们所构建的各种量子场论满足对易关系以及正则形式体系的

哈密顿版运动方程. 计算𝑆-矩阵所需要的正是哈密顿形式体系(无论是通过算符方法还是路径积

分方法), 但是选择一个能够得出Lorentz-不变𝑆-矩阵的哈密顿量不总是轻松的. 为了本章的平衡,

我们将采取正则形式体系的拉格朗日版作为我们的出发点, 并使用它导出物理的令人满意的哈密

顿量. 本节的目的是找到不同场论中正则场以及它们的共轭,这将告诉我们如何分离出拉格朗日量

中的自由场部分, 并附带地消除我们对正则形式是否确实适用于物理实在理论的疑虑.

我们首先证明第5章中构建的自由场将自动提供量子算符𝑞𝑛(x, 𝑡)和正则共轭算符𝑝𝑛(y, 𝑡)体

系, 它们满足熟悉的正则对易或反对易关系:

[𝑞𝑛(x, 𝑡), 𝑝�̄�(y, 𝑡)] = 𝑖𝛿3(x− y)𝛿𝑛�̄� , (7.1.1)

207
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[𝑞𝑛(x, 𝑡), 𝑞�̄�(y, 𝑡)]∓ = 0 , (7.1.2)

[𝑝𝑛(x, 𝑡), 𝑝�̄�(y, 𝑡)]∓ = 0 , (7.1.3)

其中下标∓表示: 如果被两个算符创造和湮灭的粒子有一个是玻色子, 则是对易子; 如果都是费米

子, 则是反对易子. 例如, 对于零自旋的自-荷共轭粒子, 5.2节中构造的实标量场𝜑(x)满足对易关

系

[𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)]− = Δ(𝑥− 𝑦) ,

其中Δ是函数

Δ(𝑥) ≡
∫︁

𝑑3𝑘

2𝑘0(2𝜋)3
[𝑒𝑖𝑘·𝑥 − 𝑒−𝑖𝑘·𝑥] ,

并有𝑘0 ≡
√
𝑘2 +𝑚2. 我们注意到

Δ(x, 0) = 0 , Δ̇(x, 0) = −𝑖𝛿3(x) .

(点代表对时间𝑥0的导数.) 那么容易看到场与它的时间导数�̇�服从等时对易关系:

[𝜑(x, 𝑡), �̇�(y, 𝑡)]− = 𝑖𝛿3(x− y) , (7.1.4)

[𝜑(x, 𝑡), 𝜑(y, 𝑡)]− = 0 , (7.1.5)

[�̇�(x, 𝑡), �̇�(y, 𝑡)]− = 0 . (7.1.6)

因而我们可以定义正则变量

𝑞(x, 𝑡) ≡ 𝜑(x, 𝑡) , 𝑝(x, 𝑡) ≡ �̇�(x, 𝑡) (7.1.7)

其满足正则对易关系(7.1.1)—(7.1.3).

对于自旋零粒子的复标量场, 其反粒子不同于本身, 对易关系是

[𝜑(𝑥), 𝜑†(𝑦)]− = Δ(𝑥− 𝑦) , [𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦)]− = 0 .

我们可以将自由粒子正则变量定义为复算符

𝑞(x, 𝑡) ≡ 𝜑(x, 𝑡) , (7.1.8)

𝑝(x, 𝑡) = �̇�†(x, 𝑡) . (7.1.9)

等价地, 将𝜑写为𝜑 ≡ (𝜑1 + 𝑖𝜑2)/
√
2, 其中对于𝑘 = 1, 2, 𝜑𝑘厄密, 我们有正则变量

𝑞𝑘(x, 𝑡) = 𝜑𝑘(x, 𝑡) , (7.1.10)

𝑝𝑘(x, 𝑡) = �̇�𝑘(x, 𝑡) , (7.1.11)

并且这些变量满足对易关系(7.1.1)—(7.1.3).

对于自旋1粒子的实矢量场, 对易关系在5.3节给定为

[𝑣𝜇(𝑥), 𝑣𝜈(𝑦)]− =

[︂
𝜂𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈

𝑚2

]︂
Δ(𝑥− 𝑦) .



7.1 正则变量 · 209 ·

(对于矢量场我们使用𝑣𝜇而不是𝑉 𝜇, 这是因为我们想保留大写字母以用在Heisenberg绘景的场中.)

这时自由粒子正则变量可以取为

𝑞𝑖(x, 𝑡) = 𝑣𝑖(x, 𝑡) , (7.1.12)

𝑝𝑖(x, 𝑡) = �̇�𝑖(x, 𝑡) +
𝜕𝑣0(x, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
, (7.1.13)

其中𝑖 = 1, 2, 3. 读者可以验证(7.1.12)与(7.1.13)满足对易关系(7.1.1)—(7.1.3). 场方程(5.3.36)与

(5.3.38)和方程(7.1.13)允许我们将𝑣0表示成其它变量的形式

𝑣0 = 𝑚−2∇ · p , (7.1.14)

所以𝑣0不能认为是一个𝑞. 这些结果到复矢量场的扩张与处理复标量场时是相同的.

对于非-Majorana自旋1
2粒子的Dirac场, 5.5节表明了反对易子是

[𝜓𝑛(𝑥), 𝜓
†
�̄�(𝑦)]+ =

[︁
(−𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚)𝛽

]︁
𝑛,�̄�

Δ(𝑥− 𝑦)

以及

[𝜓𝑛(𝑥), 𝜓�̄�(𝑦)]+ = 0 .

这时将𝜓𝑛和𝜓
†
𝑛取为独立的正则变量是不相容的, 这是因为它们的反对易子在等时下不为零. 通常

转而定义

𝑞𝑛(𝑥) ≡ 𝜓𝑛(𝑥) , (7.1.15)

𝑝𝑛(𝑥) ≡ 𝑖𝜓†
𝑛(𝑥) . (7.1.16)

那么将容易看到(7.1.15)和(7.1.16)满足正则反对易关系(7.1.1)—(7.1.3).

对于任何算符系统, 如果其满足类似(7.1.1)—(7.1.3)的对易关系或反对易关系, 那么我们可以

定义量子力学泛函导数: 对于𝑞𝑛(x, 𝑡)和𝑝𝑛(x, 𝑡)在固定时刻𝑡的玻色型泛函𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)], 我们可以

定义*

𝛿𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]

𝛿𝑞𝑛(x, 𝑡)
≡ 𝑖
[︁
𝑝𝑛(x, 𝑡), 𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]

]︁
, (7.1.17)

𝛿𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]

𝛿𝑝𝑛(x, 𝑡)
≡ 𝑖
[︁
𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)], 𝑞𝑛(x, 𝑡)

]︁
. (7.1.18)

这样定义的动机是源于如下的事实, 如果𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]写成所有𝑞处在所有𝑝的左边的形式, 那

么(7.1.17)和(7.1.18)恰好分别是对𝑞𝑛的左导数和对𝑝𝑛的右导数. 即, 对于𝑞和𝑝的任意c-数**变

分𝛿𝑞和𝛿𝑝, 我们有

𝛿𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)] =

∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑛

(︃
𝛿𝑞𝑛(x, 𝑡)

𝛿𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]

𝛿𝑞𝑛(x, 𝑡)

+
𝛿𝐹 [𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]

𝛿𝑝𝑛(x, 𝑡)
𝛿𝑝𝑛(x, 𝑡)

)︃
.

*我们在这里使用了一个记法并在此之后一直使用; 如果𝑓(𝑥, 𝑦)是两类变量的函数, 其中每类变量共同称为𝑥和𝑦,

那么𝐹 [𝑓(𝑦)]代表依赖于函数𝑓(𝑥, 𝑦)在固定的𝑦而对于所有𝑥的值的泛函. 玻色型泛函是指每一项中只包含偶数个费米

场。
**其中𝑞𝑛和𝑝𝑛是玻色或费米的, 𝛿𝑞𝑛和𝛿𝑝𝑛被理解成与所有的费米算符分别对易和反对易, 而与所有的玻色算符均是

对易的.
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对于更普遍的泛函, 我们需要定义(7.1.17)和(7.1.18)以确定可能出现的各种符号与等时对易子.

特别地, 𝐻0是时间演化在自由粒子态上的生成元, 也就是说:

𝑞𝑛(x, 𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑞
𝑛(x, 0) exp(−𝑖𝐻0𝑡) , (7.1.19)

𝑝𝑛(x, 𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑝𝑛(x, 0) exp(−𝑖𝐻0𝑡) , (7.1.20)

所以自由粒子算符有时间相关性

𝑞𝑛(x, 𝑡) = 𝑖[𝐻0, 𝑞
𝑛(x, 𝑡)] =

𝛿𝐻0

𝛿𝑝𝑛(x, 𝑡)
, (7.1.21)

�̇�𝑛(x, 𝑡) = −𝑖[𝑝𝑛(x, 𝑡), 𝐻0] = − 𝛿𝐻0

𝛿𝑞𝑛(x, 𝑡)
. (7.1.22)

我们认出这些正是哈密顿形式体系中熟悉的动力学方程.

自由粒子哈密顿量总是给定为

𝐻0 =
∑︁

𝑛,𝜎

∫︁
𝑑3𝑘 𝑎†(k, 𝜎, 𝑛) 𝑎(k, 𝜎, 𝑛)

√︀
k2 +𝑚2

𝑛 . (7.1.23)

𝐻0可以重写成处在时刻𝑡的𝑞和𝑝的形式. 例如, 容易看到对于一个实标量场, 方程(7.1.23)与泛函相

差一个常数项

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
1
2𝑝

2 + 1
2(∇𝑞)2 + 1

2𝑚
2𝑞2
]︁
. (7.1.24)

更精确些, 利用(7.1.7)以及标量场𝜑的Fourier表示, 我们发现方程(7.1.24)变成:

𝐻0 =
1
2

∫︁
𝑑3𝑘 𝑘0

[︁
𝑎(k), 𝑎†(k)

]︁
+

=

∫︁
𝑑3𝑘 𝑘0

(︁
𝑎†(k)𝑎(k) + 1

2𝛿
3(k− k)

)︁
. (7.1.25)

除了无限大的常数项, 这与方程(7.1.23)是相同的. 这种常数项只影响零点能, 并且在没有引力的

情况下是没有物理意义的.† 𝐻0作为其它场的𝑞变量和𝑝变量的显式泛函将在7.5节给出.

在量子场论教科书中, 通常是将方程(7.1.25)作为方程(7.1.24)的结果导出的, 其反过来是从

拉格朗日量密度导出的. 在我看来, 由于方程(7.1.25)必须成立, 这是一种后退; 如果某些假定的

自由粒子拉格朗日量不能给出方程(7.1.25)或者方程(7.1.25)加一个常数项, 我们将得出它是错误

的拉格朗日量这样的结论. 相反, 我们应该问什么样的自由场拉格朗日量给出无自旋粒子的方

程(7.1.25), 或者更普遍地, 给出自由粒子哈密顿量(7.1.23). 这个问题可以通过从哈密顿量到拉格

朗日量的Legendre变换回答; 自由场拉格朗日量给定为

𝐿0[𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡)] =
∑︁

𝑛

∫︁
𝑑3𝑥 𝑝𝑛(x, 𝑡) 𝑞

𝑛(x, 𝑡)−𝐻0 , (7.1.26)

†然而, 由该场边界条件导致的这种项的改变, 例如不是无限大空间而是处在平行板间有限大空间中的量子化, 是有

物理意义且测量过的.1
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它被理解为, 所有的𝑝𝑛被替换成它的𝑞
𝑛和𝑞𝑛(以及, 正如我们将看到的, 某些可能的辅助场)表达式.

例如, 从哈密顿量(7.1.24)和(7.1.7)我们可以导出标量场的自由场拉格朗日量:

𝐿0 =

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
𝑝𝑞 − 1

2𝑝
2 − 1

2 (∇𝑞)2 − 1
2𝑚

2𝑞2
]︁

=

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
− 1

2𝜕𝜇𝜑𝜕
𝜇𝜑− 1

2𝑚
2𝜑2
]︁
. (7.1.27)

无论我们认为标量场的完整拉格朗日量会是什么, 这个项都必须分离出来并作为微扰论的零阶项

处理. 对于本节所描述的其它正则系统, 可以进行一个类似的练习, 但从现在起, 我们将满足于猜

出自由场拉格朗日量的形式, 并证明它将给出正确的自由粒子哈密顿量.

我们已经看到各种自由场理论可以被公式化成正则项. 那么证明对于相互作用场同样如此是

简单的一步. 我们可以在所谓的“Heisenberg绘景中”引入正则变量,定义为

𝑄𝑛(x, 𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)𝑞𝑛(x, 0) exp(−𝑖𝐻𝑡) , (7.1.28)

𝑃𝑛(x, 𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)𝑝𝑛(x, 0) exp(−𝑖𝐻𝑡) , (7.1.29)

其中𝐻是全哈密顿量. 由于这是与𝐻对易的相似变换, 全哈密顿量作为Heisenberg绘景算符的函数

与作为𝑞和𝑝的函数是相同的:

𝐻[𝑄,𝑃 ] = 𝑒𝑖𝐻𝑡𝐻[𝑞, 𝑝]𝑒−𝑖𝐻𝑡 = 𝐻[𝑞, 𝑝] .

另外, 由于方程(7.1.28)—(7.1.29)定义了一个相似变换, Heisenberg绘景算符又一次满足对易关系

或反对易关系:

[𝑄𝑛(x, 𝑡), 𝑃�̄�(y, 𝑡)]∓ = 𝑖𝛿3(x− y)𝛿𝑛�̄� , (7.1.30)

[𝑄𝑛(x, 𝑡), 𝑄�̄�(y, 𝑡)]∓ = 0 , (7.1.31)

[𝑃𝑛(x, 𝑡), 𝑃�̄�(y, 𝑡)]∓ = 0 . (7.1.32)

然而, 它们现在有时间相关性

�̇�𝑛(x, 𝑡) = 𝑖[𝐻,𝑄𝑛(x, 𝑡)] =
𝛿𝐻

𝛿𝑃𝑛(x, 𝑡)
, (7.1.33)

�̇�𝑛(x, 𝑡) = −𝑖[𝑃𝑛(x, 𝑡), 𝐻] = − 𝛿𝐻

𝛿𝑄𝑛(x, 𝑡)
. (7.1.34)

例如, 我们可以将实标量场的哈密顿量取为自由粒子项(7.1.24)加上对标量相互作用密度H的积

分, 使得在Heisenberg绘景变量的形式下,

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
1
2𝑃

2 + 1
2(∇𝑄)2 + 1

2𝑚
2𝑄2 + H (𝑄)

]︁
. (7.1.35)

在这个情况下, 正则共轭于𝑄的变量通过与自由场相同的公式给出:

𝑃 = �̇� (7.1.36)

然而, 正如我们将看到的, 正则共轭变量𝑃𝑛(𝑥)与场变量以及它们时间导数之间的关系, 一般而言,

与自由粒子算符不是相同的, 但必须从方程(7.1.33)和(7.1.34)推出.
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7.2 拉格朗日形式体系

在看到各种实在理论可以被放进正则形式体系之后, 我们现在必须面对如何选择哈密顿量这

个问题. 正如我们将在下一节中看到的, 确保Lorentz不变性以及其它对称性的最简单方法是选择

合适的拉格朗日量并用它导出哈密顿量. 其中不失一般性的; 给定一个实在的哈密顿量, 通过逆转

我们这里将要描述的从拉格朗日量导出哈密顿量的过程, 我们一般能重构拉格朗日量, 从中可以

导出它. (方程(7.1.26)的推导给出了这种重构的一个例子.) 但是尽管我们能从哈密顿量导出拉格

朗日量或从拉格朗日量导出哈密顿量, 通过列举所有可能的拉格朗日量, 而非哈密顿量, 可以更容

易地探索物理上令人满意的理论.

一般而言, 拉格朗日量是一组一般场Ψℓ(x, 𝑡)和它们时间导数Ψ̇ℓ(x, 𝑡)的泛函*𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]. 共

轭场Πℓ(x, 𝑡)定义为变分导数
**

Πℓ(x, 𝑡) ≡
𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψ̇ℓ(x, 𝑡)
, (7.2.1)

运动方程是

Π̇ℓ(x, 𝑡) =
𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)
. (7.2.2)

这些场方程可以有效地被在公式化为变分原理. 我们定义Ψℓ(𝑥)在全时空上的泛函, 称为作用量

𝐼[Ψ] ≡
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡 𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)] . (7.2.3)

在Ψ(𝑥)的任意变分下, 𝐼[Ψ]的变化是

𝛿𝐼[Ψ] =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
𝛿𝐿

𝛿Ψℓ(𝑥)
𝛿Ψℓ(𝑥) +

𝛿𝐿

𝛿Ψ̇ℓ(𝑥)
𝛿Ψ̇ℓ(𝑥)

]︂
.

假定𝛿Ψℓ(𝑥)在𝑡→ ±∞时为零, 我们可以分部积分, 并得到

𝛿𝐼[Ψ] =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
𝛿𝐿

𝛿Ψℓ(𝑥)
− 𝑑

𝑑𝑡

𝛿𝐿

𝛿Ψ̇ℓ(𝑥)

]︂
𝛿Ψℓ(𝑥) . (7.2.4)

我们看到, 当且仅当场满足场方程(7.2.2)时, 作用量相对于在𝑡 → ±∞时为零的所有变分𝛿Ψℓ是稳

定的.

因为场方程由泛函𝐼[Ψ]决定, 尝试构建Lorentz-不变理论使得𝐼[Ψ]是个标量泛函是自然的. 特

别地, 既然𝐼[Ψ]是𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]的时间积分, 我们猜测𝐿本身应该是Ψ(𝑥)和𝜕Ψ(𝑥)/𝜕𝑥𝜇的普通标量

函数的空间积分, 这个函数被称为拉格朗日量密度L :

𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)] =

∫︁
𝑑3𝑥L

(︀
Ψ(x, 𝑡),∇Ψ(x, 𝑡), Ψ̇(x, 𝑡)

)︀
, (7.2.5)

*回忆在我们所使用的泛函记号中, 类似𝐿这种写成变量𝑡的泛函被理解成依赖于场Ψℓ(x, 𝑡)和Ψ̇ℓ(x, 𝑡), 其中没有显示

出的变量ℓ和x在固定的显式变量𝑡处取遍它们的所有值. 我们使用大写字母Ψ和Π是想表明它们是相互作用场而不是自

由场
**由于Ψ和Ψ̇一般不满足简单的对易或反对易关系, 我们无法像上一节中对𝑄和𝑃的泛函导数所做的那样, 给出这里

出现的泛函导数的简单定义. 转而, 我们将简单地指定变分导数为它们是c-数变量时的变分导数, 而负号与等时对易子

或反对易子在需要使公式是正确的量子力学型时补充进来. 就我所知, 没有重要的问题与这里的细节相关.
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使得作用量是

𝐼[Ψ] =

∫︁
𝑑4𝑥L

(︁
Ψ(𝑥), 𝜕Ψ(𝑥)/𝜕𝑥𝜇

)︁
. (7.2.6)

当前基本粒子理论中使用的所有场理论都有这种形式的拉格朗日量.

使Ψℓ(𝑥)改变量𝛿Ψℓ(𝑥), 并分部积分, 我们得到𝐿的变分:

𝛿𝐿 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
𝜕L

𝜕Ψℓ
𝛿Ψℓ +

𝜕L

𝜕(∇Ψℓ)
∇𝛿Ψℓ +

𝜕L

𝜕Ψ̇ℓ
𝛿Ψ̇ℓ

]︂

=

∫︁
𝑑3𝑥

[︂(︂
𝜕L

𝜕Ψℓ
−∇ · 𝜕L

𝜕(∇Ψℓ)

)︂
𝛿Ψℓ +

𝜕L

𝜕Ψ̇ℓ
𝛿Ψ̇ℓ

]︂
,

所以(没有写出其中显然的参量)

𝛿𝐿

𝛿Ψℓ
=
𝜕L

𝜕Ψℓ
−∇ · 𝜕L

𝜕(∇Ψℓ)
, (7.2.7)

𝛿𝐿

𝛿Ψ̇ℓ
=
𝜕L

𝜕Ψ̇ℓ
. (7.2.8)

那么场方程(7.2.2)变成
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜕L

𝜕(𝜕Ψℓ/𝜕𝑥𝜇)
=
𝜕L

𝜕Ψℓ
. (7.2.9)

这些被称为Euler-Lagrange方程. 正如所期待的, 如果L是标量, 那么这些方程是Lorentz-不变的.

除了是Lorentz-不变之外, 作用量𝐼被要求是实的. 这是因为我们希望场方程正好和场一样多.

通过将任意复场分成它们的实部和虚部, 我们总可以认为𝐼是数个实场的泛函, 称场的个数为𝑁 .

如果𝐼是复的, 有着独立的实部和虚部, 那么𝐼的实部和虚部是稳定的(Euler-Lagrange方程)这个条

件对于𝑁个场会产生2𝑁个场方程, 除了在特殊情况下, 方程太多以至于无法满足. 我们将在下一

节看到, 作用量的实性质也确保了各种对称变换的生成元是厄密算符.

尽管拉格朗日形式体系使得构建满足Lorentz不变性与其它对称性的理论变得简单起来, 为了

计算𝑆-矩阵, 我们需要一个相互作用哈密顿量的公式. 一般而言, 哈密顿量由Legendre变换给定

𝐻 =
∑︁

ℓ

∫︁
𝑑3𝑥Πℓ(x, 𝑡)Ψ̇

ℓ(x, 𝑡)− 𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)] . (7.2.10)

尽管方程(7.2.1)一般不允许Ψ̇ℓ唯一地表示成Ψℓ和Πℓ的形式, 但很容易看到, 对于任何满足方

程(7.2.1)的Ψ̇ℓ, 方程(7.2.10)对Ψ̇ℓ的变分导数为零, 所以它一般仅是Ψℓ和Πℓ的泛函. 它相对于这些

变量的泛函导数是

𝛿𝐻

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Π

=

∫︁
𝑑3𝑦

∑︁

ℓ′

Πℓ′(y, 𝑡)
𝛿Ψ̇ℓ′(y, 𝑡)

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Π

− 𝛿𝐿

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Ψ̇

−
∫︁
𝑑3𝑦

∑︁

ℓ′

𝛿𝐿

𝛿Ψ̇ℓ′(y, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Ψ

𝛿Ψ̇ℓ′(y, 𝑡)

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Π

,

𝛿𝐻

𝛿Πℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Ψ

= Ψ̇ℓ(x, 𝑡) +

∫︁
𝑑3𝑦

∑︁

ℓ′

Πℓ′(y, 𝑡)
𝛿Ψ̇ℓ′(y, 𝑡)

𝛿Πℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Ψ

−
∫︁
𝑑3𝑦

∑︁

ℓ′

𝛿𝐿

𝛿Ψ̇ℓ′(y, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Ψ

𝛿Ψ̇ℓ′(y, 𝑡)

𝛿Πℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Ψ

,
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其中下标代表在这些变分导数中保持不变的量. 利用Πℓ的定义方程(7.2.1), 这简化为

𝛿𝐻

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Π

= − 𝛿𝐿

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Ψ̇

, (7.2.11)

和
𝛿𝐻

𝛿Πℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Ψ

= Ψ̇ℓ(x, 𝑡) . (7.2.12)

那么运动方程(7.2.2)等价于
𝛿𝐻

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
Π

= −Π̇ℓ(x, 𝑡) (7.2.13)

现在将一般场变量Ψℓ及其共轭Πℓ与上一节的正则变量𝑄
𝑛和𝑃𝑛等同起来, 并赋予它们相同的

正则对易关系(7.1.30)—(7.1.32),使得方程(7.2.12)与(7.2.13)与哈密顿运动方程(7.1.33)和(7.1.34)一

致是一件很有吸引力的事. 以无导数耦合的实标量场Φ为例, 这确实是这种情况. 考察拉格朗日量

密度†

L = −1

2
𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ− 𝑚2

2
Φ2 − H (Φ) , (7.2.14)

其可以通过向上一节中所发现的自由场拉格朗日量密度上附加一个Φ的实函数−H (Φ)获得. 这里

的Euler-Lagrange方程是

(�−𝑚2)Φ = H ′(Φ) . (7.2.15)

从这个拉格朗日量密度中, 我们计算Φ的正则共轭:

Π =
𝜕L

𝜕Φ̇
= Φ̇ , (7.2.16)

如果我们将Φ和Π与正则变量𝑄和𝑃等同起来, 这与方程(7.1.36)是一致的. 哈密顿量现在由方

程(7.2.10)给定为‡

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥 (ΠΦ̇− L )

=

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
1
2Π

2 + 1
2(∇Φ)2 + 1

2𝑚
2Φ2 + H (Φ)

]︁
, (7.2.17)

我们将其视为哈密顿量(7.1.35). 这个小练习不应该视为该哈密顿量的另一推导, 而是拉格朗日

量(7.2.14)作为一个可能标量场理论的确认.

事情不总是那么简单. 在上一节我们就看到, 存在这样的场变量, 例如矢量场的时间分量

或Dirac场的厄密共轭, 它们不是正则场变量𝑄𝑛也没有正则共轭对; 但Lorentz不变性仍要求态对

于矢量场和Dirac场, 它们必须出现在拉格朗日量中.

从拉格朗日形式体系的观点来看, 类似矢量场的时间分量或Dirac场的厄密共轭这样的场变

量, 它们的特殊性质源于这样的事实, 尽管它们出现在拉格朗日量中, 但是它们的时间导数没

†我们没有在项− 1
2
𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ中计入任意的常数因子, 这是因为, 对于任何这种常数, 如果是正的, 则能被吸收进Φ的

归一化中. 正如我们将看到的, 这里的负常数将会导致一个没有下界的哈密顿量. 常数𝑚被称为裸质量. 满足可重整原

理的最普遍拉格朗日量(在第12章讨论)就是这种形式, 其中H (Φ)是Φ的四次多项式.
‡为了将𝐻解释成能量, 它应该是有下界的. 前两项的正定表明了我们关于方程(7.2.14)中第一项的符号猜测是正确

的. 剩余条件是 1
2
𝑚2Φ2 + H (Φ)作为Φ的函数必须是有下界的.
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有. 我们将把时间导数没有出现在拉格朗日量中的场变量Ψℓ记为𝐶𝑟; 剩余的独立场变量是正则变

量𝑄𝑛. 𝑄𝑛有正则共轭

𝑃𝑛(x, 𝑡) =
𝛿𝐿[𝑄(𝑡), �̇�(𝑡), 𝐶(𝑡)]

𝛿�̇�𝑛(x, 𝑡)
, (7.2.18)

并满足对易关系(7.1.30)—(7.1.32), 但𝐶𝑟没有正则共轭. 由于𝛿𝐿/𝛿�̇�𝑟 = 0, 哈密顿量(7.2.10)一般

是

𝐻 =
∑︁

𝑛

∫︁
𝑑3𝑥 𝑃𝑛�̇�

𝑛 − 𝐿[𝑄(𝑡), �̇�(𝑡), 𝐶(𝑡)] , (7.2.19)

但在我们将𝐶𝑟与�̇�ℓ表示成𝑄和𝑃的形式前, 这还不是有用的. 𝐶𝑟的运动方程仅包含场与它们的一

阶时间导数

0 =
𝛿𝐿[𝑄(𝑡), �̇�(𝑡), 𝐶(𝑡)]

𝛿𝐶𝑟(x, 𝑡)
. (7.2.20)

在本章所要讨论的简单情况下, 这些方程加上方程(7.2.18)可以被解出, 进而以𝑄和𝑃的形式给

出𝐶𝑟与�̇�ℓ. 7.6节将展示在这种情况下如何避免真的要解出𝐶𝑟与�̇�ℓ. 在类似电动力学的规范理论

中, 必须要使用其它方法: 要么选择一个特定规范, 就像第8章中做的那样, 要么使用卷II中所讨论

的更加现代的协变方法.

一旦我们导出了作为Heisenberg绘景𝑄和𝑃的泛函的哈密顿量, 为了使用微扰论, 我们必须过

渡到相互作用绘景. 哈密顿量是时间独立的, 所以它可以写成𝑡 = 0处的𝑃𝑛和𝑄
𝑛的形式, 其等于相

互作用绘景中𝑡 = 0处相对应的算符𝑝𝑛和𝑞
𝑛. 那么以这种方式导出的哈密顿量可以以相互作用绘景

中的𝑞和𝑝表述, 并分成两个部分, 一个合适的自由粒子项𝐻0与相互作用𝑉 . 最后, 使用时间相关方

程(7.1.21)和(7.1.22)与对易和反对易关系(7.1.1)—(7.1.3)将𝑉 (𝑡)中的𝑞和𝑝表示成湮灭算符和产生

算符的线性组合.

我们将在7.5节展示该方案的几个例子; 目前, 我们将只给出最简单类型的一个例子, 哈密顿

量为(7.2.17)的标量场. 我们将𝐻分成自由粒子项与相互作用

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 (7.2.21)

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
1
2Π

2 + 1
2(∇Φ)2 + 1

2𝑚
2Φ2

]︁
(7.2.22)

𝑉 =

∫︁
𝑑3𝑥H (Φ) . (7.2.23)

这里Φ和Π取在同一时刻𝑡, 并且𝐻独立于𝑡, 而𝐻0与𝑉通常不是这样.

我们现在过渡到相互作用表示, 在方程(7.2.22)和(7.2.23)中取𝑡 = 0, 我们可以将Φ和Π简单地

替换成相互作用绘景变量𝜑和𝜋, 这是因为方程(7.1.28)和(7.1.29)定义它们在那个时刻相等. 为了

在相互作用绘景中计算相互作用𝑉 (𝑡), 我们应用相似变换(3.5.5)

𝑉 (𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑉 exp(−𝑖𝐻0𝑡)

=

∫︁
𝑑3𝑥H

(︁
𝜑(x, 𝑡)

)︁
. (7.2.24)

作用在𝐻0上的同一变换使其不变:

𝐻0 = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝐻0 exp(−𝑖𝐻0𝑡)

=

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
1
2𝜋

2(x, 𝑡) + 1
2

(︁
∇𝜑(x, 𝑡)

)︁2
+ 1

2𝑚
2𝜑2
]︁
. (7.2.25)
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𝜋和�̇�之间的关系由方程(7.1.21)给出

�̇�(x, 𝑡) =
𝛿𝐻0

𝛿𝜋(x, 𝑡)
= 𝜋(x, 𝑡) . (7.2.26)

(这恰好与方程(7.2.16)中的关系是相同的, 但是正如我们将看到的, 一般而言是不能期望有这个关

系.) 另外, 𝜑的运动方程由方程(7.1.22)给出

�̇�(x, 𝑡) = − 𝛿𝐻0

𝛿𝜑(x, 𝑡)
= +∇2𝜑(x, 𝑡)−𝑚2𝜑(x, 𝑡) , (7.2.27)

与方程(7.2.26)一起给出场方程

(�−𝑚2)𝜑(𝑥) = 0 . (7.2.28)

普遍的实解可以表示成

𝜑(𝑥) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝑝0)−1/2

[︁
𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑎(p) + 𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑎†(p)

]︁
(7.2.29)

其中𝑝0 =
√︀

p2 +𝑚2, 𝑎(p)是p的某个类型未知的算符函数. 那么方程(7.2.26)给出了正则共轭

𝜋(𝑥) = −𝑖(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 (𝑝0/2)1/2

[︁
𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑎(p)− 𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑎†(p)

]︁
. (7.2.30)

为了得到想要的对易关系,

[︁
𝜑(x, 𝑡), 𝜋(y, 𝑡)

]︁
−
= 𝑖 𝛿3(x− y) , (7.2.31)

[︁
𝜑(x, 𝑡), 𝜑(y, 𝑡)

]︁
−
= 0 , (7.2.32)

[︁
𝜋(x, 𝑡), 𝜋(y, 𝑡)

]︁
−
= 0 , (7.2.33)

我们必须令𝑎满足熟悉的对易关系

[︁
𝑎(p), 𝑎†(p′)

]︁
= 𝛿3(p− p′) , (7.2.34)

[︁
𝑎(p), 𝑎(p′)

]︁
= 0 . (7.2.35)

另外, 在上一节我们已经证明了在方程(7.2.25)中使用这些公式将会给出自由粒子哈密顿量的

通常公式(4.2.11), 再加上一个不重要的额外常数. 正如之前所评述的, 这些结果甚至不应该视为

方程(7.2.29), (7.2.34)和(7.2.35)的另一种推导(其在第五章以完全不同的理由获得)而应该视为方

程(7.2.14)的前两项作为实标量场正确的自由粒子拉格朗日量的验证. 我们现在可以继续用微扰

论计算𝑆-矩阵, 取𝑉 (𝑡)为(7.2.24), 其中场𝜑(𝑥)由方程(7.2.29)给定.

这里所阐明的步骤将会实施到7.5节中的例子上, 那些例子更加复杂也更加有趣.

* * *

在考察物理理论的各种可能的拉格朗日量密度时, 同时使用了分布积分, 等价地处理为仅相

差一个全导数𝜕𝜇F𝜇的拉格朗日量密度. 显然这样的全导数项对作用量无贡献并且不影响场方程.

同样显然的是拉格朗日量密度中的空间导数项∇ · F对拉格朗日量无贡献, 因而不影响由拉格朗
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日量定义的量子场论.¶这里不太显然且不是很重要的是拉格朗日量密度中的时间导数𝜕0F 0, 它也

不影响理论的量子结构, 为了看到这点, 先来考察向拉格朗日量上增加一个更普遍项的效应

Δ𝐿(𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥 𝐷𝑛,x[𝑄(𝑡)] �̇�𝑛(x, 𝑡) , (7.2.36)

其中𝐷是给定时刻𝑄值的任意𝑛-相关且x-相关的泛函. 这将作为𝑄(𝑡)和�̇�(𝑡)泛函的共轭变量𝑃 (𝑡)改

变了

Δ𝑃𝑛(x, 𝑡) =
𝛿Δ𝐿(𝑡)

𝛿�̇�𝑛(x, 𝑡)
= 𝐷𝑛,x[𝑄(𝑡)] . (7.2.37)

由此得出, 在表示成𝑄(𝑡)和�̇�(𝑡)泛函的哈密顿量中没有变化:

∫︁
𝑑3𝑥Δ𝑃𝑛(x, 𝑡)�̇�

𝑛(x, 𝑡)−Δ𝐿(𝑡) = 0 . (7.2.38)

因此, 表示成旧正则变量𝑄𝑛和𝑃𝑛泛函的哈密顿量中也没有变化. 然而, 作为新正则变量𝑄𝑛和𝑃𝑛 +

Δ𝑃𝑛泛函的哈密顿量与作为𝑄
𝑛和𝑃𝑛泛函的哈密顿量不是同一个, 并且在由新拉格朗日量L +

ΔL描述的理论中, 满足正则对易关系的是新正则变量𝑄𝑛和𝑃𝑛 + Δ𝑃𝑛而非𝑄
𝑛和𝑃𝑛, 𝑄𝑛与其

它𝑄的对易子以及𝑄𝑛与𝑃𝑚的对易子由通常的正则关系给定, 但𝑃𝑛与其它𝑃的对易关系现在是:

[𝑃𝑛(x, 𝑡), 𝑃𝑚(y, 𝑡)] = [𝑃𝑛(x, 𝑡) + Δ𝑃𝑛(x, 𝑡), 𝑃𝑚(y, 𝑡) + Δ𝑃𝑚(y, 𝑡)]

− [Δ𝑃𝑛(x, 𝑡), 𝑃𝑚(y, 𝑡) + Δ𝑃𝑚(y, 𝑡)]

− [𝑃𝑛(x, 𝑡) + Δ𝑃𝑛(x, 𝑡),Δ𝑃𝑚(y, 𝑡)]

+ [Δ𝑃𝑛(x, 𝑡),Δ𝑃𝑚(y, 𝑡)]

= −𝑖𝛿𝐷𝑛,x[𝑄(𝑡)]

𝛿�̇�𝑚(y, 𝑡)
+ 𝑖

𝛿𝐷𝑚,y[𝑄(𝑡)]

𝛿�̇�𝑛(x, 𝑡)
. (7.2.39)

一般而言, 这不为零, 但是如果在拉格朗日量中加上的项是总的时间导数

Δ𝐿 =
𝑑𝐺

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑑3𝑥

𝛿𝐺[𝑄(𝑡)]

𝛿𝑄𝑛(x, 𝑡)
�̇�𝑛(x, 𝑡) , (7.2.40)

那么方程(7.2.36)中的𝐷是如下的特定形式

𝐷𝑛,x[𝑄] =
𝛿𝐺[𝑄(𝑡)]

𝛿𝑄𝑛(x, 𝑡)
. (7.2.41)

在该情况下, 对易子(7.2.39)为零, 所以变量𝑄𝑛和𝑃𝑛满足通常的对易关系. 我们已经看到了拉格朗

日量中形式为(7.2.36)的变化并不改变作为𝑄𝑛和𝑃𝑛泛函的哈密顿量的形式, 并且, 正如我们所证明

的, 既然这些变量的对易关系没有改变, 那么附加在拉格朗日量上的项(7.2.36)对理论的量子机构

没有影响. 通过分部积分而获得的不同拉格朗日量因而可以认为在量子场论和经典场论中是等价

的.

¶这处在一个通常的假设下, 即场在无限远出为零. 当我们允许不同拓扑的场时, 这些结果不一定适用, 这将在卷II中

讨论.



· 218 · 第 7章 正则形式体系

7.3 整体对称性

我们现在来研究拉格朗日形式体系的真正关键, 即它为对称性原理的量子力学实现提供了一

个自然框架. 这是因为拉格朗日形式体系中的动力学方程采取一种变分原理的形式, 即稳定作用

量原理. 考察场的任意无穷下变换

Ψℓ(𝑥) → Ψℓ + 𝑖𝜖F ℓ(𝑥) (7.3.1)

其使作用量(7.2.3)不变:

0 = 𝛿𝐼 = 𝑖𝜖

∫︁
𝑑4𝑥

𝛿𝐼[Ψ]

𝛿Ψℓ(𝑥)
F ℓ(𝑥) (7.3.2)

(其中𝜖是一个常数, 这种对称性被称为整体对称性. 一般而言, F ℓ依赖场与它们在𝑥处的导数.)

显然, 如果场满足动力学方程, 那么对于场的所有无穷小变分, 方程(7.3.2)是自动满足的; 对于一

个无限小对称变换, 我们是指即使没有满足动力学方程仍使作用量不变的变换. 如果我们现在考

察𝜖为时空中位置的任意函数的同一变换

Ψℓ(𝑥) → Ψℓ + 𝑖𝜖(𝑥)F ℓ(𝑥) , (7.3.3)

那么, 一般而言, 作用量的变分不为零, 它将必须采取这样的形式

𝛿𝐼 = −
∫︁
𝑑4𝑥 𝐽𝜇(𝑥)

𝜕𝜖(𝑥)

𝜕𝑥𝜇
(7.3.4)

使得在𝜖(𝑥)是一个常数是为零. 如果我们现在令𝐼[Ψ]中的场满足场方程, 那么𝐼对于在大时空距离

处为零的任意场变分是稳定的, 其中包含形式为(7.3.3)的变分, 所以在该情况下, (7.3.4)应该为零.

分部积分, 我们看到𝐽𝜇(𝑥)必须满足守恒律:

0 =
𝜕𝐽𝜇(𝑥)

𝜕𝑥𝜇
. (7.3.5)

由此立即得出

0 =
𝑑𝐹

𝑑𝑡
, (7.3.6)

其中

𝐹 ≡
∫︁
𝑑3𝑥 𝐽0 . (7.3.7)

对于每个独立的无限小对称变换, 存在一个这样的守恒流𝐽𝜇和一个运动常数𝐹 . 这代表正则形式

体系的一个普遍特征, 通常被称为Noether(诺特)定理: 对称性意味着守恒律.

很多对称变换不仅使作用量不变也使拉格朗日量不变. 例如, 空间的平移和旋转, 同位旋变换

以及其它内部对称变换就是这样的情况, 但是对于普遍的Lorentz变换却不是这样. 当拉格朗日量

不变时, 我们可以走的更远, 并写出守恒量𝐹的显式公式. 考察一个𝜖(𝑥)依赖于𝑡但不依赖x的场变

分(7.3.3), 在这种情况下, 作用量的变分是

𝛿𝐼 = 𝑖

∫︁
𝑑𝑡

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)
𝜖(𝑡)F ℓ(x, 𝑡)

+
𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψ̇ℓ(x, 𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝜖(𝑡)F ℓ(x, 𝑡)

)︁]︃
. (7.3.8)
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当𝜖是常数时, 拉格朗日量在该对称变换下不变的要求给出

0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψℓ(x, 𝑡)
F ℓ(x, 𝑡) +

𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψ̇ℓ(x, 𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
F ℓ(x, 𝑡)

]︃
, (7.3.9)

所以对于一般场(无论场方程是否满足), 作用量变分是

𝛿𝐼 = 𝑖

∫︁
𝑑𝑡

∫︁
𝑑3𝑥

𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψ̇ℓ(x, 𝑡)
�̇�(𝑡)F ℓ(x, 𝑡) . (7.3.10)

与方程(7.3.4)相比给出

𝐹 = −𝑖
∫︁
𝑑3𝑥

𝛿𝐿[Ψ(𝑡), Ψ̇(𝑡)]

𝛿Ψ̇ℓ(x, 𝑡)
F ℓ(x, 𝑡) . (7.3.11)

利用对称性条件(7.3.9), 读者可以轻易地验证𝐹对于任何满足动力学方程(7.2.2)的场确实是时间

无关的.

诸如同位旋的其它对称变换不仅使作用量和拉格朗日量不变, 而且保持拉格朗日量密度不变.

在这种情况下, 我们可以再进一步, 并得到流𝐽𝜇(𝑥)的显式公式. 像方程(7.2.6)那样, 将作用量写为

拉格朗日量密度的积分, 在𝜖(𝑥)为普遍的无限小参量的变换(7.3.3)下, 它的变分是

𝛿𝐼[Ψ] = 𝑖

∫︁
𝑑4𝑥

[︃
𝜕L (Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥))

𝜕Ψℓ(𝑥)
F ℓ(𝑥)𝜖(𝑥)

+
𝜕L (Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥))

𝜕(𝜕𝜇Ψℓ(𝑥))
𝜕𝜇

(︁
F ℓ(𝑥)𝜖(𝑥)

)︁]︃
. (7.3.12)

当𝜖是常数时, 拉格朗日量密度的不变性要求

0 =
𝜕L (Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥))

𝜕Ψℓ(𝑥)
F ℓ(𝑥) +

𝜕L (Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥))

𝜕(𝜕𝜇Ψℓ(𝑥))
𝜕𝜇F

ℓ(𝑥) , (7.3.13)

所以对于任意场, 作用量的变分是

𝛿𝐼[Ψ] = 𝑖

∫︁
𝑑4𝑥

𝜕L (Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥))

𝜕(𝜕𝜇Ψℓ(𝑥))
F ℓ(𝑥)𝜕𝜇𝜖(𝑥) . (7.3.14)

与方程(7.3.4)相比给出

𝐽𝜇 = −𝑖 𝜕L

𝜕(𝜕Ψℓ/𝜕𝑥𝜇)
F ℓ . (7.3.15)

利用对称性条件(7.3.13), 很容易看到当场满足Euler-Lagrange方程(7.2.9)时, 𝜕𝜇𝐽
𝜇为零. 又注意到

流(7.3.15)的时间分量的积分有着之前所需值(7.3.11).

目前为止, 我们所说的任何事情即适用于经典场论又适用于量子场论. 通过拉格朗日量(不

必须是拉格朗日量密度)的对称性, 即将正则场𝑄𝑛(x, 𝑡)(即, 那些时间导数出现在拉格朗日量中

的Ψℓ)变换成它们自身在同一时刻的x-相关泛函的对称性, 守恒量𝐹的量子性质可以被最轻松地看

到. 对于这样的变换, 我们有

F𝑛(x, 𝑡) = F𝑛[𝑄(𝑡);x] . (7.3.16)

正如我们将要看到的, 无限小空间平移与旋转以及所有的无限小内部对称变换的形式是(7.3.1),

(7.3.16), 其中F𝑛是𝑄𝑚的线性泛函, 但是我们在这里不需要假定对称性是线性的. 对于所有这样

的对称性, 算符𝐹不仅守恒, 而且作为该对称性的生成元作用在量子力学中.
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为了看到这点, 首先注意到当Ψℓ是正则场𝑄𝑛时, 泛函导数𝛿𝐿/𝛿Ψ̇ℓ等于正则共轭𝑃𝑛, 而当Ψℓ是

辅助场𝐶𝑟时, 这个泛函导数为零; 因此我们可以将方程(7.3.11)重写成这样的形式

𝐹 = −𝑖
∫︁
𝑑3𝑥 𝑃𝑛(x, 𝑡)F

𝑛(x, 𝑡) = −𝑖
∫︁
𝑑3𝑥 𝑃𝑛(x, 𝑡)F

𝑛[𝑄(𝑡);x] . (7.3.17)

为了计算𝐹与处在任意时刻𝑡的正则场𝑄𝑚(x, 𝑡)的对易子(不是反对易子), 我们可以调用方

程(7.3.6)在时刻𝑡去计算作为𝑄和𝑃泛函的𝐹 , 然后利用等时对易关系(7.1.30)—(7.1.32)以获得*

[𝐹,𝑄𝑛(x, 𝑡)]− = −F𝑛(x, 𝑡) . (7.3.18)

这就是说𝐹是变换为方程(7.3.16)的生成元. 方程(7.3.17)与正则对易规则又给出

[𝐹, 𝑃𝑛(x, 𝑡)]− =

∫︁
𝑑3𝑦 𝑃𝑚(y, 𝑡)

𝛿F𝑛(𝑄(𝑡);y)

𝛿𝑄𝑛(x, 𝑡)
. (7.3.19)

其中𝐹𝑚是线性的, 方程(7.3.19)告诉我们𝑃𝑛逆步变换到𝑄
𝑛.

作为第一个例子, 考察时空平移的对称变换:

Ψℓ(𝑥) → Ψℓ(𝑥+ 𝜖) = Ψℓ(𝑥) + 𝜖𝜇𝜕𝜇Ψ
ℓ(𝑥) . (7.3.20)

这是(7.3.1)的形式, 其中𝜖𝜇为4个独立的参量, 而4个对应的变换函数

F ℓ
𝜇 = −𝑖𝜕𝜇Ψℓ . (7.3.21)

结果是我们有了4个独立的守恒流, 通常集合在能动量张量𝑇𝜇𝜈中:

𝜕𝜇𝑇
𝜇
𝜈 = 0 (7.3.22)

由此我们可以导出时间独立量, 这个量“平移”流(不要与正则共轭场变量𝑃𝑛(x, 𝑡)相混淆)时间分量

的空间积分:

𝑃𝜈 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝑇 0

𝜈 , (7.3.23)

𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝜈 = 0 . (7.3.24)

拉格朗日量在空间平移下不变, 所以依照之上的普遍结果, 我们可以推断出𝑃𝑣的空间分量采取这

样的形式

P ≡ −
∫︁
𝑑3𝑥 𝑃𝑛(x, 𝑡)∇𝑄𝑛(x, 𝑡) . (7.3.25)

利用等时对易关系(7.1.30)—(7.1.32), 我们也得到了该算符与正则场及其共轭的对易子:

[P, 𝑄𝑛(x, 𝑡)]− = 𝑖∇𝑄𝑛(x, 𝑡) , (7.3.26)

[P, 𝑃𝑛(x, 𝑡)]− = 𝑖∇𝑃𝑛(x, 𝑡) . (7.3.27)

由此得出任何𝑄和𝑃的函数G也不显式地与x相关, 我们有
[︁
P,G (𝑥)

]︁
= 𝑖∇G (𝑥) . (7.3.28)

*我们在这里假定了对于玻色的𝑄𝑛或费米的𝑄𝑛, 变分F也分别是波色或费米的. 唯一的例外是被称为超对称的某些

对称性, 其中𝐹是费米的, 且如果𝑄𝑛也是费米的, 那么(7.3.18)是反对易子.
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这一结果表明算符P确实是空间平移的生成元.

相反, 时间平移并不使拉格朗日量𝐿(𝑡)保持不变. 然而, 我们已经知道了时间平移的生成元;

它是哈密顿量𝑃 0 ≡ 𝐻, 正如我们所知, 对于Heisenberg绘景算符的任何函数G , 它满足对易关系

[𝐻,G (x, 𝑡)] = −𝑖Ġ (x, 𝑡) . (7.3.29)

如果我们进一步假定拉格朗日量是某个拉格朗日量密度的积分, 那么我们也能获得能动量张

量𝑇𝜇𝜈的显式公式. 然而, 拉格朗日量密度L (𝑥)在时空平移下不是不变的, 所以在这里我们无法使

用方程(7.3.15). 诚然, 注意到时空平移下

Ψℓ(𝑥) → Ψℓ(𝑥+ 𝜖(𝑥)) = Ψℓ(𝑥) + 𝜖𝜇(𝑥)𝜕𝜇Ψ
ℓ(𝑥) (7.3.30)

作用量的变化为

𝛿𝐼[Ψ] =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
𝜕L

𝜕Ψℓ
𝜖𝜇𝜕𝜇Ψ

ℓ +
𝜕L

𝜕(𝜕𝜈Ψℓ)
𝜕𝜈 [𝜖

𝜇𝜕𝜇Ψ
ℓ]

)︂
. (7.3.31)

Euler-Larange方程(7.2.9)证明了正比于𝜖的项加起来为𝜖𝜇𝜕𝜇L , 所以

𝛿𝐼[Ψ] =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
𝜕L

𝜕𝑥𝜇
𝜖𝜇 +

𝜕L

𝜕(𝜕𝜈Ψℓ)
𝜕𝜇Ψ

ℓ𝜕𝜈𝜖
𝜇

)︂
. (7.3.32)

分部积分, 我们看到它变成方程(7.3.4)的形式

𝛿𝐼 = −
∫︁
𝑑4𝑥 𝑇 𝜈𝜇𝜕𝜈𝜖

𝜇 (7.3.33)

其有“流”

𝑇 𝜈𝜇 = 𝛿𝜈𝜇L − 𝜕L

𝜕(𝜕𝜈Ψℓ)
𝜕𝜇Ψ

ℓ . (7.3.34)

作为一个检验, 我们可能注意到了, 方程(7.3.23)的空间分量与我们之前P的公式(7.3.25)相同, 而

对于𝜇 = 0, 方程(7.3.23)给出哈密顿量的通常公式:

𝐻 ≡ −𝑃0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃∑︁

𝑛

𝑃𝑛�̇�
𝑛 − L

]︃
. (7.3.35)

(一个提醒: 通过提升方程(7.3.34 )中的第二个指标所获得的张量𝑇𝜇𝜈 , 一般而言, 不是对称的, 因

而不能用作广义相对论场方程的右边. 用作引力场源的正确能动量张量是下一节所引入的对称张

量Θ𝜇𝜈 .)

在很多理论中, 存在一个或多个对称性原理, 它们陈述了在正则场的一组坐标无关的线性变

换下

𝑄𝑛(𝑥) → 𝑄𝑛(𝑥) + 𝑖𝜖𝑎(𝑡𝑎)
𝑛
𝑚𝑄

𝑚(𝑥) (7.3.36)

与任意辅助场𝐶𝑟上的一组合适的变换

𝐶𝑟(𝑥) → 𝐶𝑟(𝑥) + 𝑖𝜖𝑎(𝜏𝑎)
𝑟
𝑠𝐶

𝑠(𝑥) , (7.3.37)

作用量的不变. 这里的𝑡𝑎和𝜏𝑎是厄密矩阵的集合, 这些厄密矩阵构成该对称群Lie代数的某些表示,

并且在这里我们对重复指标𝑎, 𝑏,等进行求和. (例如, 在电动力学中存在这样的对称性, 其中唯一的
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矩阵𝑡𝑛𝑚是对角的, 而每一场所携带的电荷在主对角上.) 对于任何这样的对称性, 我们可以推断出

另一组守恒流𝐽𝜇𝑎的存在:

𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑎 = 0 , (7.3.38)

它的时间分量是一组时间无关算符𝑇 𝑎的密度

𝑇𝑎 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝐽0

𝑎 . (7.3.39)

当拉格朗日量与作用量在变换(7.3.36)下不变时, 方程(7.3.11)提供了𝑇𝑎的一个显式公式:

𝑇𝑎 = −𝑖
∫︁
𝑑3𝑥 𝑃𝑛(x, 𝑡)(𝑡𝑎)

𝑛
𝑚𝑄

𝑚(x, 𝑡) (7.3.40)

等时对易关系在这里给出

[︁
𝑇𝑎, 𝑄

𝑛(𝑥)
]︁
= −(𝑡𝑎)

𝑛
𝑚𝑄

𝑚(𝑥) , (7.3.41)
[︁
𝑇𝑎, 𝑃𝑛(𝑥)

]︁
= +(𝑡𝑎)

𝑚
𝑛𝑃𝑚(𝑥) . (7.3.42)

(其中𝑡𝑎是对角的, 这告诉我们, 𝑄𝑛和𝑃
𝑛分别降低和提升𝑇𝑎的值与𝑡𝑎的第𝑛个对角元精确相等.) 利

用这些结果, 我们可以计算𝑇𝑎与其它生成元𝑇𝑏的对易子:

[𝑇𝑎, 𝑇𝑏]− = −𝑖
∫︁
𝑑3𝑥

[︁
−𝑃𝑚(𝑡𝑎)𝑚𝑛(𝑡𝑏)𝑛𝑘𝑄𝑘 + 𝑃𝑛(𝑡𝑏)

𝑛
𝑘(𝑡𝑎)

𝑘
𝑚𝑄

𝑚
]︁
. (7.3.43)

因此, 如果矩阵𝑡𝑎构成的Lie代数有结构常数𝑓 𝑐
𝑎𝑏 ,

[𝑡𝑎, 𝑡𝑏]− = 𝑖𝑓 𝑐
𝑎𝑏 𝑡𝑐 , (7.3.44)

那么量子算符𝑇𝑎也是这样:

[𝑇𝑎, 𝑇𝑏]− = 𝑖𝑓 𝑐
𝑎𝑏 𝑇𝑐 . (7.3.45)

这证实了量(7.3.40)被正确地归一化以取得作为对称群生成元的资格.

拉格朗日量是拉格朗日量密度的积分, 如果拉格朗日量密度在(7.3.36)和(7.3.37)下不变, 我们

可以再进一步, 并利用方程(7.3.15)给出与这些整体对称性相联系的流的显式公式:

𝐽𝜇𝑎 ≡ −𝑖 𝜕L

𝜕(𝜕𝑄𝑛/𝜕𝑥𝜇)
(𝑡𝑎)

𝑛
𝑚𝑄

𝑚 − 𝑖
𝜕L

𝜕(𝜕𝐶𝑟/𝜕𝑥𝜇)
(𝜏𝑎)

𝑟
𝑠𝐶

𝑠 . (7.3.46)

作为一个例证, 假定我们有两个质量相等的实标量场, 其拉格朗日量密度是

L = −1

2
𝜕𝜇Φ1𝜕

𝜇Φ1 − 1

2
𝑚2Φ1 − 1

2
𝜕𝜇Φ2𝜕

𝜇Φ2 −
1

2
𝑚2Φ2

2 − H (Φ2
1 +Φ2

2) . (7.3.47)

这在类似(7.3.36)的线性变换下是不变额:

𝛿Φ1 = −𝜖Φ2 , 𝛿Φ2 = +𝜖Φ1 ,

所以存在一个守恒流(7.3.46):

𝐽𝜇 = Φ2𝜕
𝜇Φ1 − Φ1𝜕

𝜇Φ2.
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流的显式公式(7.3.46)可以用来导出其它有用的对易关系. 特别地, 既然拉格朗日量密度不含

辅助场的时间导数, 我们有

𝐽0
𝑎 = −𝑖𝑃𝑛(𝑡𝑎)𝑛𝑚𝑄𝑚 . (7.3.48)

那么, 我们不仅可以导出一般场与对称性生成元𝑇𝑎的等时对易子, 还能导出其与密度𝐽0
𝑎的等时对

易子:

[𝐽0
𝑎 (x, 𝑡), 𝑄

𝑛(y, 𝑡)] = −𝛿3(x− y) (𝑡𝑎)
𝑛
𝑚𝑄

𝑚(x, 𝑡) , (7.3.49)

[𝐽0
𝑎 (x, 𝑡), 𝑃𝑚(y, 𝑡)] = 𝛿3(x− y) (𝑡𝑎)

𝑛
𝑚𝑃𝑛(x, 𝑡) . (7.3.50)

如果辅助场是作为𝑃和𝑄的定域函数而构建的, 且构建方式使得它们按照生成元为𝜏𝑎的对称性代

数的一个表示变换, 那么也有

[𝐽0
𝑎 (x, 𝑡), 𝐶

𝑟(y, 𝑡)] = −𝛿3(x− y) (𝜏𝑎)
𝑟
𝑠𝐶

𝑠(x, 𝑡) . (7.3.51)

我们通常将方程(7.3.49)与(7.3.51)总结在一个对易关系中

[𝐽0
𝑎 (x, 𝑡),Ψ

ℓ(y, 𝑡)] = −𝛿3(x− y) (𝑡𝑎)
ℓ
ℓ′Ψ

ℓ′(x, 𝑡) . (7.3.52)

我们将在第10章使用类似(7.3.49)—(7.3.51)的对易关系导出包含流𝐽𝜇的矩阵元的关系, 这个关系

称为Ward等式.

7.4 Lorentz不变性

我们现在将证明拉格朗日量密度的Lorentz不变性暗含了𝑆-矩阵的Lorentz不变性. 考察一个

无限小Lorentz变换

Λ𝜇𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 + 𝜔𝜇𝜈 , (7.4.1)

𝜔𝜇𝜈 = −𝜔𝜈𝜇 . (7.4.2)

根据上一节的分析, 作用量在这类变换下的不变显然告诉我们存在一组守恒“流”M 𝜌𝜇𝜈 :

𝜕𝜌M
𝜌𝜇𝜈 = 0 , (7.4.3)

M 𝜌𝜇𝜈 = −M 𝜌𝜈𝜇 (7.4.4)

𝜔𝜇𝜈的每个独立分量对应一个流. 那么这些“流”的时间分量的积分提供给我们一组时间独立张量:

𝐽𝜇𝜈 ≡
∫︁
𝑑3𝑥M 0𝜇𝜈 , (7.4.5)

𝑑

𝑑𝑡
𝐽𝜇𝜈 = 0 . (7.4.6)

𝐽𝜇𝜈将证明是齐次Lorentz群的生成元.

我们希望得到张量M 𝜌𝜇𝜈的一个显式公式, 但是Lorentz变换是作用在坐标上的, 因而不能保

持拉格朗日量密度不变, 所以我们无法立刻使用上一节的结果. 然而, 在只有一组场和场导数的变
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换下, 平移不变性允许我们用公式将Lorentz不变性表达为拉格朗日量密度的一个对称性. 场经过

一个矩阵变换

𝛿Ψℓ =
𝑖

2
𝜔𝜇𝜈(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚Ψ

𝑚 , (7.4.7)

其中J𝜇𝜈是一组满足齐次Lorentz群代数的矩阵

[J𝜇𝜈 ,J𝜌𝜎] = 𝑖J𝜌𝜈𝜂𝜇𝜎 − 𝑖J𝜎𝜈𝜂𝜇𝜌 − 𝑖J𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌 + 𝑖J𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 . (7.4.8)

例如, 对于一个标量场𝜑, 我们有𝛿𝜑 = 0, 所以J𝜇𝜈 = 0, 而对于一个(𝐴,𝐵)型的不可约场, 我们有

J𝑖𝑗 = 𝜖𝑖𝑗𝑘(A𝑘 + B𝑘) , J𝑘0 = −𝑖(A𝑘 − B𝑘) ,

其中A和B分别是自旋𝐴和𝐵的自旋矩阵. 特别地, 我们注意到对于一个协变矢量场, 𝛿𝑉𝜅 =

𝜔 𝜆
𝜅 𝑉𝜆, 所以这里有

(J𝜌𝜎)
𝜆
𝜅 = −𝑖𝜂𝜌𝜅𝛿 𝜆

𝜎 + 𝑖𝜂𝜎𝜅𝛿
𝜆
𝜌 .

像方程(7.4.7)中那样变换的场, 它的导数像另外一个这样的场变换, 但是有一个额外的矢量指标

𝛿(𝜕𝜅Ψℓ) =
1
2 𝑖𝜔

𝜇𝜈(J𝜇𝜈)
𝑚
ℓ 𝜕𝜅Ψ𝑚 + 𝜔 𝜆

𝜅 𝜕𝜆Ψℓ . (7.4.9)

假定拉格朗日量密度在方程(7.4.7)和(7.4.9)的组合变换下不变, 所以

0 =
𝜕L

𝜕Ψℓ

𝑖

2
𝜔𝜇𝜈(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚Ψ

𝑚 +
𝜕L

𝜕(𝜕𝜅Ψℓ)

𝑖

2
𝜔𝜇𝜈(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚𝜕𝜅Ψ

𝑚

+
𝜕L

𝜕(𝜕𝜅Ψℓ)
𝜔 𝜆
𝜅 𝜕𝜆Ψ

ℓ .

令𝜔𝜇𝜈的系数为零给出

0 =
𝑖

2

𝜕L

𝜕Ψℓ
(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚Ψ

𝑚 +
𝑖

2

𝜕L

𝜕(𝜕𝜅Ψℓ)
(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚𝜕𝜅Ψ

𝑚

+
1

2

𝜕L

𝜕(𝜕𝜅Ψℓ)
(𝜂𝜅𝜇𝜕𝜈 − 𝜂𝜅𝜈𝜕𝜇)Ψ

ℓ .

利用Euler-Lagrange方程(7.2.9), 以及我们的能动量张量𝑇𝜇𝜈的公式(7.3.34), 我们可以将其写为

0 = 𝜕𝜅

[︂
𝑖

2

𝜕L

𝜕(𝜕𝜅Ψℓ)
(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚Ψ

𝑚

]︂
− 1

2
(𝑇𝜇𝜈 − 𝑇𝜈𝜇) . (7.4.10)

这立刻给出一个新的能动量张量定义, 称为Belinfante(贝林凡特)张量:2

Θ𝜇𝜈 = 𝑇𝜇𝜈 − 𝑖

2
𝜕𝜅

[︃
𝜕L

𝜕(𝜕𝜅Ψℓ)
(J𝜇𝜈)

ℓ
𝑚Ψ

𝑚

− 𝜕L

𝜕(𝜕𝜇Ψℓ)
(J 𝜅𝜈)ℓ𝑚Ψ

𝑚 − 𝜕L

𝜕(𝜕𝜈Ψℓ)
(J 𝜅𝜇)ℓ𝑚Ψ

𝑚

]︃
. (7.4.11)

中括号中的量显然对于𝜇和𝜅是反对称的, 所以Θ𝜇𝜈满足与𝑇𝜇𝜈相同的守恒律,

𝜕𝜇Θ
𝜇𝜈 = 0 . (7.4.12)
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由于同一原因, 当我们在方程(7.4.11)中令𝜇 = 0时, 指标𝜅仅取遍空间分量, 所以当我们对全空间

积分时, 就扔掉了这里的导数项
∫︁

Θ0𝜈 𝑑3𝑥 =

∫︁
𝑇 0𝜈 𝑑3𝑥 = 𝑃 𝜈 , (7.4.13)

其中𝑃 0 ≡ 𝐻. 因此, Θ𝜇𝜈可以被认为是能动量张量, 就像𝑇𝜇𝜈那样. 然而方程(7.4.10)告诉我们, 不

像𝑇𝜇𝜈 , Belinfante张量Θ𝜇𝜈不仅是守恒的而且是对称的:

Θ𝜇𝜈 = Θ𝜈𝜇 . (7.4.14)

作为引力场源的是Θ𝜇𝜈而不是𝑇𝜇𝜈 .3 由于Θ𝜇𝜈对称的缘故, 我们可以再构建一个守恒张量密度:

M 𝜆𝜇𝜈 ≡ 𝑥𝜇Θ𝜆𝜈 − 𝑥𝜈Θ𝜆𝜇 . (7.4.15)

它是守恒的, 也就是说

𝜕𝜆M
𝜆𝜇𝜈 = Θ𝜇𝜈 −Θ𝜈𝜇 = 0 . (7.4.16)

因此Lorentz不变性允许我们再定义一个时间独立张量

𝐽𝜇𝜈 =

∫︁
M 0𝜇𝜈 𝑑3𝑥 =

∫︁
𝑑3𝑥 (𝑥𝜇Θ0𝜈 − 𝑥𝜈Θ0𝜇) . (7.4.17)

旋转生成元𝐽𝑘 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝐽
𝑖𝑗/2不仅是时间独立的, 也没有显式的时间相关性, 所以它与哈密顿量

对易

[𝐻,J] = 0 . (7.4.18)

另外, 将方程(7.3.28)应用于函数Θ0𝜈 , 我们有

[𝑃𝑗 , 𝐽𝑖] =
1

2
𝜖𝑖ℓ𝑘[𝑃𝑗 , 𝐽

ℓ𝑘] =
𝑖

2
𝜖𝑖ℓ𝑘

∫︁
𝑑3𝑥

(︂
𝑥ℓ

𝜕

𝜕𝑥𝑗
Θ0𝑘 − 𝑥𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝑗
Θ0ℓ

)︂

= −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘
∫︁
𝑑3𝑥Θ0𝑘

因而

[𝑃𝑗 , 𝐽𝑖] = −𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑃𝑘 . (7.4.19)

另一方面, “推动”生成元𝐾𝑘 ≡ 𝐽𝑘0, 尽管时间独立, 却显式地包含时间坐标

𝐾𝑘 =

∫︁
𝑑3𝑥 (𝑥𝑘Θ00 − 𝑥0Θ0𝑘) ,

或者更清楚地

K = −𝑡P+

∫︁
𝑑3𝑥 xΘ00(x, 𝑡) . (7.4.20)

既然这是一个常数, 我们有0 = K̇ = −P+ 𝑖[𝐻,K], 因而

[𝐻,K] = −𝑖P . (7.4.21)

另外, 再次使用方程(7.3.28)给出

[𝑃𝑗 ,𝐾𝑘] = 𝑖

∫︁
𝑑3𝑥 𝑥𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝑗
Θ00 = −𝑖𝛿𝑗𝑘

∫︁
𝑑3𝑥Θ00
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因而

[𝑃𝑗 ,𝐾𝑘] = −𝑖𝛿𝑗𝑘𝐻 . (7.4.22)

对于任何合理的拉格朗日量密度, 以3.3节所用的概念而言, 算符(7.4.20)是“光滑”的, 即,

𝑒𝑖𝐻0𝑡
∫︀
𝑑3𝑥 x Θ00(x, 0)𝑒−𝑖𝐻0𝑡中的相互作用项在𝑡 → ±∞时为零*. (注意, 为了能够引入“入”态,

“出”态和𝑆-矩阵, 𝑒𝑖𝐻0𝑡
∫︀
𝑑3𝑥 x Θ00(x, 0)𝑒−𝑖𝐻0𝑡中的相互作用项在𝑡 → ±∞时必须为零.) 有了光滑

假定和对易关系(7.4.21), 我们可以重复3.3节的讨论, 并得到结论: 𝑆-矩阵是Lorentz不变的.

* * *

3.3节中也用同样的讨论来证明Lorentz群中剩下的对易关系, 即那些𝐽𝜇𝜈之间的关系, 有着正

确的形式. 对于旋转生成元也可以直接直接证明这点, 旋转生成元在这里的形式为

𝐽 𝑖𝑗 =

∫︁
𝑑3𝑥

𝜕L

𝜕Ψ̇ℓ

(︁
−𝑥𝑖𝜕𝑗Ψℓ + 𝑥𝑗𝜕𝑖Ψ

ℓ − 𝑖(J 𝑖𝑗)ℓ𝑚Ψ
𝑚
)︁

. (7.4.23)

既然拉格朗日量密度不依赖辅助场的时间导数, 且旋转生成元没有混合正则场和辅助场, 这也可

以写为仅对正则场的求和:

𝐽 𝑖𝑗 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝑃𝑛

(︁
−𝑥𝑖𝜕𝑗𝑄𝑛 + 𝑥𝑗𝜕𝑖𝑄

𝑛 − 𝑖(J 𝑖𝑗)𝑛𝑛′𝑄𝑛
′
)︁

. (7.4.24)

那么从正则对易关系立即得出

[𝐽 𝑖𝑗 , 𝑄𝑛(𝑥)]− = −𝑖(−𝑥𝑖𝜕𝑗 + 𝑥𝑗𝜕𝑖)𝑄
𝑛(𝑥)− (J 𝑖𝑗)𝑛𝑛′𝑄𝑛

′
(𝑥) , (7.4.25)

[𝐽 𝑖𝑗 , 𝑃𝑛(𝑥)]− = −𝑖(−𝑥𝑖𝜕𝑗 + 𝑥𝑗𝜕𝑖)𝑃𝑛(𝑥)− (J 𝑖𝑗)𝑛
′
𝑛𝑃𝑛′(𝑥) . (7.4.26)

这些结果可以用来导出通常的𝐽 𝑖𝑗之间的对易关系和𝐽 𝑖𝑗与其它生成元的对易关系.** 如果不存在

辅助场, 那么对“推动”生成元可以应用相对的讨论以完成𝑃𝜇和𝐽𝜇𝜈满足非齐次Lorentz群的对易关

系的证明. 然而, “推动”矩阵J 𝑖0一般而言将混合正则场和辅助场(例如矢量场的𝑉 𝑖分量和𝑉 0分

量), 所以对于𝐽 𝑖0之间的对易关系, 直接证明将不得不依照具体情况而定. 幸运的是, 3.3节中所给

出的𝑆-矩阵的Lorentz不变性的证明中是不需要这点的.

7.5 过渡到相互作用绘景: 例子

在7.2节末尾, 我们展示了如何用一个简单标量场论的拉格朗日量导出它在相互作用绘景中所

包含的相互作用结构与自由场结构. 我们现在将转向更加复杂且更有启发性的例子.

标量场, 导数耦合

我们先来考察中性标量场论, 但现在有导数耦合. 我们将拉格朗日量取为

L = −1
2𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ− 1
2𝑚

2Φ2 − 𝐽𝜇𝜕𝜇Φ− H (Φ) , (7.5.1)

*当我们称某个相互作用绘景算符在𝑡 → ±∞时为零, 我们是指该极限下, 它在能量本征态的光滑叠加态之间的矩阵

元为零.
**另外, 由于𝐽 𝑖𝑗与𝐻和𝑃𝑛�̇�

𝑛对易, 它与𝐿对易. 𝐽 𝑖𝑗与辅助场的对易子因而与𝐿的旋转不变性一致.
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其中, 𝐽𝜇要么是c-数外流(与之前介绍的流𝐽𝜇无关), 要么是Φ以外的各种场的泛函(在这种情况下,

包含那些其余场的项需要加到(7.5.1)上.) 现在, Φ的正则共轭是

Π =
𝜕L

𝜕Φ̇
= Φ̇− 𝐽0 (7.5.2)

而哈密顿量是

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥 [ΠΦ̇− L ]

=

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
Π(Π + 𝐽0) + 1

2(∇Φ)2 − 1
2(Π + 𝐽0)2

+
1

2
𝑚2Φ2 + J ·∇Φ+ 𝐽0(Π + 𝐽0) + H (Φ)

]︁
.

合并这些项, 我们可以将其写为

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 , (7.5.3)

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
1
2Π

2 + 1
2(∇Φ)2 + 1

2𝑚
2Φ2

]︁
, (7.5.4)

𝑉 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
Π𝐽0 + J ·∇Φ+ 1

2(𝐽
0)2 + H (Φ)

]︁
. (7.5.5)

正如7.2节所阐述的, 我们可以通过将Π和Φ简单地替换为𝜋和𝜑以过渡到相互作用绘景(尽管清楚地

表明这一点并不会麻烦我们, 对于流𝐽𝜇中的任意场同样如此):

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
1
2𝜋

2(x, 𝑡) + 1
2

(︁
∇𝜑(x, 𝑡)

)︁2
+ 1

2𝑚
2𝜑2(x, 𝑡)

]︃
, (7.5.6)

𝑉 (𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
𝜋(x, 𝑡)𝐽0(x, 𝑡) + 𝐽(x, 𝑡) ·∇𝜑(x, 𝑡)

+ 1
2

[︁
𝐽0(x, 𝑡)

]︁2
+ H (𝜑(x, 𝑡))

]︃
. (7.5.7)

自由粒子哈密顿量正好与方程(7.2.25)是相同的, 并像7.2节中那样导出方程(7.2.26)—(7.2.35). 诚

然, 无论总哈密顿量会是什么样, 我们都必须取(7.5.6)为我们必须要分离出的部分, 并称其为自由

粒子部分, 这是因为, 正如我们所看到的, 它正是导出标量场的正确展开(7.2.29)的自由粒子哈密

顿量, 这个展开(7.2.29)的形式是满足对易关系(7.2.34)和(7.2.35)的产生湮灭算符, 而剩余部分被

称为相互作用. 最后一步是将相互作用哈密顿量中的𝜋替换成它在相互作用绘景中的值�̇�(不是它

在Heisenberg绘景中的值�̇�− 𝐽0):

𝑉 (𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
𝐽𝜇𝜕𝜇𝜑(x, 𝑡) +

1
2

[︁
𝐽0(x, 𝑡)

]︁2
+ H (𝜑(x, 𝑡))

]︃
. (7.5.8)

方程(7.5.8)中额外的非协变项, 就像我们在6.2节中所看到的, 正是抵消𝜕𝜑传播子中的非协变项所

需要的.
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矢量场, 自旋1

对于自旋1粒子的矢量场𝑉𝜇, 它的正则量子化会获得类似的结果. 我们在这里保持思想开放,

以一种相当普遍的形式写出拉格朗日量密度

L = −1
2𝛼𝜕𝜇𝑉𝜈𝜕

𝜇𝑉 𝜈 − 1
2𝛽 𝜕𝜇𝑉𝜈𝜕

𝜈𝑉 𝜇 − 1
2𝑚

2 𝑉𝜇𝑉
𝜇 + 𝐽𝜇𝑉

𝜇 , (7.5.9)

其中, 𝛼, 𝛽和𝑚2就现在的意义而言是任意常数, 而𝐽𝜇要么是一个c-数外流, 要么是与𝑉 𝜇之外的场相

关的算符, 在后一种情况下, 包含这些场的额外项要加到L上. 𝑉𝜇的Euler-Lagrange场方程是

−𝛼�𝑉𝜈 − 𝛽𝜕𝜈(𝜕𝜇𝑉
𝜇) +𝑚2𝑉𝜈 = −𝐽𝜈 .

取散度给出

− (𝛼+ 𝛽)�𝜕𝜆𝑉
𝜆 +𝑚2𝜕𝜆𝑉

𝜆 = −𝜕𝜆𝐽𝜆 . (7.5.10)

这正是质量为𝑚2/(𝛼 + 𝛽), 源为𝜕𝜆𝐽
𝜆/(𝛼 + 𝛽)的任意标量场的方程. 我们希望描述一个仅包含

自旋1粒子而不包含自旋零粒子的理论, 所以为了避免一个独立传播的标量场𝜕𝜆𝑉
𝜆的出现, 我们

取𝛼 = −𝛽, 在这种情况下, 𝜕𝜆𝑉
𝜆可以表示成一个外流或者其它场的形式, 例如𝜕𝜆𝐽

𝜆/𝑚2. 常数𝛼可

以被吸收到𝑉𝜇的定义中, 所以我们取𝛼 = −𝛽 = 1, 因而

L = −1
4𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1
2𝑚

2𝑉𝜇𝑉
𝜇 + 𝐽𝜇𝑉

𝜇 (7.5.11)

其中

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉𝜈 − 𝜕𝜈𝑉𝜇 . (7.5.12)

拉格朗日量相对于矢量场的时间导数的导数是

𝜕L

𝜕�̇�𝜇
= −𝐹 0𝜇 . (7.5.13)

这在𝜇是一个空间指标𝑖时是非零的, 所以𝑉 𝑖是正则场, 共轭为

Π𝑖 = 𝐹 𝑖0 = �̇� 𝑖 + 𝜕𝑖𝑉
0 (7.5.14)

另一方面𝐹 00 = 0, 所以�̇� 0不出现在拉格朗日量中, 因而𝑉 0是一个辅助场. 这不引起严重的困难:

𝜕L /𝜕𝑉 0为零意味着𝑉 0的场方程不包含二阶时间导数, 因而可以用作一个消除场变量的约束. 特

别地, 𝜈 = 0的Euler-Lagrange方程是

𝜕𝑖𝐹
𝑖0 = 𝑚2𝑉 0 − 𝐽0 (7.5.15)

或者使用方程(7.5.14)

𝑉 0 =
1

𝑚2
(∇ ·Π+ 𝐽0) (7.5.16)

现在我们来计算这个理论的哈密顿量𝐻 =
∫︀
𝑑3𝑥 (Π · V̇ − L ). 方程(7.5.14)允许我们将V̇写

成Π和𝐽0的形式:

V̇ = −∇𝑉 0 +Π = Π− 1

𝑚2
∇(∇ ·Π+ 𝐽0) ,
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所以

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
Π2 +𝑚−2(∇ ·Π)(∇ ·Π+ 𝐽0)

− 1
2Π

2 + 1
2(∇×V)2 + 1

2𝑚
2V2

− 1
2𝑚

−2(∇ ·Π+ 𝐽0)2 − J ·V +𝑚−2𝐽0(∇ ·Π+ 𝐽0)

]︃
.

再一次地, 我们将其分成自由粒子项𝐻0和相互作用𝑉 :

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 , (7.5.17)

并通过将Heisenberg-绘景量V和Π替换成它们的相互作用绘景配对量v和𝜋(并且, 虽然没有清楚

地表现出来, 对于出现在𝐽𝜇中的任何场以及共轭同样如此):

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
1

2
𝜋2 +

1

2𝑚2
(∇ · 𝜋)2 + 1

2
(∇× v)2 +

𝑚2

2
v2

]︂
, (7.5.18)

𝑉 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
−J · v +𝑚−2𝐽0∇ · 𝜋 +

1

2𝑚2
(𝐽0)2

]︂
. (7.5.19)

那么𝜋和v之间的关系是

v̇ =
𝛿𝐻0(v,𝜋)

𝛿𝜋
= 𝜋 −𝑚−2∇(∇ · 𝜋) (7.5.20)

而“场方程”是

�̇� = −𝛿𝐻0(v,𝜋)

𝛿v
= +∇2v −∇(∇ · v)−𝑚2v . (7.5.21)

由于𝑉 0不是一个独立场变量, 它无法通过一个相似变换与任意的相互作用绘景客体𝑣0相关. 转而,

我们可以转化一个量

𝑣0 ≡ 𝑚−2∇ · 𝜋 . (7.5.22)

那么方程(7.5.20)允许我们将𝜋写为

𝜋 = v̇ +∇𝑣0 . (7.5.23)

将其代入方程(7.5.22)和(7.5.21)给出的场方程形式如下

∇2𝑣0 +∇ · v̇ −𝑚2𝑣0 = 0 ,

∇2v−∇(∇ · v)− v̈ −∇�̇�0 −𝑚2v = 0 .

这些可以组合成协变形式

�𝑣𝜇 − 𝜕𝜇𝜕𝜈𝑣
𝜈 −𝑚2𝑣𝜇 = 0 . (7.5.24)

取散度给出

𝜕𝜇𝑣
𝜇 = 0 (7.5.25)

因而

(�−𝑚2)𝑣𝜇 = 0 . (7.5.26)
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一个满足方程(7.5.25)和(7.5.26)的实矢量场可以表示成一个Fourier变换

𝑣𝜇(𝑥) = (2𝜋)−3/2
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝑝0)−1/2

{︁
𝑒𝜇(p, 𝜎)𝑎(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥

+ 𝑒𝜇*(p, 𝜎)𝑎†(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥
}︁
, (7.5.27)

其中𝑝0 =
√︀

p2 +𝑚2; 𝜎 = +1, 0,−1的𝑒𝜇(p, 𝜎)是三个独立的矢量, 其满足

𝑝𝜇𝑒
𝜇(p, 𝜎) = 0 (7.5.28)

并是已归一化的, 使得 ∑︁

𝜎

𝑒𝜇(p, 𝜎)𝑒𝜈*(p, 𝜎) = 𝜂𝜇𝜈 + 𝑝𝜇𝑝𝜈/𝑚2 ; (7.5.29)

而𝑎(p, 𝜎)是算符系数. 使用方程(7.5.23), (7.5.27)和(7.5.29)去计算v和𝜋满足正确的对易关系是直

接的
[︁
𝑣𝑖(x, 𝑡), 𝜋𝑗(y, 𝑡)

]︁
= 𝑖𝛿𝑖𝑗 𝛿

3(x− y) ,
[︁
𝑣𝑖(x, 𝑡), 𝑣𝑗(y, 𝑡)

]︁
=
[︁
𝜋𝑖(x, 𝑡), 𝜋𝑗(y, 𝑡)

]︁
= 0 , (7.5.30)

其中要假定𝑎(p, 𝜎)和𝑎†(p, 𝜎)满足对易关系
[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑎†(p′, 𝜎′)

]︁
= 𝛿3(p′ − p)𝛿𝜎′𝜎 , (7.5.31)

[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑎(p′, 𝜎′)

]︁
= 0 . (7.5.32)

我们已经知道了自旋1粒子的矢量场必须采取形式(7.5.27), 所以我们的这些结果的推导充当了

方程(7.5.18)给出的有质量的自旋1粒子的自由粒子哈密度量是正确的证明. 也很容易检查方

程(7.5.18)可以写成(相差一个常数项)自由粒子的标准形式, 形如
∑︀

𝜎

∫︀
𝑑3𝑝 𝑝0 𝑎†(p, 𝜎)𝑎(p, 𝜎). 最

后, 在方程(7.5.19)中使用方程(7.5.22)给出相互作用绘景中的相互作用

𝑉 (𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
−𝐽𝜇𝑣𝜇 +

1

2𝑚2
(𝐽0)2

]︂
. (7.5.33)

方程(7.5.33)中额外的非协变项, 就像我们在第6章中所看到的, 正是抵消矢量场传播子中的非协变

项所需要的.

Dirac场, 自旋1/2

对于自旋1/2粒子的Dirac场,我们暂时取拉格朗日量为

L = −Ψ̄(𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚)Ψ− H (Ψ̄,Ψ) (7.5.34)

其中H是Ψ̄和Ψ的实函数. 这个L不是实的, 但是作用量是, 这是因为

Ψ̄𝛾𝜇𝜕𝜇Ψ− (Ψ̄𝛾𝜇𝜕𝜇Ψ)† = Ψ̄𝛾𝜇𝜕𝜇Ψ+ (𝜕𝜇Ψ̄)𝛾𝜇Ψ = 𝜕𝜇(Ψ̄𝛾
𝜇Ψ) .

因此, 通过要求作用量相对于Ψ̄是稳定的而获得的场方程, 是通过要求作用量相对于Ψ是稳定的而

获得的场方程的伴方程, 如果我们要避免有过多的场方程, 这正是所需要的. Ψ的正则共轭是

Π =
𝜕L

𝜕Ψ̇
= −Ψ̄𝛾0 , (7.5.35)
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所以我们不应该将Ψ̄视为类似Ψ的场, 而是正比于Ψ的正则共轭的场. 哈密顿量是

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥 [ΠΨ̇− L ] =

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
Π𝛾0[𝛾 ·∇+𝑚]Ψ + H

]︁
.

我们将其写为

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 , (7.5.36)

其中

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥Π𝛾0[𝛾 ·∇+𝑚]Ψ , (7.5.37)

𝑉 =

∫︁
𝑑3𝑥H (Ψ̄,Ψ) . (7.5.38)

我们现在过渡到了相互作用绘景. 由于方程(7.5.35)不涉及时间, 相似变换(7.1.28)和(7.1.29)立即

给出

𝜋 = −𝜓𝛾0 . (7.5.39)

同样, 在方程(7.5.37)和(7.5.38)中将Ψ和Π替换成𝜓和𝜋就可以计算出𝐻0和𝑉 (𝑡). 这给出运动方程

�̇� =
𝛿𝐻0

𝛿𝜋
= 𝛾0(𝛾 ·∇+𝑚)𝜓 (7.5.40)

或者更简洁些

(𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚)𝜓 = 0 . (7.5.41)

(另一运动方程, �̇� = −𝛿𝐻0

⧸︁
𝛿𝜓, 正好产生该方程的伴方程.) 任何满足方程(7.5.41)的场都可以写

成一个Fourier变换

𝜓(𝑥) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

{︁
𝑢(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑎(p, 𝜎) + 𝑣(p, 𝜎)𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑏†(p, 𝜎)

}︁
, (7.5.42)

其中𝑝0 ≡
√︀

p2 +𝑚2; 𝑎(p, 𝜎)和𝑏†(p, 𝜎)是算符系数; 而𝑢(p,±1
2)是方程

(𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)𝑢(p, 𝜎) = 0 (7.5.43)

的两个独立解, 同样地有

(−𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)𝑣(p, 𝜎) = 0 (7.5.44)

归一化使得*

∑︁

𝜎

𝑢(p, 𝜎)�̄�(p, 𝜎) =
(−𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)

2𝑝0
, (7.5.45)

∑︁

𝜎

𝑣(p, 𝜎)𝑣(p, 𝜎) = −(𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)

2𝑝0
. (7.5.46)

*矩阵𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇有本征值±𝑚, 所以Σ𝑢�̄�和Σ𝑣𝑣必须分别正比于投影矩阵(−𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)/2𝑚和(𝑖𝛾𝜇𝑝𝜇 +𝑚)/2𝑚. 通过将

比例因子吸收进𝑢和𝑣的定义中来对其调整直至符号, 总的符号有正定性决定: TrΣ𝑢�̄�𝛽 = Σ𝑢†𝑢和TrΣ𝑣𝑣𝛽 = Σ𝑣†𝑣必

须是正定的.
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为了获得所需的反对易子

[︁
𝜓𝛼(x, 𝑡), 𝜓𝛽(y, 𝑡)

]︁
+
=
[︁
𝜓𝛼(x, 𝑡), 𝜋𝛾(y, 𝑡)

]︁
+
(𝛾0)𝛾𝛽

= 𝑖(𝛾0)𝛼𝛽𝛿
3(x− y) , (7.5.47)

[︁
𝜓𝛼(x, 𝑡), 𝜓𝛽(y, 𝑡)

]︁
+
= 0 , (7.5.48)

我们必须采取这样的反对易关系

[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑎†(p′, 𝜎′)

]︁
+
=
[︁
𝑏(p, 𝜎), 𝑏†(p′, 𝜎′)

]︁
+
= 𝛿3(p′ − p)𝛿𝜎′𝜎 (7.5.49)

[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑎(p′, 𝜎′)

]︁
+
=
[︁
𝑏(p, 𝜎), 𝑏(p′, 𝜎′)

]︁
+
=

[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑏(p′, 𝜎′)

]︁
+
=
[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑏†(p′, 𝜎′)

]︁
+
= 0 , (7.5.50)

以及它们的伴. 这些与第5章所获得的结果是一致的, 它们证明了(7.5.37)是自旋1
2的正确哈密顿量.

以𝑎和𝑏的形式, 这个哈密顿量是

𝐻0 =
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝 𝑝0

(︁
𝑎(p, 𝜎)𝑎†(p, 𝜎)− 𝑏(p, 𝜎)𝑏†(p, 𝜎)

)︁
. (7.5.51)

我们可以将其重写成一个更加常见的哈密顿量, 加上另一个无限大c-数**

𝐻0 =
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3p 𝑝0

[︁
𝑎(p, 𝜎)𝑎†(p, 𝜎) + 𝑏†(p, 𝜎)𝑏(p, 𝜎)− 𝛿3(p− p)

]︁
. (7.5.52)

仅当我们担心引力现象时, 方程(7.5.52)中的c-数项才是重要的; 否则, 就像标量场那样, 我们可以

在这里把它扔掉, 既然它只影响与所有测量能量相比的零点能. 在这种情况下, 𝐻0是正定算符, 就

像玻色子那样.

7.6 约束与Dirac括号

从拉格朗日量导出哈密顿的主要障碍是约束的出现. 这一问题的标准分析是由Dirac5的工作

之一, 我们将在这里沿用他的术语. 对于本章所讨论的简单理论, 很容易辨认出非约束的正则场,

Dirac分析不是真正必要的. 为了进行说明, 我们在这里将使用有质量的实矢量场理论, 在下一章

回到Dirac的方法上来, 在那里它是真正有用的.

初级约束(primary constraints)要么是强加在系统之上的(例如我们在下一场为电磁场选择规

范), 要么源于拉格朗日量自身的结构. 对于后一类的例子, 考察有质量矢量场𝑉 𝜇与流𝐽𝜇相互作用

的拉格朗日量(7.5.11):

L = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

2
𝑚2𝑉𝜇𝑉

𝜇 + 𝐽𝜇𝑉
𝜇 (7.6.1)

其中

𝐹𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝑉𝜈 − 𝜕𝜈𝑉𝜇 . (7.6.2)

**注意c-数项的负号. 被称为超对称4的猜测对称性以𝐻0中的c-数全部抵消的方式连接玻色场和费米场的数目.
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假定我们尝试在同一基上处理𝑉 𝜇的全部4个分量. 那么我们应该定义共轭

Π𝜇 ≡ 𝜕L

𝜕(𝜕0𝑉𝜇)
= −𝐹 0𝜇 . (7.6.3)

我们立即找到主约束:

Π0 = 0 . (7.6.4)

更普遍地, 只要无法从方程Πℓ = 𝛿𝐿/𝛿𝜕0Ψ
ℓ以Πℓ和Ψℓ的形式(至少使定域地)解出所有的𝜕0Ψ

ℓ, 我们

就会遇到初级约束. 当且仅当矩阵𝛿2𝐿/𝛿(𝜕0Ψ
ℓ)𝛿(𝜕0Ψ

𝑚)的行列式为零时将是这样的情况. 这种拉

格朗日量被称为非正则的(irreglar).

接下来, 有次级约束(secondary constraints), 它源于初级约束要与运动方程一致的要求. 对

于有质量矢量场, 这正是𝑉 0的Euler-Lagrange方程(7.5.16):

𝜕𝑖Π𝑖 = 𝑚2𝑉 0 − 𝐽0 . (7.6.5)

在这里我们就此结束, 但是在其它理论中, 通过要求次级约束与场方程的一致性, 依次类推, 我们

会遇到进一步的约束. 初级, 次级等约束之间的区别是不重要的; 我们在这里一起处理它们.

在特定类型的约束之间存在更加重要的另一区别. 对于有质量矢量场, 我们所发现的约束是

被称为第二类约束的一种, 对于这类约束, 存在对易关系的通用方法. 为了解释第一类约束与第二

类约束之间的区别, 以及用于处理第二类约束的方法, 先回顾一下经典力学的Poisson括号定义是

有用的.

考察依赖于一组变量Ψ𝑎(𝑡)及其时间导数Ψ̇𝑎(𝑡)的任意拉格朗日量𝐿(Ψ, Ψ̇). (量子场论的拉格

朗日量是特殊情况, 其指标𝑎取遍所有的ℓ,x对.) 我们可以通过

Π𝑎 ≡
𝜕𝐿

𝜕Ψ̇𝑎
(7.6.6)

定义所有这些变量的正则共轭. Π和Ψ一般不是独立变量, 但转而可以通过几个约束方程关联, 其

中既有初级又有次级. 那么Poisson括号定义为

[𝐴,𝐵]P ≡ 𝜕𝐴

𝜕Ψ𝑎

𝜕𝐵

𝜕Π𝑎
− 𝜕𝐵

𝜕Ψ𝑎

𝜕𝐴

𝜕Π𝑎
(7.6.7)

其中, 在计算对Ψ𝑎和Π𝑎的导数时忽略了约束. 特别地, 我们总有[Ψ𝑎,Π𝑏]P = 𝛿𝑎𝑏 . (这里及其之后的

所有场都取为同一时刻, 并扔掉了所有的时间变量.) 这些括号有着与对易子相同的代数性质:

[𝐴,𝐵]P = −[𝐵,𝐴]P , (7.6.8)

[𝐴,𝐵𝐶]P = [𝐴,𝐵]P𝐶 +𝐵[𝐴,𝐶]P , (7.6.9)

包括Jacobi等式

[𝐴, [𝐵,𝐶]P]P + [𝐵, [𝐶,𝐴]P]P + [𝐶, [𝐴,𝐵]P]P = 0 . (7.6.10)

如果我们能采用通常的对易关系[Ψ𝑎,Π𝑏] = 𝑖𝛿𝑎𝑏 , [Ψ
𝑎,Ψ𝑏] = [Π𝑎,Π𝑏] = 0, 那么Ψ和Π的任意两个函

数的对易子将是[𝐴,𝐵] = 𝑖[𝐴,𝐵]P. 但是约束不总是允许这样.

一般而言, 约束可以表示成𝜒𝑁 = 0的形式, 其中𝜒𝑁是Ψ和Π的一组函数. 因为我们把次级约

束与初级约束一同纳入进来, 所有约束的集合与运动方程�̇� = [𝐴,𝐻]P必须一致, 因而当约束方

程𝜒𝑁 = 0被满足时,

[𝜒𝑁 , 𝐻]P = 0 . (7.6.11)
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当(在计算Poisson括号之后)我们附加约束时, 如果它与所有其它约束的Poisson括号为零, 我

们则称它为第一类约束. 在下一章电磁场的量子化中, 我们将看到该类约束的一个简单例子, 其中

第一类约束源于作用量的对称性, 电磁规范不变性. 事实上, 第一类约束𝜒𝑁 = 0的集合总是与一

个对称群相联系, 在该群下, 任意量𝐴经受一个无限小变换

𝛿𝑁𝐴 ≡
∑︁

𝑁

𝜖𝑁 [𝜒𝑁 , 𝐴]P . (7.6.12)

(在场论中, 它们是定域变换, 这是因为指标𝑁包含坐标.) 方程(7.6.11)表明这个变换保持哈密顿量

不变, 并且对于第一类约束, 它也遵循所有约束. 这种第一类约束可以通过规范的选择消除.

在所有第一类约束被规范选择消除后, 剩下的约束方程𝜒𝑁 = 0使得这些约束彼此之间

的Poisson括号的线性组合
∑︀

𝑁 𝑢𝑁 [𝜒𝑁 , 𝜒𝑀 ]不为零. 由此得出剩余约束的Poisson括号的矩阵是非

奇异的:

Det𝐶 ̸= 0 , (7.6.13)

其中

𝐶𝑁𝑀 ≡ [𝜒𝑁 , 𝜒𝑀 ]P . (7.6.14)

这类约束被称为第二类约束. 注意到第二类约束的个数总是偶数, 这是因为一个奇数维的反对称

矩阵的行列式必为零.

正如我们所看到的, 在有质量矢量场的情况下, 约束是

𝜒1x = 𝜒2x = 0 , (7.6.15)

其中

𝜒1x = Π0(x) , 𝜒2x = 𝜕𝑖Π𝑖(x)−𝑚2𝑉 0(x)− 𝐽0(x) . (7.6.16)

这些约束的Poisson括号是

𝐶1x,2y = −𝐶2y,1x = [𝜒1x, 𝜒2y]P = 𝑚2𝛿3(x− y) (7.6.17)

并且, 显然有,

𝐶1x,1y = 𝐶2x,2y = 0 . (7.6.18)

这个“矩阵”显然是不奇异的, 所以约束(7.6.15)是第二类约束.

Dirac提出, 当所有约束是第二类时, 对易关系将由

[𝐴,𝐵] = 𝑖[𝐴,𝐵]D , (7.6.19)

给出, 其中[𝐴,𝐵]D是Poisson括号的推广, 称为Dirac括号:

[𝐴,𝐵]D ≡ [𝐴,𝐵]P − [𝐴,𝜒𝑁 ]P(𝐶
−1)𝑁𝑀 [𝜒𝑀 , 𝐵]P . (7.6.20)

(这里𝑁和𝑀是包含空间位置的混合指标, 其取得值类似矢量场例子中的1,x和2,x.) 他注意

到Dirac括号像Poisson括号一样, 满足与对易子相同的代数关系

[𝐴,𝐵]D = −[𝐵,𝐴]D , (7.6.21)
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[𝐴,𝐵𝐶]D = [𝐴,𝐵]D𝐶 +𝐵[𝐴,𝐶]D , (7.6.22)

[𝐴, [𝐵,𝐶]D]D + [𝐵, [𝐶,𝐴]D]D + [𝐶, [𝐴,𝐵]D]D = 0 , (7.6.23)

以及关系

[𝜒𝑁 , 𝐵]D = 0 (7.6.24)

这使得对易关系(7.6.19)与约束𝜒𝑁 = 0一致. 另外, 如果方程𝜒′
𝑁 = 0与𝜒𝑁 = 0定义了相同的相空

间子流形, 那么将𝜒𝑁换成𝜒
′
𝑁不会改变Dirac括号. 但是所有这些良好的性质并没有证明对易子真

的以Dirac括号的形式由方程(7.6.19)给出.

若非Maskawa(益川)和Nakajima(中岛)6所证明的一个强有力定理解决了一切, 这个问题是值

得注意的. 他们证明了, 对于任何一组有第二类约束指派的正则变量Ψ𝑎和Π𝑎, 总可以通过一个正

则变换*构建两组变量𝑄𝑛,Q𝑟和它们各自的共轭𝑃𝑛,P𝑟, 使得约束变成Q𝑟 = P𝑟 = 0. 利用这些坐

标计算Poisson括号, 并将约束函数重定义为𝜒1𝑟 = Q𝑟, 𝜒2𝑟 = P𝑟, 我们有

𝐶1𝑟,2𝑠 = [Q𝑟,P𝑠]P = 𝛿𝑟𝑠 ,

𝐶1𝑟,1𝑠 = [Q𝑟,Q𝑠]P = 0 , 𝐶2𝑟,2𝑠 = [P𝑟,P𝑠]P = 0 ,

并且对于任意函数𝐴,𝐵

[𝐴,𝜒1𝑟]P = − 𝜕𝐴

𝜕P𝑟
, [𝐴,𝜒2𝑟]P =

𝜕𝐴

𝜕Q𝑟
,

这个𝐶-矩阵由逆𝐶−1 = −𝐶, 所以Dirac括号(7.6.20)在这里是

[𝐴,𝐵]D = [𝐴,𝐵]P + [𝐴,𝜒1𝑟]P[𝜒2𝑟, 𝐵]P − [𝐴,𝜒2𝑟]P[𝜒1𝑟, 𝐵]P

= [𝐴,𝐵]P − 𝜕𝐴

𝜕Q𝑟

𝜕𝐵

𝜕P𝑟
+

𝜕𝐵

𝜕Q𝑟

𝜕𝐴

𝜕P𝑟

=
𝜕𝐴

𝜕𝑄𝑛
𝜕𝐵

𝜕𝑃𝑛
− 𝜕𝐵

𝜕𝑄𝑛
𝜕𝐴

𝜕𝑃𝑛
. (7.6.25)

换句话说, Dirac括号等于以约化非约束正则变量组𝑄𝑛, 𝑃𝑛计算的Poisson括号. 如果我们假定这些

非约束变量满足正则对易关系, 那么普遍算符𝐴,𝐵的对易子由方程(7.6.19)以Dirac括号的形式给

出.**

我们现在回到有质量矢量场的情况, 来看一下使用Dirac括号它是如何被量子化的. 在这

个情况下, 很容易以非约束变量†𝑉𝑖和Π𝑖的形式表示约束变量𝑉
0和Π0; 我们有Π0 = 0, 而𝑉 0由方

程(7.6.5)给出. 从方程(7.6.17)和(7.6.18), 我们看到𝐶𝑁𝑀在这里有逆

(𝐶−1)1x,2y = −(𝐶−1)2y,1x = −𝑚−2𝛿3(x− y) , (7.6.26)

*回顾一下正则变换, 正则变换是指从一组相空间坐标Ψ𝑎,Π𝑎到另一相空间坐标Ψ̃𝑎,Π̃𝑎的变换, 并使得[Ψ̃𝑎, Π̃𝑏]P =

𝛿𝑎𝑏且[Ψ̃𝑎, Ψ̃𝑏]P = [Π̃𝑎, Π̃𝑏] = 0, 其中Poisson括号以Ψ𝑎和Π𝑎的形式计算. 由此得出, 无论是以Ψ𝑎和Π𝑎的形式计算,

还是以Ψ̃𝑎,Π̃𝑎的形式计算, 任意函数𝐴,𝐵的Poisson括号都是相同的. 也得出如果Ψ𝑎和Π𝑎满足哈密顿运动方程, 那

么Ψ̃𝑎和Π̃𝑎也满足同一哈密顿量的运动方程. 正则变换改变的拉格朗日量, 但只改变的一个时间导数, 而这是不影响作

用量的.
**对于由Maskawa-Nakajima正则变换所构建的非约束正则变量𝑄𝑛, 𝑃𝑛, 我们是否应该采用正则对易关系依旧是个

开放问题. 根本上, 这种对易关系的检验是它们与第5章所导出的自由场对易关系的一致性, 但是为了使用这个检验, 我

们需要知道𝑄𝑛和𝑃𝑛是什么. 在本章的附录中, 我们展示了两大类理论, 对于这些理论, 我们能够辨认出非约束的𝑄和𝑃 ,

使得Dirac对易关系(7.6.19)可以从𝑄和𝑃的普通正则对易关系得出. 我们也将证明, 在这些情况下, 以非约束Ψ和Π的形

式定义的哈密顿量也可以写成约束变量的形式.
†这是附录的Part A中所讨论的理论的一种特殊情况.



· 236 · 第 7章 正则形式体系

(𝐶−1)1x,1y = (𝐶−1)2x,2y = 0 . (7.6.27)

因此Dirac处理(7.6.19), (7.6.20)得出了等式对易子

[𝐴,𝐵] = 𝑖[𝐴,𝐵]P

+ 𝑖𝑚−2

∫︁
𝑑3𝑧

(︁
[𝐴,Π0(z)]P[𝜕𝑖Π𝑖(z)−𝑚2𝑉 0(z)− 𝐽0(z), 𝐵]P −𝐴↔ 𝐵

)︁
. (7.6.28)

通过定义, 我们有

[𝑉 𝜇(x),Π𝜈(y)]P = 𝛿3(x− y)𝛿𝜇𝜈 , [𝑉 𝜇(x), 𝑉 𝜈(y)]P = [Π𝜇(x),Π𝜈(y)]P = 0 . (7.6.29)

因此

[𝑉 𝑖(x), 𝑉 𝑗(y)] = [𝑉 0(x), 𝑉 0(y)] = 0 ,

[𝑉 𝑖(x), 𝑉 0(y)] = −𝑖𝑚−2𝜕𝑖𝛿
3(x− y) ,

[𝑉 𝑖(x),Π𝑗(y)] = 𝑖𝛿𝑖𝑗𝛿
3(x− y) , (7.6.30)

[𝑉 0(x),Π𝑗(y)] = [𝑉 𝜇(x),Π0(y)] = 0 ,

[Π𝜇(x),Π𝜈(y)] = 0

这些确实就是, 通过假定非约束变量满足通常的正则对易关系[𝑉 𝑖(x),Π𝑗(y)] = 𝑖𝛿𝑖𝑗𝛿
3(x − y),

[𝑉 𝑖(x), 𝑉 𝑗(y)] = [Π𝑖(x),Π𝑗(y)] = 0, 并使用约束去计算包含Π0和𝑉
0的对易子后, 我们将发现的对

易子.

7.7 场重定义与冗余耦合*

类似质量和𝑆-矩阵元的可观测量是与任意作用量中称为冗余参量的耦合参量无关的. 这是因

为这些参量的改变可以通过对简单地重定义场变量被抵消掉. 场的连续重定义, 例如无限小定域

变换Ψℓ(𝑥) → Ψℓ(𝑥) + 𝜖𝐹 ℓ(Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥)), 显然不影响该理论的任何可观测量,** 尽管, 理所应当

地, 它将改变场本身的矩阵元值.

我们如何分辨一个理论中参量的某个变分能否被场重定义所抵消呢? 连续的定域场重定义会

产生作用量的改变, 改变的形式为

𝛿𝐼[Ψ] = 𝜖
∑︁

ℓ

∫︁
𝑑4𝑥

𝛿𝐼[Ψ]

𝛿Ψℓ(𝑥)
𝐹 ℓ(Ψ(𝑥), 𝜕Ψ(𝑥), · · · ) . (7.7.1)

所以耦合参量𝑔𝑖中的任意改变𝛿𝑔𝑖, 若作用量中的改变形式为

∑︁

𝑖

𝜕𝐼

𝜕𝑔𝑖
𝛿𝑔𝑖 = −𝜖

∑︁

ℓ

∫︁
𝑑4𝑥

𝛿𝐼

𝛿Ψℓ(𝑥)
𝐹 ℓ(Ψ(𝑥), 𝜕Ψ(𝑥), · · · ) , (7.7.2)

那么它可以被场重定义抵消

Ψℓ(𝑥) → Ψℓ(𝑥) + 𝜖𝐹 ℓ(Ψ(𝑥), 𝜕𝜇Ψ(𝑥), · · · ) ,
*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。

**例如, 10.2节证明了, 只要乘以正确的场重整化常数, 且算符在真空与参与反应的粒子的单粒子态之间的矩阵元不

为零, 我们就可以从任意算符的编时乘积的真空期望值中获得𝑆-矩阵元.
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因而在任何可观测量上没有效应. 换句话说, 当我们改变一个参量时, 如果作用量的改变在我们使

用场方程𝛿𝐼/𝛿Φℓ = 0后为零, 那么这个耦合常数就是冗余的.

例如, 假定我们将标量场理论的拉格朗日量密度写成如下形式

L = −1
2𝑍(𝜕

𝜇Φ 𝜕𝜇Φ+𝑚2Φ2)− 1
24𝑔𝑍

2Φ4 .

常数𝑍是冗余耦合, 这是因为

𝜕𝐼

𝜕𝑍
= 1

2

∫︁
𝑑4𝑥 Φ(�Φ−𝑚2Φ− 1

6𝑔𝑍Φ
3) ,

并且, 当我们使用场方程时

�Φ−𝑚2Φ = 1
6𝑔𝑍Φ

3 ,

这是为零的. 另一方面, 裸质量𝑚和耦合𝑔都不是冗余的, 并且𝑚和𝑔的函数也不是冗余的.

在这个例子中, 为了抵消𝑍的改变所需要的场重定义就是一个尺度变换, 其中𝐹正比于Φ.(由

于这个原因, 𝑍被称为场重整化常数.) 这是保证该作用量的普遍形式不变的最普遍场变换. 但是对

于12.3节和12.4节所考察的更普遍的作用量, 其有任意个场和导数, 我们将不得不考察非线性场重

定义和线性场重定义, 并且, 该理论参量的一个无限大子集将是冗余的.

附录 从正则对易子到Dirac括号

在该附录中, 我们将证明, 在两类理论中, 将对易子给为Dirac括号乘以𝑖的公式是从约化变量

通常的正则对易关系得到的.

A

假定(就像在有质量矢量场𝑉 𝜇的情况中那样), 出现在拉格朗日量𝐿中的量子变量Ψ𝑎和Π𝑎可

以被分成两类:* 一组独立的正则变量(类似𝑉 𝑖(x))𝑄𝑛以及独立的正则共轭𝑃𝑛 = 𝜕𝐿/𝜕�̇�𝑛; 另一组

是Q𝑟(x)(类似𝑉 0), 它的时间导数不出现在拉格朗日量中. 初级约束是条件𝜒1𝑟 = 0, 其中

𝜒1𝑟 = P𝑟 (7.A.1)

是共轭于Q𝑟的变量. 次级约束从Q𝑟的运动方程0 = 𝜕𝐿/𝜕Q𝑟得出; 我们假定这些约束是“可解

的”——即, 它们可以写成𝜒2𝑟 = 0的形式, 其中𝜒2𝑟的形式如下

𝜒2𝑟 = Q𝑟 − 𝑓 𝑟(𝑄,𝑃 ) . (7.A.2)

(方程(7.6.5)提供了一个例子, 其以独立的𝑃 (这里是Π𝑖)和𝑄给出了𝑉
0.) 我们假定独立的𝑄和𝑃满

足通常的正则对易规则

[𝑄𝑛, 𝑃𝑚] = 𝑖𝛿𝑛𝑚 , [𝑄𝑛, 𝑄𝑚] = [𝑃𝑛, 𝑃𝑚] = 0 . (7.A.3)

*我们又一次使用一个紧凑的记号. 其中, 类似𝑎, 𝑛和𝑟的指标包含空间指标x和离散指标. 重复指标进行了求和和积

分. 所有的量子变量被理解成是在同一时刻计算的, 其中所有通常的时间变量都被扔掉了. 量Q𝑟与7.2节所引入的𝐶𝑟是

相同的.
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约束𝜒2𝑟 = 0给出包含Q的对易子:

[Q𝑟, 𝑄𝑛] = −𝑖 𝜕𝑓
𝑟

𝜕𝑃𝑛
, [Q𝑟, 𝑃𝑛] = 𝑖

𝜕𝑓 𝑟

𝜕𝑄𝑛
, (7.A.4)

[Q𝑟,Q𝑠] = 𝑖Γ𝑟𝑠 , (7.A.5)

其中Γ𝑟𝑠是Poisson括号

Γ𝑟𝑠 ≡ [𝑓 𝑟, 𝑓𝑠]P , (7.A.6)

并且, 理所应当地, 所有包含P𝑟的对易子为零:

[P𝑟, 𝑄
𝑛] = [P𝑟, 𝑃𝑛] = [P𝑟,Q

𝑠] = [P𝑟,P𝑠] = 0 . (7.A.7)

现在我们来比较这些对易子与Dirac括号. 约束函数的Poisson括号是

𝐶1𝑟,1𝑠 ≡ [𝜒1𝑟, 𝜒1𝑠]P = 0 , (7.A.8)

𝐶1𝑟,2𝑠 ≡ −𝐶2𝑠,1𝑟 ≡ [𝜒1𝑟, 𝜒2𝑠]P = −𝛿𝑟𝑠 , (7.A.9)

𝐶2𝑟,2𝑠 ≡ [𝜒2𝑟, 𝜒2𝑠]P = [𝑓 𝑟(𝑄,𝑃 ), 𝑓𝑠(𝑄,𝑃 )]P ≡ Γ𝑟𝑠 . (7.A.10)

(在有质量矢量场的例子中, Γ𝑟𝑠为零, 但是这里的讨论将同样适用于非零的Γ𝑟𝑠.) 很容易看到𝐶-矩

阵有逆

(𝐶−1)1𝑟,1𝑠 = Γ𝑟𝑠 , (𝐶−1)2𝑟,2𝑠 = 0 ,

(𝐶−1)1𝑟,2𝑠 = −(𝐶−1)2𝑠,1𝑟 = 𝛿𝑟𝑠 .
(7.A.11)

另外, 任意函数𝐴与约束函数的Poisson括号是

[𝐴,𝜒1𝑟]P =
𝜕𝐴

𝜕Q𝑟
, [𝐴,𝜒2𝑟]P = − 𝜕𝐴

𝜕P𝑟
− [𝐴, 𝑓 𝑟(𝑄,𝑃 )]P .

因此Dirac括号是

[𝐴,𝐵]D = [𝐴,𝐵]P − 𝜕𝐴

𝜕Q𝑟

𝜕𝐵

𝜕P𝑟
+

𝜕𝐵

𝜕Q𝑟

𝜕𝐴

𝜕P𝑟

+
𝜕𝐴

𝜕Q𝑟
Γ𝑟𝑠

𝜕𝐵

𝜕Q𝑠
− 𝜕𝐴

𝜕Q𝑟
[𝐵, 𝑓 𝑟]P + [𝐴, 𝑓 𝑟]P

𝜕𝐵

𝜕Q𝑟
. (7.A.12)

现在, 如果𝐴和𝐵都只是独立正则变量𝑄𝑛和𝑃𝑛的函数, 那么𝜕𝐴/𝜕Q𝑟 = 𝜕𝐵/𝜕Q𝑟 = 0, 所

以Dirac括号等于Poisson括号. 特别地,

[𝑄𝑛, 𝑃𝑚]D = 𝛿𝑛𝑚 , [𝑄𝑛, 𝑄𝑚]D = [𝑃𝑛, 𝑃𝑚]D = 0 . (7.A.13)

当𝐴是Q𝑟而𝐵是𝑄和𝑃的函数, 方程(7.A.12)右边仅第五项有贡献. 特别地

[Q𝑟, 𝑄𝑛]D = − 𝜕𝑓 𝑟

𝜕𝑃𝑛
, [Q𝑟, 𝑃𝑛]D = +

𝜕𝑓 𝑟

𝜕𝑄𝑛
. (7.A.14)

当𝐴和𝐵都是Q, 我们仅有第四项

[Q𝑟,Q𝑠]D = Γ𝑟𝑠 . (7.A.15)

最后, 当𝐴是P𝑟而𝐵任意, 我们仅有第一项和第三项, 其相互抵消:

[P𝑟, 𝐵]D = [P𝑟, 𝐵]P +
𝜕𝐵

𝜕Q𝑟
= 0 . (7.A.16)

比较方程(7.A.13)—(7.A.16)与方程(7.A.3)—(7.A.7),这说明了,在任何情况下,对易子等于Dirac括

号乘以𝑖. 这是唯一所期待的, 这是因为, 正如7.6节所评述的, 所有包含约束函数的Dirac括号为零,

所以包含Q𝑟和/或P𝑠是通过使用约束方程将Q𝑟和/或P𝑠表示成独立𝑄和𝑃的形式给出的.
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B

接下来考察这样的情况, 约束形式取为Ψ𝑎上的条件𝜒1𝑟(Ψ) = 0, 其可以通过将它们表示成更

小的一组非约束变量𝑄𝑛的形式解出, 以及数量相等的Π𝑎上的额外条件𝜒2𝑟(Π) = 0, 其可以通过

将Π𝑎表示成更小的一组非约束𝑃𝑛的形式解出. (我们将在下一章看到一个例子, 其中Ψ𝑎上的约束

是用来消除第一类约束的规范固定条件, 而Π𝑎是第二类约束, 其源于第一类约束与场方程的一致

性.) 我们假定无约束变量满足通常的正则对易关系[𝑄𝑛, 𝑃𝑚] = 𝑖𝛿𝑛𝑚, [𝑄
𝑛, 𝑄𝑚] = [𝑃𝑛, 𝑃𝑚] = 0. 被

约束动量与无约束动量的关联为

𝑃𝑛 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑛
=

𝜕𝐿

𝜕Ψ̇𝑏

𝜕Ψ𝑏

𝜕𝑄𝑛
= Π𝑏

𝜕Ψ𝑏

𝜕𝑄𝑛
. (7.A.17)

由此得出

[Ψ𝑎,Π𝑏]
𝜕Ψ𝑏

𝜕𝑄𝑛
= [Ψ𝑎, 𝑃𝑛] = 𝑖

𝜕Ψ𝑎

𝜕𝑄𝑛

或者, 换种形式,

{[Ψ𝑎,Π𝑏]− 𝑖𝛿𝑎𝑏 }
𝜕Ψ𝑏

𝜕𝑄𝑛
= 0 . (7.A.18)

现在, 对于所有的𝑄, Ψ𝑎 = Ψ𝑎(𝑄)满足约束𝜒1𝑟(Ψ) = 0, 所以

𝜕𝜒1𝑟

𝜕Ψ𝑏

𝜕Ψ𝑏

𝜕𝑄𝑛
= 0 . (7.A.19)

进一步, 矢量(𝑉𝑟)𝑏 ≡ 𝜕𝜒1𝑟/𝜕Ψ
𝑏构成垂直于所有矢量(𝑈𝑛)

𝑏 ≡ 𝜕Ψ𝑏/𝜕𝑄𝑛的一个完全集, 这是因为,

如果存在某些其它矢量𝑉𝑏, 使得对于所有的𝑛, 𝑉𝑏(𝑈𝑛)
𝑏 = 0, 那么将会有Ψ𝑎上的额外约束. 因此方

程(7.A.18)暗示着

[Ψ𝑎,Π𝑏] = 𝑖𝛿𝑎𝑏 + 𝑖𝑐𝑎𝑟
𝜕𝜒1𝑟

𝜕Ψ𝑏
(7.A.20)

其中𝑐𝑎𝑟是未知常数. 为了决定这些常数, 我们使用其它约束, 即𝜒2𝑟(Π) = 0. 它得出

0 = [Ψ𝑎, 𝜒2𝑟(Π)] = 𝑖[Ψ𝑎,Π𝑏]
𝜕𝜒2𝑟(Π)

𝜕Π𝑏
.

利用方程(7.A.20), 我们就有

𝜕𝜒2𝑟(Π)

𝜕Π𝑎
= −𝑐𝑎𝑠

𝜕𝜒1𝑠(Ψ)

𝜕Ψ𝑏

𝜕𝜒2𝑟(Π)

𝜕Π𝑏
. (7.A.21)

我们辨认出乘以𝑐𝑎𝑠的因子就是Poisson括号

𝜕𝜒1𝑠(Ψ)

𝜕Ψ𝑏

𝜕𝜒2𝑟(Π)

𝜕Π𝑏
= [𝜒1𝑠, 𝜒2𝑟]P ≡ 𝐶1𝑠,2𝑟 .

另外, 由于𝜒1𝑠只依赖于Ψ而𝜒2𝑟只依赖于Π, 它们是约束的唯一不为零的Poisson括号, 所以

𝐶1𝑟,1𝑠 = 𝐶2𝑟,2𝑠 = 0 .

因此方程(7.A.21)可以被写成
𝜕𝜒𝑁
𝜕Π𝑎

= −𝑐𝑎𝑠𝐶1𝑠,𝑁 (7.A.22)
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其中𝑁取遍所有的约束函数. 对于第二类约束, 其有唯一解

𝑐𝑎𝑠 = −𝜕𝜒𝑁
𝜕Π𝑎

(𝐶−1)𝑁,1𝑠 = −𝜕𝜒2𝑟

𝜕Π𝑎
(𝐶−1)2𝑟,1𝑠 . (7.A.23)

在方程(7.A.20)中使用上式证明了

[Ψ𝑎,Π𝑏] = 𝑖

[︂
𝛿𝑎𝑏 −

𝜕𝜒2𝑟

𝜕Π𝑎
(𝐶−1)2𝑟,1𝑠

𝜕𝜒1𝑠

𝜕Ψ𝑏

]︂
. (7.A.24)

Ψ𝑎和Π𝑏与与约束函数的Poisson括号是

[Ψ𝑎, 𝜒1𝑟]P = 0 , [Ψ𝑎, 𝜒2𝑟]P =
𝜕𝜒2𝑟

𝜕Π𝑎
,

[𝜒1𝑟,Π𝑏]P =
𝜕𝜒1𝑟

𝜕Ψ𝑏
, [𝜒2𝑟,Π𝑏]P = 0 ,

(7.A.25)

所以方程(7.A.24)右边括号中的等式是Dirac括号

[Ψ𝑎,Π𝑏] = 𝑖[Ψ𝑎,Π𝑏]D , (7.A.26)

这正是所要证明的. 另外, 我们可以轻松地看到, 由于𝐶−1没有11分量和22分量, 其余的Dirac括号

是

[Ψ𝑎,Ψ𝑏]D = [Π𝑎,Π𝑏]D = 0 , (7.A.27)

所以, 平庸地有

[Ψ𝑎,Ψ𝑏] = 𝑖[Ψ𝑎,Ψ𝑏]D , [Π𝑎,Π𝑏] = 𝑖[Π𝑎,Π𝑏]D . (7.A.28)

* * *

除了对易规则, 我们还需要一个哈密顿量的显式公式. 通常的正则形式体系告诉我们取

𝐻 = 𝑃𝑛�̇�
𝑛 − 𝐿 , (7.A.29)

求和取遍所有独立的正则变量. 在该附录所考察的两类理论中, 哈密顿量可以以约束变量的形式

写成

𝐻 = Π𝑎Ψ̇
𝑎 − 𝐿 . (7.A.30)

对于A类理论, 这是平庸的; 对𝑎的求和取遍了, 所有Ψ𝑛 = 𝑄𝑛和Π𝑛 = 𝑃𝑛是独立正则变量的𝑛值, 以

及所有Π𝑟 = P𝑟 = 0的𝑟值. 对于B类理论, 我们注意到方程(7.A.17)给出

𝑃𝑛�̇�
𝑛 = Π𝑏

𝜕Ψ𝑏

𝜕𝑄𝑛
�̇�𝑛 = Π𝑏Ψ̇

𝑏

其又一次给出了方程(7.A.30).
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gique 6, 30 1930.

[3] 参看S. Weinberg, Gravitation and Cosmology (Wiley, New York, 1972): Chapter 12.

[4] 参看J. Wess and J. Bagger, Supersymmetry and Supergravity (Princeton Univercity Press,

Princeton 1983), 以及在那里所引用的原始文献.

[5] P. A. M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics (Yeshiva University, New York, 1964). 另

见P. A. M. Dirac, Can. J. Math. 2, 129 (1950); Proc. Roy. Soc. London, ser. A, 246, 326

(1958); P. G. Bergmann, Helv. Phys. Acta Suppl. IV, 79 (1956).

[6] T. Maskawa and H. Nakajima, Prog. Theor. Phys. 56, 1295 (1976). 我很感谢J. Feinberg让

我知道了这个文献.



· 242 · 第 7章 正则形式体系



第 8 章 电动力学

量子电动力学的原始方法是视Maxwell的经典电磁理论理所应当, 并量子化它. 读者可能不会

惊讶本书会走上一个不同的道路.我们将先从公式化有自旋无质量粒子的量子理论时产生的特殊

困难中推断出规范对称原理的必要性, 然后从规范对称原理推断出电动力学的主要特征. 在那之

后, 我们将跟随一个更加方便的现代方法, 在这个方法中, 将视规范对称性为出发点, 并用它推断

出用以描述单位自旋无质量粒子的矢势的存在.

现在谈论这两个方法中的那一个对应自然的逻辑顺序还为时尚早. 大多数的理论家倾向于取

规范对称性为出发点, 但是在现代弦理论中,1 讨论走向了另一条道路; 首先发现无质量的态以及

弦的简正模中的单位自旋, 然后从此推断出描述这类粒子的有效场论的规范对称性. 无论如何, 正

如我们将看到的, 利用那一种方法都会导出Maxwell理论的量子版本, 这仍是一个成功的量子场论

的经典案例.

8.1 规范对称性

在构建螺度±1的无质量粒子的协变自由场时, 我们遇到了问题, 我们从回顾这个问题出发.

在5.9节, 我们看到对于这类粒子, 构建一个反对称张量自由场𝑓𝜇𝜈(𝑥)是不存在困难的. 这个场可以

表示成4-势𝑎𝜇(𝑥)的形式, 由方程(5.9.23)给定, 经由一个熟悉的关系

𝑓𝜇𝜈(𝑥) = 𝜕𝜇𝑎𝜈(𝑥)− 𝜕𝜈𝑎𝜇(𝑥) . (8.1.1)

然而, 方程(5.9.31)证明了𝑎𝜇(𝑥)按照一个4-矢变换, 但相差一个规范变换

𝑈0(Λ)𝑎𝜇(𝑥)𝑈
−1
0 (Λ) = Λ 𝜈

𝜇 (𝑥)𝑎𝜈(Λ𝑥) + 𝜕𝜇Ω(𝑥,Λ) . (8.1.2)

事实上, 不可能将一个真正的4-矢构建为螺度为±1的产生湮灭算符的线性组合. 这是理解在有质

量矢量场的传播子中在𝑚 = 0处出现奇异的一种方法

Δ𝜇𝜈(𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞 𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦)

𝜂𝜇𝜈 + 𝑞𝜇𝑞𝜈/𝑚
2

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
,

这阻止我们通过取自旋1的有质量粒子理论的𝑚→ 0极限来处理螺度±1的无质量粒子.

通过要求所有相互作用仅包含*𝐹𝜇𝜈(𝑥) ≡ 𝜕𝜇𝐴𝜈(𝑥)− 𝜕𝜈𝐴𝜇(𝑥)以及它的导数, 而不是𝐴𝜇(𝑥), 我

们可以避免这些问题, 但这不是最普遍的可能性, 也不是自然中所实现的方式. 取代禁止𝐴𝜇(𝑥)出

现在作用量中, 我们应该转而要求作用量的物质部分𝐼𝑀以及它与辐射的相互作用部分在普遍的规

范变换下不变

𝐴𝜇(𝑥) → 𝐴𝜇(𝑥) + 𝜕𝜇𝜖(𝑥) (8.1.3)

*我们现在对电磁势矢量以及场强张量使用𝐴𝜇和𝐹𝜇𝜈 , 这是因为它们是相互作用场.
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(至少在物质场满足场方程时) 使得方程(8.1.2)中的额外项没有效应. 物质作用量在变换(8.1.3)下

的改变可以写成

𝛿𝐼𝑀 =

∫︁
𝑑4𝑥

𝛿𝐼𝑀
𝛿𝐴𝜇(𝑥)

𝜕𝜇𝜖(𝑥) . (8.1.4)

因此, 𝐼𝑀的Lorentz不变性要求

𝜕𝜇
𝛿𝐼𝑀

𝛿𝐴𝜇(𝑥)
= 0 . (8.1.5)

如果𝐼𝑀仅包含𝐹𝜇𝜈(𝑥)和它的导数, 以及物质场, 这是平庸正确的. 在这个情况下

𝛿𝐼𝑀
𝛿𝐴𝜇(𝑥)

= 2𝜕𝜈
𝛿𝐼𝑀

𝛿𝐹𝜇𝜈(𝑥)
.

但如果𝐼𝑀包含𝐴𝜇(𝑥)本身, 那么方程(8.1.5)是理论上的一个不平庸约束.

现在, 哪一类理论将提供给我们能与场𝐴𝜇(𝑥)耦合的守恒流? 我们在7.3节看到, 作用量的无限

小内部对称性暗示着守恒流的存在. 特别地, 如果变换**

𝛿Ψℓ(𝑥) = 𝑖𝜖(𝑥) 𝑞ℓΨ
ℓ(𝑥) (8.1.6)

对于常数的𝜖保持作用量不变, 那么对于一般的无限小函数𝜖(𝑥), 物质作用量的改变必须采取如下

的形式

𝛿𝐼𝑀 = −
∫︁
𝑑4𝑥 𝐽𝜇(𝑥)𝜕𝜇𝜖(𝑥) . (8.1.7)

当物质场满足它们的场方程时, 物质作用量相对于Ψℓ的任何变分都是稳定的, 所以在这一情况下,

(8.1.7)必须为零, 因而

𝜕𝜇𝐽
𝜇(𝑥) = 0 . (8.1.8)

特别地, 我们在7.3节看到, 如果𝐼𝑀是Ψℓ和𝜕𝜇Ψ
ℓ的某个函数L𝑀的积分, 那么守恒流给定为†

𝐽𝜇 = −𝑖
∑︁

ℓ

𝜕L𝑀

𝜕(𝜕𝜇Ψℓ)
𝑞ℓΨ

ℓ ,

并且这生成了变换(8.1.6), 也就是说

[𝑄,Ψℓ(𝑥)] = −𝑞ℓΨℓ(𝑥) , (8.1.9)

其中𝑄是时间独立荷算符

𝑄 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝐽0 . (8.1.10)

我们因而能通过耦合矢量场𝐴𝜇与守恒流𝐽
𝜇来构建Lorentz-不变理论, 也就是说𝛿𝐼𝑀/𝛿𝐴𝜇(𝑥)被取

成正比于𝐽𝜇(𝑥). 任何比例常数可以被吸收进荷𝑞ℓ的总尺度定义中, 所以我们可以简单地令这些量

相等:
𝛿𝐼𝑀

𝛿𝐴𝜇(𝑥)
= 𝐽𝜇(𝑥) . (8.1.11)

**因为现在所取的场变换矩阵是对角的, 在这里对场指标的求和使用求和约定是不方便的, 所以在方程(8.1.6)中没有

求和.
†Ψℓ在这里被理解成取遍除𝐴𝜇以外的所有独立场. 我们使用大写的𝜓是为了表明它们是Heisenberg-绘景场, 其时间

相关性包含相互作用的效应. 当然, 这一Ψℓ不要与态矢或波函数相混淆.
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电荷的守恒仅允许我们以它们任何一个值的形式确定所有荷的值, 通常取为电子荷, 记为−𝑒. 正
是方程(8.1.11)给出了𝑒值的明确含义.‡

要求(8.1.11)可以重述为一个不变性原理:1a 物质作用量在如下联合变换下不变

𝛿𝐴𝜇(𝑥) = 𝜕𝜇𝜖(𝑥) , (8.1.12)

𝛿Ψℓ(𝑥) = 𝑖𝜖(𝑥)𝑞ℓΨℓ(𝑥) . (8.1.13)

这类有着任意函数𝜖(𝑥)的对称性被称为定域对称性, 或者第二类规范不变性. 而在𝜖为常数的变换

下的对称性被称为整体对称性, 或者第一类规范对称性. 现在已经知道了几个精确的定域对称性,

但唯一的纯整体对称性表现为其它原理所迫使的偶然. (见12.5节.)

我们还没有讨论过光子本身的作用量. 作为一个猜测, 我们取其与有质量矢量场相同,

当𝑚 = 0:

𝐼𝛾 = −1
4

∫︁
𝑑4𝑥 𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 . (8.1.14)

这与经典电动力学中所使用的作用量是相同的, 但是真正的理由是它是(差一个常数)唯一的𝐹𝜇𝜈的

二次型规范不变泛函, 而没有更高的导数. 另外, 正如我们在下一节所看到的, 它导出了一个相容

的量子理论. 如果作用量中含有任何高阶导数项和/或𝐹𝜇𝜈的高阶项, 它们可以被归入我们所谓的

物质作用量. 利用方程(8.1.11)和(8.1.14), 电磁场的场方程现在变成

0 =
𝛿

𝛿𝐴𝜈
[𝐼𝛾 + 𝐼𝑀 ] = 𝜕𝜇𝐹

𝜇𝜈 + 𝐽𝜈 . (8.1.15)

我们将它们视为通常的带有流𝐽𝜈的非齐次Maxwell方程. 还存在另一组齐次Maxwell方程

0 = 𝜕𝜇𝐹𝜈𝜖 + 𝜕𝜖𝐹𝜇𝜈 + 𝜕𝜈𝐹𝜖𝜇 , (8.1.16)

其可以从定义𝐹𝜇𝜈 ≡ 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇直接导出.

在之上的讨论中, 我们从无质量自旋1粒子的存在出发, 然后推断出了物质作用量在定域变

换(8.1.12), (8.1.13)下的不变. 像往常呈现的那样, 推导可以采取相反的方向. 即, 从一个整体内部

对称性出发

𝛿Ψℓ(𝑥) = 𝑖𝜖𝑞ℓΨ
ℓ(𝑥) (8.1.17)

然后寻求为了将其提升为一个定域对称性必必须要做什么

𝛿Ψℓ(𝑥) = 𝑖𝜖(𝑥)𝑞ℓΨ
ℓ(𝑥) . (8.1.18)

如果拉格朗日量密度L仅依赖于场Ψℓ(𝑥)而不依赖于它们的导数, 那么𝜖是否是一个常数无关紧要;

𝜖为常数的不变性将暗示着𝜖为时空位置的函数的不变性. 但是所有真实的拉格朗日量确实包含场

导数, 并且在这里我们有一个问题, 场导数的变换与场本身不同:

𝛿𝜕𝜇Ψ
ℓ(𝑥) = 𝑖𝜖(𝑥)𝑞ℓ𝜕𝜇Ψ

ℓ(𝑥) + 𝑖𝑞ℓΨ
ℓ(𝑥)𝜕𝜇𝜖(𝑥) . (8.1.19)

为了抵消这里的第二项, 我们“发明”了一个矢量场𝐴𝜇(𝑥), 其变换规则是

𝛿𝐴𝜇(𝑥) = 𝜕𝜇𝜖(𝑥) (8.1.20)

‡当然, 仅在我们定义了如何归一化𝐴𝜇(𝑥)后, 方程(8.1.11)确定了𝑒的定义. 电磁场归一化的问题在10.4节研究.
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并要求拉格朗日量密度对𝜕𝜇Ψ
ℓ和𝐴𝜇的依赖性仅为如下的组合

𝐷𝜇Ψ
ℓ ≡ 𝜕𝜇Ψ

ℓ − 𝑖𝑞ℓ𝐴𝜇Ψ
ℓ , (8.1.21)

它的变换类似Ψℓ

𝛿𝐷𝜇Ψ
ℓ(𝑥) = 𝑖𝜖(𝑥)𝑞ℓ𝐷𝜇Ψ

ℓ(𝑥) . (8.1.22)

一个由Ψℓ和𝐷𝜇Ψ
ℓ构建的物质拉格朗日量密度L𝑀 (Ψ, 𝐷Ψ)如果在𝜖为常数的变换(8.1.18), (8.1.20)下

不变, 那么对于任意函数𝜖(𝑥)这也是不变的. 对于这类形式的拉格朗日量, 我们有

𝛿𝐼𝑀
𝛿𝐴𝜇

=
∑︁

ℓ

𝜕L𝑀

𝜕𝐷𝜇Ψℓ
(−𝑖𝑞ℓΨℓ) = −𝑖

∑︁

ℓ

𝜕L𝑀

𝜕 𝜕𝜇Ψℓ
𝑞ℓΨ

ℓ ,

这与方程(8.1.11)是相同的. (我们也能在L𝑀引入𝐹𝜇𝜈和它的导数.) 从这个观点来看, 由𝐴𝜇所描述

的粒子的无质量性是规范不变性的结果而不是一个假定: 拉格朗日量密度中的项−1
2𝑚

2𝐴𝜇𝐴
𝜇将违

反规范对称性.

8.2 约束与规范条件

电动力学的几个性质妨碍了我们像上一章中对有质量粒子的各种理论做的那样量子化这个理

论. 像往常一样, 我们可以定义电磁矢势的正则共轭为

Π𝜇 ≡ 𝜕L

𝜕(𝜕0𝐴𝜇)
. (8.2.1)

通常的量子化规则将给出

[𝐴𝜇(x, 𝑡),Π
𝜈(y, 𝑡)] = 𝑖𝛿𝜈𝜇𝛿

3(x− y)

但是在这里这是不可能的, 因为𝐴𝜇和Π𝜈服从于几个约束.

第一个约束缘于拉格朗日量密度独立于*𝐴0的时间导数, 因而

Π0(x) = 0 . (8.2.2)

这称为初级约束, 这是因为它是从拉格朗日量的结构中得出的. 这里也有次级约束, 其源于由初级

约束固定的量的场方程:**

𝜕𝑖Π
𝑖 = −𝜕𝑖

𝜕L

𝜕𝐹𝑖0
= − 𝜕L

𝜕𝐴0
= −𝐽0 , (8.2.3)

由于𝐹00 = 0, 扔掉了时间导数项. 即使物质作用量一般会依赖于𝐴0, 电荷密度仅依赖于正则物质

场†𝑄𝑛和它们的正则共轭𝑃𝑛:

𝐽0 = −𝑖
∑︁

ℓ

𝜕L

𝜕(𝜕0Ψℓ)
𝑞ℓΨ

ℓ = −𝑖
∑︁

𝑛

𝑃𝑛𝑞𝑛𝑄
𝑛 . (8.2.4)

*对于L𝛾 = −𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈/4, 我们有𝜕L𝛾/𝜕(𝜕0𝐴𝜇) = −𝐹 0𝜇, 由于𝐹𝜇𝜈是反对称的, 其对于𝜇 = 0为零. 对于仅包

含Ψℓ和𝐷𝜇Ψ
ℓ的物质拉格朗日量L𝑀 , 处理(8.1.21)告诉我们L𝑀不依赖于任何𝐴

𝜈的导数. 即使物质作用量也依赖

于𝐹𝜇𝜈𝑀 , 𝜕L𝑀/𝜕(𝜕𝜈𝐴𝜇)也将是对于𝜇和𝜈反对称的, 因而对于𝜇 = 𝜈 = 0, 其为零.
**像往常一样, 𝑖, 𝑗等取遍值1,2,3.
†由于字母源用完了, 我在这里不得不采用一个与上一章不同的记法. 符号𝑄𝑛和𝑃𝑛分别留作正则物质场以及它们的

正则共轭, 而正则电磁场和正则共轭是𝐴𝑖和Π𝑖.
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因此方程(8.2.3)是正则变量之间的泛函关系. 方程(8.2.2)和(8.2.3)均与通常假定[𝐴𝜇(x, 𝑡),Π
𝜈(y, 𝑡)]

= 𝑖𝛿𝜈𝜇𝛿
3(x− y)和[𝑄𝑛(x, 𝑡),Π𝜈(y, 𝑡)] = [𝑃𝑛(x, 𝑡),Π

𝜈(y, 𝑡)] = 0不一致.

在有质量矢量场论中, 我们遇到了类似的问题. 在那个情况下, 我们发现了处理它的两

个等价方式: 要么通过Dirac括号的方法, 要么更直接些, 仅把𝐴𝑖和Π𝑖处理为正则变量, 解出类

似(8.2.3)的方程, 以这些变量的形式计算𝐴0. 显然在这里我们不能使用Dirac括号; 约束函数𝜒在这

里是Π0和𝜕𝑖Π𝑖 + 𝐽0(与𝜕𝑖Π𝑖 −𝑚2𝐴0 + 𝐽0相比)以及那些显然有归零Poisson括号的量. 在Dirac的

术语中, 约束(8.2.2)和(8.2.3)是第一类. 我们无法通过以其它变量解出𝐴0进而将其作为动力学变

量消除它. 我们转而给出所有时刻的𝐴0, 方程(8.2.3)仅是个初始条件; 如果方程(8.2.3)在某个时刻

成立, 那么它对于所有时刻都成立, 这是因为(利用其它场𝐴𝑖的场方程), 我们有

𝜕0

[︂
𝜕𝑖
𝜕L

𝜕𝐹𝑖0
− 𝐽0

]︂
= −𝜕𝑖𝜕0

𝜕L

𝜕𝐹0𝑖
− 𝜕0𝐽

0

= +𝜕𝑖𝜕𝑗
𝜕L

𝜕𝐹𝑗𝑖
− 𝜕𝑖𝐽𝑖 − 𝜕0𝐽

0

那么流守恒条件给出

𝜕0

[︂
𝜕𝑖
𝜕L

𝜕𝐹𝑖0
− 𝐽0

]︂
= 0 . (8.2.5)

不应该惊奇的是, 在仅有三个场方程的情况下, 我们仍有𝐴𝜇的4个分量, 这是因为这个理论有一定

域对称性使得它, 原则上, 不可能从场在某一时刻的值或变化率推断出它们在任意时刻的值. 给定

场方程的任意解𝐴𝜇(x, 𝑡), 我们总能找到另一解𝐴𝜇(x, 𝑡)+ 𝜕𝜇𝜖(x, 𝑡), 其在𝑡 = 0时有相同的值和时间

导数(通过选择𝜖, 使得它的一阶导数和二阶导数在那时为零), 但在后来的时刻, 其与𝐴𝜇(x, 𝑡)不同.

由于𝐴𝜇(x, 𝑡)这个独特的任意性, 对𝐴𝜇(或者, 对于有限质量, 对A)直接应用正则量子化步

骤是不可能的. 解决这一困难的几个方法中, 有两个是特别有用的. 一个是现代的Lorentz不变

的BRST-量子化方法, 将在卷II讨论. 另一个, 将在这里说明, 是开拓理论的规范不变性, 取“选择

一个规范”. 即, 我们做一个有限的规范变换

𝐴𝜇(𝑥) → 𝐴𝜇(𝑥) + 𝜕𝜇𝜆(𝑥) , Ψℓ(𝑥) → exp
(︁
𝑖𝑞ℓ𝜆(𝑥)

)︁
Ψℓ(𝑥)

以在𝐴𝜇(𝑥)上强加一个条件, 这将允许我们使用正则量子化的方法. 如下是几个在不同的应用中发

现有用的规范:‡

Lorentz(或Landau)规范: 𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0

Coulomb规范: ∇ ·A = 0

时性规范: 𝐴0 = 0

轴向规范: 𝐴3 = 0

幺正规范: Φ为实

正则量子化步骤在轴向规范或Coulomb规范下最易处理, 但是Coulomb规范显然保留着旋转不变

性而轴向规范没有, 所以我们在这里采取Coulomb规范.2

为了验证这是可能的, 注意到如果𝐴𝜇不满足Coulomb规范条件, 那么假定我们选择𝜆使

得∇2𝜆 = −∇ ·A, 规范变换场𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜆就会满足这个条件. 从现在起, 我们假定已经做了这个变

换, 使得

∇ ·A = 0 . (8.2.6)

‡这里的Φ是任何𝑞 ̸= 0的复标量场; 当规范对称性被Φ的非零真空期望值自发破缺掉后, 使用这个规范条件.
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从现在起, 将我们自身限制在物质拉格朗日量L𝑀可以依赖物质场, 物质场的时间导数以

及𝐴𝜇, 但不依赖于𝐴𝜇的导数的理论中将是方便的. (标量场和Dirac场电动力学的标准理论有这

种类型的拉格朗日量.) 那么拉格朗日量中唯一依赖𝐹𝜇𝜈的项是动能项−1
4𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , 并且约束方

程(8.2.3)变成

− 𝜕𝑖𝐹
𝑖0 = 𝐽0 . (8.2.7)

与Coulomb规范条件(8.2.6)一起, 这给出

−∇2𝐴0 = 𝐽0 , (8.2.8)

其可以被解, 给出

𝐴0(x, 𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑦

𝐽0(y, 𝑡)

4𝜋 |x− y| . (8.2.9)

剩余自由度是𝐴𝑖, 其中𝑖 = 1, 2, 3, 服从规范条件∇ ·A = 0.

正如之前所提到的, 电荷密度仅依赖正则物质场𝑄𝑛与它们的正则共轭𝑃𝑛, 所以方程(8.2.9)表

示了辅助场𝐴0的一个显式解.

8.3 Coulomb规范中的量子化

电动力学在Coulomb规范的正则量子化仍然存在一个障碍. 即使在我们用方程(8.2.9)从正则

变量的名单中消除𝐴0(和Π0)后, 我们仍无法对𝐴𝑖和Π𝑖应用通常的正则对易关系, 这是因为在这些

变量上还存在两个约束.* 其中一个是Coulomb规范条件

𝜒1x ≡ 𝜕𝑖𝐴
𝑖(x) = 0 . (8.3.1)

另一个是次级约束方程(8.2.3), 其要求

𝜒2x ≡ 𝜕𝑖Π
𝑖(x) + 𝐽0(x) = 0 . (8.3.2)

这两个约束均不与通常的对易关系[𝐴𝑖(x),Π𝑗(y)] = 𝑖𝛿𝑖𝑗𝛿
3(x − y)相容, 这是因为无论是𝜕/𝜕𝑥𝑖还

是𝜕/𝜕𝑦𝑖作用在右边并不给出零.

这些约束属于称为第二类的约束, 对于这样的约束, 存在对易关系的一个通用处理, 在7.6节

讨论过. 注意约束函数有Poisson括号

𝐶1x,2y = −𝐶2y,1x ≡ [𝜒1x, 𝜒2y]P = −∇2𝛿3(x− y) ,

𝐶1x,1y ≡ [𝜒1x, 𝜒1y]P = 0 , (8.3.3)

𝐶2x,2y ≡ [𝜒2x, 𝜒2y]P = 0 ,

其中, 在这里, 对于任意函数𝑈和𝑉 ,

[𝑈, 𝑉 ]P ≡
∫︁
𝑑3𝑥

[︂
𝛿𝑈

𝛿𝐴𝑖(x)

𝛿𝑉

𝛿Π𝑖(x)
− 𝛿𝑉

𝛿𝐴𝑖(x)

𝛿𝑈

𝛿Π𝑖(x)

]︂
.

*在本节, 𝑖, 𝑗等取遍值1, 2, 3. 我们延续取所有算符于同一时刻的惯例, 并省略时间变量.



8.3 Coulomb规范中的量子化 · 249 ·

“矩阵”𝐶𝑁𝑀是非奇异的, 其将它们与第二类约束等同起来. 另外, 场变量𝐴𝑖可以被表示成独立正

则变量的形式, 例如, 其可以取为𝑄1x = 𝐴1(x), 𝑄2x = 𝐴2(x), 而𝐴3由方程(8.3.1)的解给定:

𝐴3(𝑥) = −
∫︁ 𝑥3

𝑑𝑠 [𝜕1𝐴
1(𝑥1, 𝑥2, 𝑠) + 𝜕2𝐴

2(𝑥1, 𝑥2, 𝑠)] .

利用方程(8.3.2), 𝐴𝑖的正则共轭Π𝑖同样可以被表示成𝑄1x和𝑄2x的正则共轭𝑃1x和𝑃2x的形式. 在这

样的情况下, 上一章附录的Part B告诉我们, 如果独立变量𝑄1x, 𝑄2x, 𝑃1x和𝑃2x满足通常的对易关

系, 那么约束变量与它们的正则共轭的对易子由相对应的Dirac括号(7.6.20)(除了一个因子𝑖)给定.

这一处理有着我们无须以独立变量显式地表示非独立变量的巨大优点.

为了计算Dirac括号, 我们注意到矩阵𝐶有逆

(𝐶−1)1x,2y = −(𝐶−1)2y,1x = −
∫︁

𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑒𝑖k·(x−y)

k2
= − 1

4𝜋 |x− y| ,

(𝐶−1)1x,1y = (𝐶−1)2x,2y = 0 .

(8.3.4)

另外, 𝐴𝑖和Π𝑖与约束函数的非零Poisson括号是

[𝐴𝑖(x), 𝜒2y]P = − 𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛿3(x− y)

以及

[Π𝑖(𝑥), 𝜒1y]P = +
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛿3(x− y) .

因此, 根据方程(7.6.19)与(7.6.20), 等时对易子是

[︁
𝐴𝑖(x),Π𝑗(y)

]︁
= 𝑖𝛿𝑖𝑗𝛿

3(x− y) + 𝑖
𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

(︂
1

4𝜋 |x− y|

)︂
,

[︁
𝐴𝑖(x), 𝐴𝑗(y)

]︁
= [Π𝑖(x),Π𝑗(y)] = 0 .

(8.3.5)

注意到这些是与Coulomb规范条件(8.3.1)和(8.3.2)是相容的, 这也是Dirac括号的普遍性质所保证

的.

现在的问题是, Π在电动力学中是什么呢？对于上节所讨论的那类理论, 其中拉格朗日量中

只有动能项−1
4

∫︀
𝑑3𝑥𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈依赖于Ȧ, 不考虑约束∇ ·A = 0而对拉格朗日量做相对Ȧ的变分给出

Π𝑗 =
𝛿𝐿

𝛿�̇�𝑗(x)
= �̇�𝑗(x) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝐴0(x) . (8.3.6)

但是A被条件∇ · A = 0所约束, 对Ȧ的变分导数不是真的被良好定义. 如果在Ȧ的变分𝛿Ȧ下,

𝐿的变分是𝛿𝐿 =
∫︀
𝑑3𝑥P · 𝛿Ȧ, 那么由于∇ · 𝛿Ȧ = 0, 对于任意的标量函数F (x)我们又有𝛿𝐿 =∫︀

𝑑3𝑥 [P +∇F ] · 𝛿Ȧ. 因此从拉格朗日量的审视中所有我们能得到的是Π等于Ȧ(x) +∇𝐴0(x)加

上某个标量的梯度. 这种任意性被条件(8.3.2)移除, 其要求∇ ·Π = −𝐽0 = ∇2𝐴0. 由于∇ · Ȧ = 0,

我们得出结论, 方程(8.3.6)确实给出Π𝑖的正确公式.

尽管对易关系(8.3.5)是相当简单的, 我们必须面对Π与物质场以及它们的正则共轭不对易的
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困难. 如果𝐹是这些物质自由度的泛函, 那么它与A的Dirac括号为零, 但它与Π的Dirac括号是

[𝐹,Π(z)]D = −
∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 [𝐹, 𝜒2x]P

1

4𝜋 |x− y| [𝜒1y,Π(z)]P

= −
∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 [𝐹, 𝐽0(x)]P

1

4𝜋 |x− y|∇𝛿3(y − z)

= −
∫︁
𝑑3𝑦 [𝐹,𝐴0(y)]P∇𝛿3(y − z)

= [𝐹,∇𝐴0(z)]P = [𝐹,∇𝐴0(z)]D .

为了帮助过渡到相互作用绘景, 取代将哈密顿量表示成A和Π的形式, 我们将它写成A和Π⊥的形

式, 其中Π⊥是Π的无散部分:

Π⊥ ≡ Π−∇𝐴0 = Ȧ , (8.3.7)

对此[𝐹,Π⊥(z)]为零. 通过使用Π⊥(x)与Π(y) − Π⊥(y) = ∇𝐴0(y)对易以及𝜕𝑖𝐴
0(x)与𝜕𝑗𝐴

0(y)对

易的性质, 容易看到Π⊥(x)满足与Π(x)相同的对易关系(8.3.5), 以及简单约束

∇ ·Π⊥ = 0 . (8.3.8)

现在我们需要构建一个哈密顿量. 根据第7章附录的普遍结果, 我们可以利用约束变

量𝐴和Π⊥, 而不用显式地以非约束的𝑄和𝑃写出哈密顿量,来使用哈密顿量和拉格朗日量之间的通

常关系. 在电动力学中, 这给出

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
Π⊥𝑖�̇�

𝑖 + 𝑃𝑛�̇�
𝑛 − L

]︁
, (8.3.9)

其中, 正如之前所提到的, 𝑄𝑛和𝑃𝑛被理解成物质场和它们的共轭. (由于∇ ·A = 0, 我们可以在方

程(8.3.9)中用Π⊥取代Π.)

具体些, 考察一个理论, 其拉格朗日量密度如下

L = −1
4𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + 𝐽𝜇𝐴
𝜇 + Lmatter , (8.3.10)

其中𝐽𝜇是不包含𝐴
𝜇的流, 而任何出现在𝐽𝜇中的其它场, 去掉它们的由方程(8.3.10)中𝐽𝜇𝐴

𝜇显式表

达的电磁相互作用后, Lmatter是它们的拉格朗日量. (自旋1
2粒子的电动力学有这种形式的拉格朗

日量, 但是无质量粒子的电动力学更加复杂.) 将所有的Ȧ替换成Π⊥, 这给出了哈密顿量(8.3.9)的

如下形式

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
Π2

⊥ + 1
2(∇×A)2 − 1

2(Π⊥ +∇𝐴0)2 − J ·A+ 𝐽0𝐴0
]︁
+𝐻M ,

其中𝐻M是物质场在去掉它们的电磁相互作用后的哈密顿量,

𝐻𝑀 ≡
∫︁
𝑑3𝑥(𝑃𝑛�̇�

𝑛 − Lmatter) .

利用𝐴0的解(8.2.9), 这是

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
1
2Π

2
⊥ + 1

2(∇×A)2 − J ·A+ 1
2𝐽

0𝐴0
]︁
+𝐻M . (8.3.11)



8.4 相互作用绘景中的电动力学 · 251 ·

项1
2𝐽

0𝐴0可能看起来奇怪, 但其只不过是熟悉的Coulomb能

𝑉Coul =
1
2

∫︁
𝑑3𝑥 𝐽0𝐴0

= 1
2

∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦

𝐽0(x)𝐽0(y)

4𝜋 |x− y| . (8.3.12)

利用对易关系(8.3.5), 读者可以证明, A和Π的任意算符函数𝐹的变化率, 理所应当地, 由𝑖�̇� =

[𝐹,𝐻]给出.

8.4 相互作用绘景中的电动力学

我们现在将哈密顿量(8.3.11)分成自由粒子项𝐻0和相互作用𝑉

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 , (8.4.1)

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
1

2
Π2

⊥ +
1

2
(∇×A)2

]︂
+𝐻matter,0 , (8.4.2)

𝑉 = −
∫︁
𝑑3𝑥 J ·A+ 𝑉Coul + 𝑉matter , (8.4.3)

其中𝐻matter,0和𝑉matter分别是𝐻matter中的自由粒子项和相互作用项, 而𝑉Coul是Coulomb相互作

用(8.3.12). 总哈密顿量(8.4.1)是时间无关的, 所以方程(8.4.2)和(8.4.3)可以在任何我们想要的时

刻计算(只要它们在同一时刻计算), 尤其是𝑡 = 0. 正如第7章那样, 过渡到相互作用绘景是经由相

似变换

𝑉 (𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑉 [A,Π⊥, 𝑄, 𝑃 ]𝑡=0 exp(−𝑖𝐻0𝑡)

= 𝑉 [a(𝑡),𝜋(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)] , (8.4.4)

其中𝑃在这里代表物质场𝑄的正则共轭, 而相互作用绘景中的任意算符𝑜(x, 𝑡)与其在Heisenberg绘

景中𝑡 = 0时的算符𝑂(x, 0)的关系为

𝑜(x, 𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑂(x, 0) exp(−𝑖𝐻0𝑡) , (8.4.5)

使得

𝑖 �̇�(x, 𝑡) = [𝑜(x, 𝑡), 𝐻0] . (8.4.6)

(我们扔掉了𝜋(𝑥)的下标⊥.) 既然方程(8.4.5)是相似变换, 等时对易关系与Heisenberg绘景中的对

易关系是相同的:

[︁
𝑎𝑖(x, 𝑡), 𝜋𝑗(y, 𝑡)

]︁
= 𝑖

[︂
𝛿𝑖𝑗𝛿

3(x− y) +
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
1

4𝜋 |x− y|

]︂
, (8.4.7)

[︁
𝑎𝑖(x, 𝑡), 𝑎𝑗(y, 𝑡)

]︁
= 0 , (8.4.8)

[︁
𝜋𝑖(x, 𝑡), 𝜋𝑗(y, 𝑡)

]︁
= 0 , (8.4.9)

对于物质场以及它们的共轭同样如此. 由于相同的原因, 约束(8.2.6)和(8.3.8)仍然适用

∇ · a = 0 , (8.4.10)

∇ · 𝜋 = 0 . (8.4.11)
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为了构建𝜋与ȧ之间的关系, 我们必须使用方程(8.4.6)计算ȧ:

𝑖�̇�𝑖(x, 𝑡) = [𝑎𝑖(x, 𝑡), 𝐻0]

= 𝑖

∫︁
𝑑3𝑦

[︂
𝛿𝑖𝑗𝛿

3(x− y) +
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
1

4𝜋 |x− y|

]︂
𝜋𝑗(y, 𝑡) .

我们可以将第二项中的𝜕/𝜕𝑥𝑗替换为−𝜕/𝜕𝑦𝑗 , 分布积分, 并利用方程(8.4.11), 得到

ȧ = 𝜋 (8.4.12)

正如Heisenberg绘景中那样. 场方程同样给定为

𝑖�̇�𝑖(x, 𝑡) = [𝜋𝑗(x, 𝑡), 𝐻0]

= −𝑖
∫︁
𝑑3𝑦

[︂
𝛿𝑖𝑗𝛿

3(x− y) +
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
1

4𝜋 |x− y|

]︂

× (∇×∇× a(y, 𝑡))𝑗 ,

其(利用方程(8.4.10)和(8.4.12))恰好产生通常的波动方程

�a = 0 . (8.4.13)

既然𝐴0不是独立的Heisenberg绘景场变量, 而是物质场和它们正则共轭的一个泛函(8.2.9), 这个泛

函在零电荷极限下为零, 在相互作用绘景中我们不引入任何相对应的算符𝑎0, 而是取

𝑎0 = 0 . (8.4.14)

方程(8.4.10), (8.4.13)和(8.4.14)最普遍的实解可以写成

𝑎𝜇(𝑥) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝√︀
2𝑝0

∑︁

𝜎

[︁
𝑒𝑖𝑝·𝑥𝑒𝜇(p, 𝜎) 𝑎(p, 𝜎) + 𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑒𝜇*(p, 𝜎) 𝑎†(p, 𝜎)

]︁
, (8.4.15)

其中𝑝0 ≡ |p|; 𝑒𝜇(p, 𝜎)是任意两个独立的“偏振矢量”, 满足

p · e(p, 𝜎) = 0 , (8.4.16)

𝑒0(p, 𝜎) = 0 , (8.4.17)

而𝑎(p, 𝜎)是一对算符系数, 其中𝜎是二值指标. 通过调整𝑎(p, 𝜎)的归一化, 我们可以对𝑒𝜇(p, 𝜎)归一

化, 使得完备关系变成 ∑︁

𝜎

𝑒𝑖(p, 𝜎)𝑒𝑗(p, 𝜎)* = 𝛿𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑝𝑗/ |p|2 . (8.4.18)

例如, 我们可以取𝑒𝜇(p, 𝜎)为我们在5.9节所遇到的偏振矢量:

𝑒𝜇(p,±1) = 𝑅(p̂)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1/
√
2

±𝑖/
√
2

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, (8.4.19)
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其中𝑅(p̂)是将3-轴转到p方向的标准旋转. 利用方程(8.4.18)和(8.4.12), 我们可以轻松地看到,

当(且实际上仅当)方程(8.4.15)中的算符系数满足
[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑎†(p′, 𝜎′)

]︁
= 𝛿3(p− p′)𝛿𝜎𝜎′ , (8.4.20)

[︀
𝑎(p, 𝜎), 𝑎(p′, 𝜎′)

]︀
= 0 , (8.4.21)

对易关系(8.4.7)—(8.4.9)才会被满足. 正如之前对于有质量粒子所提及的, 这个结果预期认为是方

程(8.4.20)和(8.4.21)的另一推导, 不如认为是方程(8.4.2)给出了螺度±1无质量粒子的正确哈密顿

量的一个证明. 本着同样的精神, 也可在方程(8.4.2)中使用方程(8.4.12)和(8.4.15)以计算自由光子

哈密顿量

𝐻0 =

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

1
2𝑝

0
[︁
𝑎(p, 𝜎), 𝑎†(p, 𝜎)

]︁
+

=

∫︁
𝑑3𝑝

∑︁

𝜎

𝑝0
(︁
𝑎†(p, 𝜎)𝑎(p, 𝜎) + 1

2𝛿
3(p− p)

)︁
(8.4.22)

其(除了一个不重要的无限大c-数项外)正是我们所预期的.

最后, 我们标明, 相互作用绘景中的相互作用(8.4.4)是

𝑉 (𝑡) = −
∫︁
𝑑3𝑥 𝑗𝜇(x, 𝑡) 𝑎

𝜇(x, 𝑡) + 𝑉Coul(𝑡) + 𝑉matter(𝑡) , (8.4.23)

其中, 以Heisenberg绘景中流𝐽的形式

𝑗𝜇(x, 𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻0𝑡) 𝐽𝜇(x, 0) exp(−𝑖𝐻0𝑡) , (8.4.24)

而𝑉Coul(𝑡)是Coulomb项

𝑉Coul(𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑉Coul exp(−𝑖𝐻0𝑡)

=
1

2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦

𝑗0(x, 𝑡)𝑗0(y, 𝑡)

4𝜋 |x− y|

而𝑉matter(𝑡)是相互作用绘景中物质场相互作用的非电磁部分:

𝑉matter(𝑡) = exp(𝑖𝐻0𝑡)𝑉matter exp(−𝑖𝐻0𝑡) . (8.4.25)

在方程(8.4.23)中我们写成𝑗𝜇𝑎
𝜇而不是j · a, 但由于𝑎𝜇已经被定义为𝑎0 = 0, 所以它们是等价的.

8.5 光子传播子

第6章所描述的普遍Feynman规则陈述了, Feynman图中的一个内光子线给𝑆-矩阵中相对应

的项贡献一个因子, 由传播子给定:

− 𝑖Δ𝜇𝜈(𝑥− 𝑦) ≡ (ΦVAC, 𝑇{𝑎𝜇(𝑥), 𝑎𝜈(𝑦)} ΦVAC) , (8.5.1)

其中𝑇像往常一样代表编时乘积. 代入我们的电磁势公式(8.4.15)则给出

− 𝑖Δ𝜇𝜈(𝑥− 𝑦) =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)22 |p|𝑃𝜇𝜈(p)
[︁
𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)𝜃(𝑥− 𝑦) + 𝑒𝑖𝑝·(𝑦−𝑥)𝜃(𝑦 − 𝑥)

]︁
, (8.5.2)
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其中

𝑃𝜇𝜈(p) ≡
∑︁

𝜎=±1

𝑒𝜇(p, 𝜎) 𝑒𝜈(p, 𝜎)
* (8.5.3)

并且, 指数中的𝑝𝜇取为𝑝0 = |p|. 我们从方程(8.4.18)和(8.4.17)记起

𝑃𝑖𝑗(p) = 𝛿𝑖𝑗 −
𝑝𝑖𝑝𝑗

|p|2
,

𝑃0𝑖(p) = 𝑃𝑖0(p) = 𝑃00(p) = 0 . (8.5.4)

正如我们在第6章所看到的, 方程(8.5.2)中的𝜃-函数可以表示成对非质量壳上4-动量𝑞𝜇的独立时间

变量𝑞0的积分, 使得方程(8.5.2)可以重写成

Δ𝜇𝜈(𝑥− 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

𝑃𝜇𝜈(q)

𝑞2 − 𝑖𝜖
𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦) . (8.5.5)

因此,在动量空间Feynman规则的使用中,若一个内光子线携带4-动量𝑞,且连接光子被场𝑎𝜇和𝑎𝜈创

造和消灭的顶点, 其贡献是
−𝑖

(2𝜋)4
𝑃𝜇𝜈(q)

𝑞2 − 𝑖𝜖
. (8.5.6)

将方程(8.5.4)重写为

𝑃𝜇𝜈(q) = 𝜂𝜇𝜈 +
𝑞0𝑞𝜇𝑛𝜈 + 𝑞0𝑞𝜈𝑛𝜇 − 𝑞𝜇𝑞𝜈 + 𝑞2𝑛𝜇𝑛𝜈

|q|2 (8.5.7)

将是非常有用的(尽管显然不合常理), 其中𝑛𝜇 ≡ (0, 0, 0, 1)是固定的类时矢量, 𝑞2像往常一样

为q2 − (𝑞0)2, 但𝑞0在这里是完全任意的. 我们将选择方程(8.5.7)中的𝑞0, 使其由4-动量守恒给

定: 在光子线被创造的顶点, 它是流入和流出顶点的物质𝑝0的差. 那么正比于𝑞𝜇和/或𝑞𝜈d的项

不对𝑆-矩阵产生贡献, 这是因为因子𝑞𝜇和𝑞𝜈的作用类似导数𝜕𝜇和𝜕𝜈 , 而与光子场𝑎𝜇和𝑎𝜈耦合的

流𝑗𝜇和𝑗𝜈满足守恒条件𝜕𝜇𝑗
𝜇 = 0.* 正比于𝑛𝜇𝑛𝜈的项包含一个因子𝑞

2, 其抵消了传播子分母中的𝑞2,

产生的项与作用量中

−𝑖1
2

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦 [−𝑖𝑗0(𝑥)][−𝑖𝑗0(𝑦)] −𝑖

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑞

|q|2 𝑒
𝑖𝑞·(𝑥−𝑦)

产生的项是相同的. 这里对𝑞0的积分产生时间的𝛿-函数, 所以这是等价与对相互作用哈密顿

量𝑉 (𝑡)的一个修正, 形式为

−1

2

∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦

𝑗0(x, 𝑡) 𝑗0(y, 𝑡)

4𝜋 |x− y| .

这恰好抵消了Coulomb相互作用(8.4.24). 我们的结果是, 光子传播子可以给有效地取成协变量

Δeff
𝜇𝜈(𝑥− 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

𝜂𝜇𝜈
𝑞2 − 𝑖𝜖

𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦) (8.5.8)

其中Coulomb相互作用从现在起被扔掉了. 我们看到, 在暂时的Coulomb相互作用中Lorentz不变

性的显然破坏被另一显然的Lorentz不变性破坏抵消了, 这正如5.9节所评述的, 场𝑎𝜇(𝑥)不是4-矢,

*这里所给出的讨论并不比草草了事强多少. 这一结果已经通过一个细致的Feynman图分析被证明了,3 但是处理这

一问题的最简单方法是路径积分方法, 将在9.6节讨论.
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因而有一不协变的传播子. 从实用观点看, 重点是, 在动量空间的Feynman规则中, 内光子线的贡

献简单地给定为
−𝑖

(2𝜋)4
𝜂𝜇𝜈

𝑞2 − 𝑖𝜖
(8.5.9)

而Coulomb相互作用被扔掉了.

8.6 旋量电动力学的Feynman规则

我们现在将陈述量子电动力学中计算𝑆-矩阵的Feynman规则. 明确起见, 我们将考察电

荷𝑞 = −𝑒且质量为𝑚的单种自旋1
2粒子的电动力学. 我们将称这些费米子为电子, 当同样的形式体

系对𝜇子以及其它这样的粒子都是适用的. 这个理论最简单的规范不变且Lorentz-不变的拉格朗日

量是*

L = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − Ψ̄ (𝛾𝜇[𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇] +𝑚)Ψ . (8.6.1)

那么电子流4-矢就是

𝐽𝜇 =
𝜕L

𝜕𝐴𝜇
= −𝑖 𝑒 Ψ̄𝛾𝜇Ψ . (8.6.2)

相互作用绘景中的相互作用(8.4.23)在这里是

𝑉 (𝑡) = +𝑖 𝑒

∫︁
𝑑3𝑥 (𝜓(x, 𝑡)𝛾𝜇𝜓(x, 𝑡)) 𝑎𝜇(x, 𝑡) + 𝑉Coul(𝑡) . (8.6.3)

(这里没有𝑉matter.) 正如我们所看到的, Coulomb项𝑉Coul(𝑡)仅帮助抵消光子传播子中非协变且在

时间上定域的那部分.

跟随6.3节的普遍结果, 我们可以将该理论中𝑆-矩阵连接部分的动量空间规则表述如下:

(i) 画出所有顶点数目最多至某个给定数目的Feynman图. 这些图由带箭头的电子线和不带箭头

的光子线构成, 这些线连接顶点, 而在每个顶点处有一个入电子线, 一个出电子线以及一个光子

线. 对于初态和末态中的每个粒子, 分别有一个从下方进入图的外线和从上方离开图的外线; 电子

由箭头指向上方流入或流出图的外线表示, 正电子由箭头指向下方流入或流出图的外线表示. 还

有与顶点所需连接线数目相同的内线. 每个内线被一个指向明确沿着线流动的非质量壳4-动量标

记(对于电子线习惯上将流动的方向取为箭头的方向.) 每个外线被初态和末态中的电子或光子的

动量以及自旋𝑧-分量或螺度标记.

(ii) 对图的组分赋予如下因子:

顶点

对于每一顶点, 在箭头指向指向该顶点的电子线处标记一个4-分量的Dirac指标𝛼, 在箭头指离顶

点的电子线处标记一个4-分量的Dirac指标𝛽, 而在光子线处标记时间指标𝜇. 对于这样的顶点, 引

入因子

(2𝜋)4 𝑒(𝛾𝜇)𝛽𝛼𝛿
4(𝑘 − 𝑘′ + 𝑞) , (8.6.4)

其中𝑘和𝑘′是进入和离开顶点的电子4-动量, 而𝑞是进入顶点的光子4-动量(或是减去离开顶点的光

子动量).

*在第12章, 我们将讨论为什么更加复杂的项被排除在这个拉格朗日量密度之外的原因.
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外线:

用初态和末态中粒子的3-动量p和自旋𝑧-分量或螺度𝜎来标记每个外线. 对于对应末态中电子的每

一条线, 若其离开的顶点且顶点携带Dirac指标𝛽, 引入因子**

�̄�𝛽(p, 𝜎)

(2𝜋)3/2
. (8.6.5)

对于对应末态中正电子的每一条线, 若其进入顶点且顶点携带Dirac指标𝛼, 引入因子

𝑣𝛼(p, 𝜎)

(2𝜋)3/2
. (8.6.6)

对于对应初态中电子的每一条线, 若其进入顶点且顶点携带Dirac指标𝛼, 引入因子

𝑢𝛼(p, 𝜎)

(2𝜋)3/2
. (8.6.7)

对于对应初态中正电子的每一条线, 若其离开顶点且顶点携带Dirac指标𝛽, 引入因子

𝑣𝛽(p, 𝜎)

(2𝜋)3/2
. (8.6.8)

𝑢和𝑣是5.5节所讨论的4-分量旋量. 对于对应末态中光子且连接一个顶点的每一条线, 若顶点携带

时空指标𝜇, 引入因子
𝑒*𝜇(p, 𝜎)

(2𝜋)3/2
√︀

2𝑝0
. (8.6.9)

对于对应初态中光子且连接一个顶点的每一条线, 若顶点携带时空指标𝜇, 引入因子

𝑒𝜇(p, 𝜎)

(2𝜋)3/2
√︀

2𝑝0
. (8.6.10)

𝑒𝜇是上一节所描述的光子偏振4-矢.

内线:

对于每一携带4-动量𝑘的内电子线, 若其离开的顶点携带Dirac指标𝛽而其进入的顶点携带Dirac指

标𝛼, 引入因子
−𝑖

(2𝜋)4
[−𝑖 /𝑘 +𝑚]𝛼𝛽
𝑘2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

. (8.6.11)

(我们在这里使用了非常方便的“Dirac斜横”记号; 对于4-矢𝑣𝜇, /𝑣代表𝛾𝜇𝑣
𝜇.) 对于每一携带4-动

量𝑞的内光子线, 若其连接的顶点携带时空指标𝜇和𝜈, 引入因子

−𝑖
(2𝜋)4

𝜂𝜇𝜈
𝑞2 − 𝑖𝜖

. (8.6.12)

(iii) 将所有这些因子乘起来, 对内线所携带的动量积分并对所有的Dirac指标和时空指标求和.

(iv) 将以这种方法从每一Feynman图获得的结果加起来.

以及, 正如6.1节所描述的, 可能要引入额外的组合学因子以及费米符号.

**矩阵𝛽已经从(8.6.4)中的相互作用中抽取出来了, 使得出现的是�̄�和𝑣而不是𝑢†和𝑣†.
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计算Feynman图的难度随着内线和顶点数目的增多而急剧上升, 所以重要的是要对什么数值

因子趋于抑止更复杂图的贡献有所理解. 我们将估计说这些数值因子, 其不仅包含与顶点相联系

的电荷因子𝑒, 还包含来自顶点, 传播子以及动量空间积分的因子2和𝜋.

考察一个有𝑉个顶点, 𝐼条内线, 𝐸条外线和𝐿个圈的连接Feynman图. 这些量不是独立的, 而

是服从于已在6.3节用过的关系:

𝐿 = 𝐼 − 𝑉 + 1 , 2𝐼 + 𝐸 = 3𝑉 .

每个顶点会有一个因子𝑒(2𝜋)4, 每个内线会有一个因子(2𝜋)−4, 而每个圈会有一个动量空间积分.

4-维欧几里得空间中的体积元以半径参量𝜅的形式是𝜋2𝜅2𝑑𝜅2, 所以每个圈贡献一个因子𝜋2. 因此

这个图将包含一个因子

(2𝜋)4𝑉 𝑒𝑉 (2𝜋)−4𝐼𝜋2𝐿 = (2𝜋)4𝑒𝐸−2

(︂
𝑒2

16𝜋2

)︂𝐿
.

对于一个给定过程, 外线的数目𝐸是固定的, 所以我们看到对于每个额外圈抑制Feynman图的展开

参量是
𝑒2

16𝜋2
=

𝛼

4𝜋
= 5.81× 10−4 .

幸运的是, 这足够小使得通常最多几个圈的Feynman图就能获得很好的精确度.

* * *

关于光子和电子的自旋态我们必须再多讨论一些, 在真实的实验中, 初态和末态中并不是每

个粒子都有明确的螺度或自旋𝑧-分量. 这个考虑对于光子是尤其重要的, 其实际上通常被横向偏

振态或椭圆偏振态而不是螺度所表征. 正如我们在上一节所看到的, 对于螺度±1的光子, 偏振矢

量是

𝑒(p,±1) = 𝑅(p̂)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1/
√
2

±𝑖/
√
2

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

,

其中𝑅(p̂)是令𝑧-方向转为p方向的标准旋转. 它们不是唯一可能的光子态; 一般而言, 一个光子态

可以是螺度态Ψp,±1的线性组合

𝛼+Ψp,+1 + 𝛼−Ψp,−1 (8.6.13)

如果

|𝛼+|2 + |𝛼−|2 = 1 , (8.6.14)

其被恰当地归一化. 为了计算吸收或发射这样一个光子的𝑆-矩阵元, 我们简单地将Feynman规则

中的𝑒𝜇(p,±1)替换为

𝑒𝜇(p) = 𝛼+ 𝑒𝜇(p,+1) + 𝛼− 𝑒𝜇(p,−1) . (8.6.15)

螺度明确的偏振矢量满足归一化矢量

𝑒*𝜇(p, 𝜆
′) 𝑒𝜇(p, 𝜆) = 𝛿𝜆′𝜆 (8.6.16)



· 258 · 第 8章 电动力学

并且, 因而一般而言

𝑒*𝜇(p) 𝑒
𝜇(p) = 1 . (8.6.17)

有两种极端的情况, 一是𝛼− = 0或𝛼+ = 0的圆偏振; 一是|𝛼+| = |𝛼−| = 1/
√
2的线偏振. 对于线偏

振, 通过对态(8.6.13)的总相位的调整, 我们可以使𝛼+和𝛼−复共轭, 使得它们可以表示成

𝛼± = exp(∓𝑖𝜑)
⧸︁√

2 . (8.6.18)

那么在Feynman规则中, 我们应该使用偏振矢量

𝑒𝜇(p) = 𝑅(p̂)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

cos𝜑

sin𝜑

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

. (8.6.19)

即, 𝜑是垂直于p的平面中光子偏振的方位角. 注意到光子偏振矢量在这里是实的, 这仅对于线偏

振是可能的. 在极端的圆偏振和线偏振之间的是椭圆偏振态, 对于椭圆偏振态, |𝛼+|和|𝛼−|是非零
且不相等的.

更普遍地, 初态光子可能是以自旋态的统计混合准备的. 在最普遍的情况下, 一个初态光子可

能有任意个可能的偏振矢量𝑒
(𝑟)
𝜇 (p), 每个偏振矢量带有几率𝑃𝑟. 那么在一个给定过程中吸收这样

光子的速率将是如下形式

Γ =
∑︁

𝑟

𝑃𝑟|𝑒(𝑟)𝜇 (p)𝑀𝜇|2 =𝑀𝜇*𝑀𝜈 𝜌𝜈𝜇 , (8.6.20)

其中𝜌是密度矩阵

𝜌𝜈𝜇 ≡
∑︁

𝑟

𝑃𝑟 𝑒
(𝑟)
𝜈 (p) 𝑒(𝑟)*𝜇 (p) . (8.6.21)

既然𝜌显然是一个单位迹(由于
∑︀

𝑟 𝑃𝑟 = 1)的厄密正定矩阵, 且其有𝜌𝜈0 = 𝜌0𝜇 = 0以及𝜌𝜈𝜇𝑝
𝜈 =

𝜌𝜈𝜇𝑝
𝜇 = 0, 它可以被写为

𝜌𝜈𝜇 =
∑︁

𝑠=1,2

𝜆𝑠 𝑒𝜈(p; 𝑠) 𝑒
*
𝜇(p; 𝑠) , (8.6.22)

其中𝑒𝜇(p; 𝑠)是𝜌的两个正交本征矢且有

𝑒0(p; 𝑠) = 𝑒𝜇(p; 𝑠)𝑝
𝜇 = 0 (8.6.23)

而𝜆𝑠是相对应的本征值, 其有

𝜆𝑠 ≥ 0 ,
∑︁

𝑠=1,2

𝜆𝑠 = 1 .

那么我们可以将该光子吸收过程的速率写为

Γ =
∑︁

𝑠=1,2

𝜆𝑠|𝑒𝜈(p; 𝑠)𝑀𝜈 |2.

因此任何初光子态的统计混合总是等价于仅有两个几率为𝜆𝑠的正交偏振𝑒𝜈(p; 𝑠).
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特别地, 如果我们对初态光子偏振一无所知, 那么偏振矢量𝑒𝜈(p; 𝑠)的两个几率𝜆𝑠相等, 使

得𝜆1 = 𝜆2 =
1
2 , 且密度矩阵(以及随之的吸收速率)是对初态偏振的平均

𝜌𝑖𝑗 =
1
2

∑︁

𝑠=1,2

𝑒𝑖(p; 𝑠) 𝑒
*
𝑗 (p; 𝑠) =

1
2 (𝛿𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑝𝑗) . (8.6.24)

幸运的是, 这个结果不依赖于我们要平均的那对特定的偏振矢量𝑒𝑖(p; 𝑠); 对于非偏振光子, 我们可

以对任意一对正交偏振矢量取吸收速率的平均. 类似地, 如果我们不尝试测量末态中光子的偏振,

那么速率可以通过对任意对正交末态光子偏振矢量求和计算出来.

同样的讨论适用于电子和正电子; 如果(通常是这样的情况)我们不尝试准备电子或正电子,

使得某些自旋态比其它自旋态更有可能, 那么速率要通过对任意两个正交自旋初态, 诸如那些自

旋𝑧-分量𝜎 = ±1
2的态, 取平均计算出来; 如果我们不试图测量电子或正电子的自旋末态, 那么我们

必须对速率的任意两个正交自旋末态求和, 例如那些自旋𝑧-分量𝜎 = ±1
2的态. 这样的和可以利用

关系(5.5.37)和(5.5.38)计算:

∑︁

𝜎

𝑢𝛼(p, 𝜎)�̄�𝛽(p, 𝜎) =

(︂−𝑖 /𝑝+𝑚

2𝑝0

)︂

𝛼𝛽

, (8.6.25)

∑︁

𝜎

𝑣𝛼(p, 𝜎)𝑣𝛽(p, 𝜎) =

(︂−𝑖 /𝑝−𝑚

2𝑝0

)︂

𝛼𝛽

, (8.6.26)

其中𝑝0 =
√︀
p2 +𝑚2. 例如, 如果初态包含一个动量为p且自旋𝑧-分量为𝜎的电子, 和一个动量

为p′且自旋𝑧-分量为𝜎′的正电子, 那么该过程的𝑆-矩阵元将是(𝑣𝛼(p
′, 𝜎′)M𝛼𝛽 𝑢𝛽(p, 𝜎))的形式. 因

此, 如果电子自旋和正电子自旋都没有观测, 那么速率将正比于

1
4

∑︁

𝜎′,𝜎

|(𝑣𝛼(p′, 𝜎′)M𝛼𝛽 𝑢𝛽(p, 𝜎))|2

= 1
4 Tr

{︂
𝛽M † 𝛽

(︂−𝑖 /𝑝′ −𝑚

2𝑝0′

)︂
M

(︂−𝑖 /𝑝+𝑚

2𝑝0

)︂}︂
.

本章附录将描述计算这种迹的技巧.

8.7 Compton散射

作为该章所描述方法的一个粒子, 我们将在这里考察光子在电子(或其它自旋1
2且电荷为−𝑒的

粒子)上的散射, 至𝑒的最低阶. 我们将初态和末态光子的动量和偏振矢量记为𝑘𝜇, 𝑒𝜇和𝑘′𝜇, 𝑒′𝜇,

其中𝑘0 = |k|且𝑘′0 = |k′|. 另外, 初态和末态电子动量和自旋𝑧-分量被标记为𝑝𝜇, 𝜎和𝑝′𝜇, 𝜎′, 其

中𝑝0 =
√︀

p2 +𝑚2且𝑝′0 =
√︀

p′2 +𝑚2, 𝑚是电子质量. 这样过程的最低阶Feynman图如图8.1所示.



· 260 · 第 8章 电动力学

β
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β′

ν

k′, e′
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q

α′
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µ

k′, e′

p, σ

p′, σ′

图 8.1 Compton散射的两个最低阶Feynman图. 直线是电子; 波浪线是光子.

利用上一节中所概述的规则, 相对应的𝑆-矩阵元是

𝑆(p, 𝜎 + k, 𝑒→ p′, 𝜎′ + k′, 𝑒′) =

�̄�(p′, 𝜎′)𝛽′

(2𝜋)3/2
𝑒′*𝜈

(2𝜋)3/2
√
2𝑘′0

𝑢(p, 𝜎)𝛼

(2𝜋)3/2
𝑒𝜇

(2𝜋)3/2
√
2𝑘0

×
∫︁
𝑑4𝑞

[︂ −𝑖
(2𝜋)4

]︂ [︂ −𝑖 /𝑞 +𝑚

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂

𝛼′𝛽

×
{︃[︁
𝑒(2𝜋)4𝛾𝜈𝛽′𝛼′𝛿4(𝑞 − 𝑝′ − 𝑘′)

]︁ [︁
𝑒(2𝜋)4𝛾𝜇𝛽𝛼𝛿

4(𝑞 − 𝑝− 𝑘)
]︁

+
[︁
𝑒(2𝜋)4𝛾𝜇𝛽′𝛼′𝛿

4(𝑞 + 𝑘 − 𝑝′)
]︁ [︁
𝑒(2𝜋)4𝛾𝜈𝛽𝛼𝛿

4(𝑞 + 𝑘′ − 𝑝)
]︁}︃

. (8.7.1)

进行(平庸的)𝑞-积分, 合并因子𝑖和2𝜋, 并以矩阵记法重写这个结果, 我们有更简单的

𝑆 =
−𝑖𝑒2𝛿4(𝑝′ + 𝑘′ − 𝑝− 𝑘)

(2𝜋)2
√
2𝑘0′ · 2𝑘0

�̄�(p′, 𝜎′)

[︃
/𝑒′*
(︂−𝑖(/𝑝+ /𝑘) +𝑚

(𝑝+ 𝑘)2 +𝑚2

)︂
/𝑒

+ /𝑒

(︃
−𝑖(/𝑝− /𝑘

′
) +𝑚

(𝑝− 𝑘′)2 +𝑚2

)︃
/𝑒′*

]︃
𝑢(p, 𝜎) . (8.7.2)

(这里/𝑒*意味着𝑒*𝜇𝛾
𝜇, 不是(/𝑒)*. 另外, 由于这里分母不为零, 我们扔掉了−𝑖𝜖.) 因为𝑝2 = −𝑚2并

且𝑘2 = 𝑘′2 = 0, 分母可以被简化成

(𝑝+ 𝑘)2 +𝑚2 = 2𝑝 · 𝑘 , (8.7.3)

(𝑝− 𝑘′)2 +𝑚2 = −2𝑝 · 𝑘′ . (8.7.4)

另外, “Feynman振幅”𝑀在方程(3.3.2)中被普遍定义, 其(由于某些散射被假定发生了)在这里变成

𝑆 = −2𝜋𝑖𝛿4(𝑝′ + 𝑘′ − 𝑝− 𝑘)𝑀 , (8.7.5)
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所以

𝑀 =
𝑒2

4(2𝜋)3
√
𝑘0𝑘′0

�̄�(p′, 𝜎′)

{︃
/𝑒′*
[︁
− 𝑖(/𝑝+ /𝑘) +𝑚

]︁
/𝑒
⧸︁
𝑝 · 𝑘

− /𝑒
[︁
− 𝑖(/𝑝− /𝑘

′
) +𝑚

]︁
/𝑒′*
⧸︁
𝑝 · 𝑘′

}︃
𝑢(p, 𝜎) . (8.7.6)

微分散射截面通过方程(3.4.15)以𝑀的形式给出, 其在这里变成

𝑑𝜎 = (2𝜋)4𝑢−1 |𝑀 |2 𝛿4(𝑝′ + 𝑘′ − 𝑝− 𝑘)𝑑3𝑝′ 𝑑3𝑘′ . (8.7.7)

既然这里有一个粒子是无质量的, 初速度的方程(3.4.17)给出

𝑢 = |𝑝 · 𝑘|
⧸︁
𝑝0𝑘0 . (8.7.8)

为了更加一步, 采用特定的坐标系将是方面的. 既然原子中的电子非相对论运动, 高能(X射线

或𝛾射线)光子-电子散射实验的实验坐标系通常是(尽管不总是这样)初态电子可以取为静止的坐

标系. 我们将在这里采取这个坐标系, 使得

p = 0 , 𝑝0 = 𝑚 . (8.7.9)

那么速度(8.7.8)就是

𝑢 = 1 . (8.7.10)

为了节省空间, 我们把光子能量记为

𝜔 = 𝑘0 = |k| = −𝑝 · 𝑘
⧸︁
𝑚 , (8.7.11)

𝜔′ = 𝑘′0 = |k′| = −𝑝 · 𝑘′
⧸︁
𝑚 . (8.7.12)

方程(8.7.7)中的3-动量𝛿-函数仅帮助消除了微分𝑑3𝑝′, 使得p′ = k − k′. 这留下了剩下的能量𝛿-函

数

𝛿(𝑝′0 + 𝑘′0 − 𝑝0 − 𝑘0) = 𝛿
(︁√︀

(k− k′)2 +𝑚2 + 𝜔′ −𝑚− 𝜔
)︁

. (8.7.13)

这确定𝜔′以满足 √︀
𝜔2 − 2𝜔𝜔′ cos 𝜃 + 𝜔′2 +𝑚2 = 𝜔 +𝑚− 𝜔′ ,

其中𝜃是k和k′之间的角度. 对两边积分并抵消𝜔′2项给出*

𝜔′ = 𝜔
𝑚

𝑚+ 𝜔(1− cos 𝜃)
≡ 𝜔𝑐(𝜃) . (8.7.14)

*等价的, X射线在电子的散射中, 波长上有一个增长

1

𝜔′ −
1

𝜔
=

1− cos 𝜃

𝑚
.

这一公式的证明由A. H. Compton在1922-1923年完成, 其在证实Einstein1905年的光量子假说中起了关键作用,

在Compton实验不久之后, 光量子从此称为光子.
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能量𝛿-函数(8.7.13)可以写成

𝛿(𝑝′0 + 𝑘′0 − 𝑝0 − 𝑘0) =
𝛿(𝜔′ − 𝜔𝑐(𝜃))

|𝜕[
√
𝜔2 − 2𝜔𝜔′ cos 𝜃 + 𝜔′2 +𝑚2 + 𝜔′]/𝜕𝜔′|

=
𝛿(𝜔′ − 𝜔𝑐(𝜃))

|(𝜔′ − 𝜔 cos 𝜃)/𝑝′0 + 1|

=
𝑝′0𝜔′

𝑚𝜔
𝛿(𝜔′ − 𝜔𝑐(𝜃)) . (8.7.15)

另外, 微分𝑑3𝑘′可以写成

𝑑3𝑘′ = 𝜔′2𝑑𝜔′𝑑Ω , (8.7.16)

其中𝑑Ω是末态光子所散射的立体角. 方程(8.7.15)中的末态𝛿-函数仅帮助抵消了方程(8.7.16)中的

微分𝑑𝜔′, 给我们留下了微分散射截面

𝑑𝜎 = (2𝜋)4 |𝑀 |2 𝑝
′0𝜔′3

𝑚𝜔
𝑑Ω (8.7.17)

其中𝑝′0 = 𝑚+ 𝜔 − 𝜔′, 而𝜔′由方程(8.7.14)给定.

通常我们不测量初态电子和末态电子的自旋𝑧-分量. 在这种情况下, 我们必须对𝜎′求和并

对𝜎平均, 或者换句话说, 取对𝜎和𝜎′的求和的一半:

𝑑�̄�(p + k, 𝑒→ p′ + k′, 𝑒′) ≡ 1
2

∑︁

𝜎′,𝜎

𝑑𝜎(p+ k, 𝑒→ p′ + k′, 𝑒′) . (8.7.18)

为了计算这个, 我们使用标准公式

∑︁

𝜎

𝑢𝛼(p, 𝜎)�̄�𝛽(p, 𝜎) =
(−𝑖 /𝑝+𝑚)𝛼𝛽

2𝑝0
(8.7.19)

对𝜎′的求和同样如此. 由此得出对于一个任意的4× 4矩阵𝐴

∑︁

𝜎,𝜎′

⃒⃒
�̄�(p′, 𝜎′)𝐴𝑢(p, 𝜎)

⃒⃒2
=
∑︁

𝜎,𝜎′

(�̄�(p′, 𝜎′)𝐴𝑢(p, 𝜎))(�̄�(p, 𝜎)𝛽𝐴†𝛽𝑢(p′, 𝜎′))

=
∑︁

𝜎,𝜎′

𝐴𝛽𝛼𝑢𝛼(p, 𝜎)�̄�𝛾(p, 𝜎)(𝛽𝐴
†𝛽)𝛾𝛿𝑢𝛿(p

′, 𝜎′)�̄�𝛽(p
′, 𝜎′)

= Tr

{︂
𝐴

(︂−𝑖 /𝑝+𝑚

2𝑝0

)︂
𝛽𝐴†𝛽

(︂−𝑖 /𝑝′ +𝑚

2𝑝′0

)︂}︂
. (8.7.20)

回忆起𝛽𝛾†𝜇𝛽 = −𝛾𝜇, 方程(8.7.6)现在给出

∑︁

𝜎,𝜎′

|𝑀 |2 = 𝑒4

64(2𝜋)6𝜔𝜔′𝑝0𝑝′0
(8.7.21)

× Tr

[︃{︃
/𝑒′*

[−𝑖(/𝑝+ /𝑘) +𝑚]

𝑝 · 𝑘 /𝑒 − /𝑒
[−𝑖(/𝑝− /𝑘

′
) +𝑚]

𝑝 · 𝑘′ /𝑒′*

}︃
(−𝑖 /𝑝+𝑚)

×
{︃
/𝑒*

[−𝑖(/𝑝+ /𝑘) +𝑚]

𝑝 · 𝑘 /𝑒′ − /𝑒′
[−𝑖(/𝑝− /𝑘

′
) +𝑚]

𝑝 · 𝑘′ /𝑒*

}︃
(−𝑖 /𝑝′ +𝑚)

]︃
.
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再一次回忆起/𝑒*意味着𝑒*𝜇𝛾
𝜇, 而不是(𝑒𝜇𝛾

𝜇)*, 对/𝑒′*同样如此.) 我们在“规范”中处理, 其中

𝑒 · 𝑝 = 𝑒* · 𝑝 = 𝑒′ · 𝑝 = 𝑒′* · 𝑝 = 0 (8.7.22)

例如实验室坐标系中的Coulomb规范, 其中𝑒0 = 𝑒′0 = 0且p = 0. 这暗示着

[−𝑖 /𝑝+𝑚] /𝑒[−𝑖 /𝑝+𝑚] = /𝑒[𝑖 /𝑝+𝑚][−𝑖 /𝑝+𝑚]

= /𝑒[/𝑝
2 +𝑚2] = /𝑒(𝑝𝜇𝑝

𝜇 +𝑚2) = 0

对/𝑒′*, /𝑒′和/𝑒*同样如此. 因而方程(8.7.21)可以写成如下非常简化的形式

∑︁

𝜎,𝜎′

|𝑀 |2 = −𝑒4
64(2𝜋)6𝜔𝜔′𝑝0𝑝′0

Tr

[︃{︃
/𝑒′* /𝑘 /𝑒

𝑝 · 𝑘 +
/𝑒 /𝑘

′
/𝑒′*

𝑝 · 𝑘′

}︃
(−𝑖 /𝑝+𝑚)

×
{︃
/𝑒* /𝑘 /𝑒′

𝑝 · 𝑘 +
/𝑒′ /𝑘

′
/𝑒*

𝑝 · 𝑘′

}︃
(−𝑖 /𝑝′ +𝑚)

]︃
. (8.7.23)

奇数个𝛾-矩阵的乘积的迹为零, 所以这分裂成𝑚的零阶项和二阶项:

∑︁

𝜎,𝜎′

|𝑀 |2 = −𝑒4
64(2𝜋)6𝜔𝜔′𝑝0𝑝′0

(︂
𝑇1

(𝑝 · 𝑘)2 +
𝑇2

(𝑝 · 𝑘)(𝑝 · 𝑘′) +
𝑇3

(𝑝 · 𝑘)(𝑝 · 𝑘′)

+
𝑇4

(𝑝 · 𝑘′)2 − 𝑚2𝑡1
(𝑝 · 𝑘)2 − 𝑚2𝑡2

(𝑝 · 𝑘)(𝑝 · 𝑘′) −
𝑚2𝑡3

(𝑝 · 𝑘)(𝑝 · 𝑘′) −
𝑚2𝑡4

(𝑝 · 𝑘′)2
)︂

(8.7.24)

其中

𝑇1 = Tr
{︁
/𝑒′* /𝑘 /𝑒 /𝑝 /𝑒

* /𝑘 /𝑒′ /𝑝
′
}︁
, (8.7.25)

𝑇2 = Tr
{︁
/𝑒′* /𝑘 /𝑒 /𝑝 /𝑒

′ /𝑘
′
/𝑒* /𝑝

′
}︁
, (8.7.26)

𝑇3 = Tr
{︁
/𝑒 /𝑘

′
/𝑒′* /𝑝 /𝑒

* /𝑘 /𝑒′ /𝑝
′
}︁
, (8.7.27)

𝑇4 = Tr
{︁
/𝑒 /𝑘

′
/𝑒′* /𝑝 /𝑒

′ /𝑘
′
/𝑒* /𝑝

′
}︁
, (8.7.28)

𝑡1 = Tr
{︁
/𝑒′* /𝑘 /𝑒 /𝑒* /𝑘 /𝑒′

}︁
, (8.7.29)

𝑡2 = Tr
{︁
/𝑒′* /𝑘 /𝑒 /𝑒′ /𝑘

′
/𝑒*
}︁

, (8.7.30)

𝑡3 = Tr
{︁
/𝑒 /𝑘

′
/𝑒′* /𝑒* /𝑘 /𝑒′

}︁
, (8.7.31)

𝑡4 = Tr
{︁
/𝑒 /𝑘

′
/𝑒′* /𝑒′ /𝑘

′
/𝑒*
}︁
, (8.7.32)

本章的附录展示了如何将任意的迹Tr{/𝑎 /𝑏 /𝑐 /𝑑 . . .}算成4-矢𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, . . .标量积的乘积之和.

一般而言, 类似𝑡𝑘或𝑇𝑘这样, 6个或8个𝛾-矩阵乘积的迹将分别由15项或105项的和给出, 幸运的

是, 这里的大多数标量积为零; 除了方程(8.7.22), 我们还有𝑘 · 𝑘 = 𝑘′ · 𝑘′ = 0. (进一步地,

𝑒 · 𝑒* = 𝑒′ · 𝑒′* = 1.) 为了进一步简化计算, 我们指定线偏振的情况, 其中𝑒𝜇和𝑒′𝜇是实的. 扔掉方

程(8.7.25)—(8.7.32)中的星号, 之后我们有

𝑇1 = Tr
{︁
/𝑒′ /𝑘 /𝑒 /𝑝 /𝑒 /𝑘 /𝑒

′
/𝑝
′
}︁
.
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既然𝑒𝜇𝑝𝜇 = 0且𝑒𝜇𝑒𝜇 = 1, 我们有

/𝑒 /𝑝 /𝑒 = − /𝑝 /𝑒 /𝑒 = − /𝑝

所以

𝑇1 = −Tr
{︁
/𝑒′ /𝑘 /𝑝 /𝑘 /𝑒

′
/𝑝
′
}︁
.

另外, 𝑘𝜇𝑘𝜇 = 0, 所以

/𝑘 /𝑝 /𝑘 = − /𝑘 /𝑘 /𝑝+ 2 /𝑘𝑝 · 𝑘 = 2 /𝑘𝑝 · 𝑘

以及随之的

𝑇1 = −2𝑝 · 𝑘 Tr
{︁
/𝑒′ /𝑘 /𝑒′ /𝑝

′
}︁
.

利用方程(8.A.6), 这是

𝑇1 = −8𝑝 · 𝑘 [2𝑒′ · 𝑘 𝑒′ · 𝑝′ − 𝑘 · 𝑝′] .

作如下替换将是方便的

𝑒′ · 𝑝′ = 𝑒′ · [𝑝+ 𝑘 − 𝑘′] = 𝑒′ · 𝑘
𝑘 · 𝑝′ = −1

2(𝑝
′ − 𝑘)2 − 1

2𝑚
2 = −1

2(𝑝− 𝑘′)2 − 1
2𝑚

2 = 𝑝 · 𝑘′

所以

𝑇1 = −16 𝑝 · 𝑘(𝑒′ · 𝑘)2 + 8 𝑝 · 𝑘 𝑝 · 𝑘′ . (8.7.33)

一个类似的(尽管更冗长些)计算给出

𝑇2 = 𝑇3 = −8(𝑒 · 𝑘′)2(𝑝 · 𝑘) + 16(𝑒 · 𝑒′)2𝑝 · 𝑘′ 𝑝 · 𝑘 + 8(𝑒 · 𝑒′)2𝑘 · 𝑘′ 𝑚2

− 8(𝑒 · 𝑒′)𝑚2(𝑘 · 𝑒′)(𝑘′ · 𝑒) + 8(𝑒′ · 𝑘)2𝑝 · 𝑘′

− 4(𝑘 · 𝑝′)2 + 4(𝑘 · 𝑘′)(𝑝 · 𝑝′)− 4(𝑘 · 𝑝′)(𝑝 · 𝑘′) (8.7.34)

𝑇4 = 16𝑝 · 𝑘′(𝑒 · 𝑘′)2 + 8(𝑝 · 𝑘)(𝑝 · 𝑘′) , (8.7.35)

𝑡1 = 𝑡4 = 0 , (8.7.36)

𝑡2 = 𝑡3 = −8 𝑒 · 𝑒′ 𝑘 · 𝑒′ 𝑘′ · 𝑒+ 8(𝑘 · 𝑘′)(𝑒 · 𝑒′)2 − 4(𝑘 · 𝑘′) . (8.7.37)

在方程(8.7.24)中组合所有这些因子给出

∑︁

𝜎,𝜎′

|𝑀 |2 = 𝑒4

64(2𝜋)6𝜔𝜔′𝑝0𝑝′0

[︂
8(𝑘 · 𝑘′)2

(𝑘 · 𝑝)(𝑘′ · 𝑝) + 32(𝑒 · 𝑒′)2
]︂

. (8.7.38)

所有这些适用于任何Lorentz参考系. 在实验室参考系下, 我们有了特殊结果

𝑘 · 𝑘′ = 𝜔𝜔′(cos 𝜃 − 1) = 𝑚𝜔𝜔′
(︂
1

𝜔
− 1

𝜔′

)︂
,

𝑝 · 𝑘 = −𝑚𝜔, 𝑝 · 𝑘′ = −𝑚𝜔′ .

结合方程(8.7.38)与方程(8.7.17) 实验室参考系截面为

1
2

∑︁

𝜎′,𝜎

𝑑𝜎(p, 𝜎 + k, 𝑒→ p′, 𝜎′ + k′, 𝑒′) =
𝑒4𝜔′2𝑑Ω

64𝜋2𝑚2𝜔2

×
[︁ 𝜔
𝜔′ +

𝜔′

𝜔
− 2 + 4(𝑒 · 𝑒′)2

]︁
. (8.7.39)
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这正是O. Klein(奥斯卡·克莱因)和Y. Nishina(仁科芳雄)4在1929年(用旧式微扰论)所导出的著名

公式.

正如8.6节所讨论的, 如果入射光子没有(像往常一样)以任何一个特定偏振态准备, 那么我们

必须对e的两个正交值取平均. 这个平均给出

1
2

∑︁

𝑒

𝑒𝑖𝑒𝑗 =
1
2(𝛿𝑖𝑗 − k̂𝑖k̂𝑗)

那么微分截面是

1
4

∑︁

𝑒,𝜎,𝜎′

𝑑𝜎(p, 𝜎 + k, 𝑒→ p′, 𝜎′ + k′, 𝑒′) =
𝑒4𝜔′2𝑑Ω

64𝜋2𝑚2𝜔2

[︂
𝜔

𝜔′ +
𝜔′

𝜔
− 2(k̂ · 𝑒′)2

]︂
. (8.7.40)

我们看到散射光子完全是在垂直于入射方向以及末态光子方向, 即垂直于散射所发生平面的方向

上偏振. 这是一个著名的结果, 除此之外解释了来自食双星的光的偏振.**

为了计算没有测量末态光子偏振的实验中的截面, 我们必须对方程(8.7.40)的𝑒′求和, 利用

∑︁

𝑒′

𝑒′𝑖𝑒
′
𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 − k̂′

𝑖k̂
′
𝑗

这给出

1
4

∑︁

𝑒,𝑒′,𝜎,𝜎′

𝑑𝜎(p, 𝜎 + k, 𝑒→ p′, 𝜎′ + k′, 𝑒′)

=
𝑒4𝜔′2𝑑Ω

32𝜋2𝑚2𝜔2

[︂
𝜔

𝜔′ +
𝜔′

𝜔
− 1 + cos2 𝜃

]︂
, (8.7.41)

其中𝜃是k̂和k̂′之间的夹角. 在非相对论情况下, 𝜔 ≪ 𝑚, 方程(8.7.41)给出

1
4

∑︁

𝑒,𝑒′,𝜎,𝜎′

𝑑𝜎 =
𝑒4𝑑Ω

32𝜋2𝑚2
(1 + cos2 𝜃) . (8.7.42)

立体角积分是 ∫︁
[1 + cos2 𝜃]𝑑Ω =

∫︁ 2𝜋

0
𝑑𝜑

∫︁ 𝜋

0
[1 + cos2 𝜃] sin 𝜃 𝑑𝜃 =

16𝜋

3
,

给出了𝜔 ≪ 𝑚的总截面:

𝜎T =
𝑒4

6𝜋𝑚2
. (8.7.43)

这通常写为𝜎T = 8𝜋𝑟20/3, 其中𝑟0 = 𝑒2/4𝜋𝑚 = 2.818 × 10−13cm被称为经典电子半径. 表达

式(8.7.43)被称为Tomson截面, 以J. J. Thomsom(约瑟夫·约翰·汤姆逊), 电子发现者的名字命名.

方程(8.7.42)和(8.7.43)的原始推导利用了经典力学和经典电动力学, 通过计算一个处在平面波电

磁场中的相对论点电荷的再辐射光得到.

**两颗恒星之一的光, 当其非另一颗较冷恒星的外层大气中的电子散射且二者均沿着同样的视线时, 是偏振的. 这个

偏振通常是不可探测的, 这是因为当天文学家把来自恒星盘所有部分的光加起来时, 它抵消了. 当较冷恒星仅阻挡了较

热恒星一侧的光时, 在食双星中观测到了这个偏振.
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8.8 推广: p-形式规范场*

电磁学的反对称场强张量是物理和数学中一类有特殊重要性的张量的一个特殊情况. 𝑝-形式

是𝑝阶反对称协变张量. 从𝑝-形式可以构建称为外导数**的(𝑝+ 1)-形式𝑑𝑡, 方法是求导数然后对所

有指标反对称化:

(𝑑𝑡)𝜇1𝜇2···𝜇𝑝+1 ≡ 𝜕[𝜇1𝑡𝜇2𝜇3···𝜇𝑝+1]

≡ 𝜕𝜇1𝑡𝜇2𝜇3···𝜇𝑝+1 − 𝜕𝜇2𝑡𝜇1𝜇3···𝜇𝑝+1 + · · ·+ (−1)𝑝𝜕𝜇𝑝+1𝑡𝜇1𝜇2···𝜇𝑝 (8.8.1)

其中方括号表明对括号中的所有指标反对称化. 由于导数对易, 二次外导数为零

𝑑(𝑑𝑡) = 0 . (8.8.2)

外导数为零的𝑝-形式称为闭的, 而本身就是外导数的𝑝-形式称为恰当的. 从方程(8.8.2)得出任何

恰当𝑝-形式是闭的; Poincaré的一个著名定理6陈述为, 在一个单连通区域内, 任何闭𝑝-形式是恰当

的†. 例如, 齐次Maxwell方程(8.1.16)告诉我们电磁场强2-形式𝐹𝜇𝜈是闭的; 那么Poincaré定理表明

它也是恰当的, 使得它可以写成一个外导数, 即, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇. 再一次使用方程(8.8.2), 我

们看到, 如果𝐴𝜇的改变是一个外导数, 即, 一个规范变换𝛿𝐴𝜇 = 𝜕𝜇Ω, 2-形式𝐹𝜇𝜈是不变的.

𝑝-形式与外导数的形式体系使得很自然地去考察由一𝑝-形式规范场‡𝐴𝜇1···𝜇𝑝所描述的无质量

粒子的可能性, 这个规范场在如下规范变换下不变

𝛿𝐴 = 𝑑Ω (8.8.3)

或者更细致些

𝛿𝐴𝜇1···𝜇𝑝 = 𝜕[𝜇1Ω𝜇2···𝜇𝑝] ,

其中Ω𝜇1···𝜇𝑝−1是任意的(𝑝− 1)-形式. 从这样的𝑝-形式规范场, 我们可以构建规范不变场强张量

𝐹 = 𝑑𝐴 (8.8.4)

或者更细致些

𝐹𝜇1···𝜇𝑝+1 = 𝜕[𝜇1𝐴𝜇2···𝜇𝑝+1] . (8.8.5)

(或者, 我们可以从(𝑝 + 1)-形式𝐹以及假定条件𝑑𝐹 = 0出发, 推断出满足𝐹 = 𝑑𝐴的𝑝-形式𝐴的存

在.) 通过与电动力学类比, 我们可以预期𝐴的拉格朗日量密度采取如下形式

L = − 1

2(𝑝+ 1)
𝐹𝜇1···𝜇𝑝+1𝐹

𝜇1···𝜇𝑝+1 + 𝐽𝜇1···𝜇𝑝𝐴𝜇1···𝜇𝑝 , (8.8.6)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
**外导数与𝑝-形式在广义相对论中扮演了特殊的角色, 这部分是由于一个张量的外导数尽管是以普通导数计算而非

协变导数, 但是它像张量那样变换.5

†在多连通空间中, 闭形式不一定是精确的; 尽管将一个闭𝑝-形式定域地写成一个恰当形式是可能的, 但其一般不能

光滑的在全空间实现这点. 闭𝑝-形式的集合, 同模于闭𝑝-形式, 构成了该空间所谓的𝑝阶de Rham(德拉姆)上同调群. 空

间的de Rham上同调群与它的拓扑之间存在一个深刻的联系,6 其将在卷II进一步讨论.
‡我们称𝐴𝜇1···𝜇𝑝为一个𝑝-形式并不严格, 这是由于为是𝐹 = 𝑑𝐴是张量, 只需要𝐴是一个张量加上一个规范变换. 事

实上, 我们在4维时空中已经看到, 不可能从螺度±1的无质量物质粒子的产生和湮灭算符构建4-矢场, 所以我们不得不

处理, 根据方程(8.1.2), 与一个4-矢仅相差一个规范变换的𝐴𝜇(𝑥)
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其中𝐽是反对称张量流(要么是c-数, 要么是𝐴以外的场的函数), 为了使作用量规范不变, 其必须满

足守恒条件

𝜕𝜇1𝐽
𝜇1···𝜇𝑝 = 0 . (8.8.7)

那么Euler-Lagrange方程是

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜇1···𝜇𝑝 = −𝐽𝜇1···𝜇𝑝 . (8.8.8)

这些𝑝-形式规范场在时空维数大于4的理论中扮演了重要角色. 例如, 在26维时空中最简单的

弦理论中, 在低能处存在由2-形式规范场𝐴𝜇𝜈表示的弦简正模. 但在4维时空中, 𝑝-形式不提供新的

可能性.

为了看到这点, 首先注意到, 在𝐷维时空中, 不存在指标个数大于𝐷的反对称张量, 所以一

般而言, 我们必须取𝑝 + 1 ≤ 𝐷. 类似任何其它𝑝 + 1 ≤ 𝐷的(𝑝 + 1)-形式, 场强𝐹可以用一对

偶(𝐷 − 𝑝− 1)-形式F表示

𝐹𝜇1···𝜇𝑝+1 = 𝜖𝜇1···𝜇𝐷F𝜇𝑝+2···𝜇𝐷 . (8.8.9)

同样, 𝑝-形式流𝐽可以用一对偶(𝐷 − 𝑝)-形式J表示

𝐽𝜇1···𝜇𝑝 = 𝜖𝜇1···𝜇𝐷J𝜇𝑝+1···𝜇𝐷 . (8.8.10)

那么场方程(8.8.8)与守恒条件(8.8.7)简化为

𝑑F = J , 𝑑J = 0 . (8.8.11)

由于对偶流J是闭的, 以(𝐷 − 𝑝− 1)-形式S的形式, 它可以写成

J = 𝑑S . (8.8.12)

方程(8.8.11)和(8.8.12)告诉我们F与S的差是闭形式, 因而根据Poincaré定理, 可以写成

F = S + 𝑑𝜑 , (8.8.13)

其中𝜑是(𝐷 − 𝑝− 2)-形式. 对于情况𝑝 = 𝐷 − 1, 存在一个例外, 在该情况下, F与S是0-形式, 即,

标量, 并且条件𝑑F = 𝑑S告诉我们F与S仅相差一个常数. 在该情况下, 规范场根本不描述自由

度. 因而我们可以限制自身于𝑝 ≤ 𝐷 − 2的情况.

对于𝑝 ≤ 𝐷 − 2, 其次“Maxwell”方程𝑑𝐹 = 0变成

𝜕𝜇1F
𝜇1···𝜇𝐷−𝑝−1 = 0 , (8.8.14)

其与方程(8.8.13)给出𝜑的场方程:

𝜕𝜇1(𝑑𝜑)
𝜇1···𝜇𝐷−𝑝−1 = −𝜕𝜇1S 𝜇1···𝜇𝐷−𝑝−1 . (8.8.15)

这在一组新的规范变换𝜑 → 𝜑 + 𝑑𝜔下是不变的, 除了当𝐷 − 𝑝 − 2 = 0时, 使𝐹不变的规范变换

是𝜑→ 𝜑+𝑐,其中𝑐是任意常数. 我们看到,在𝐷维时空中, 𝑝-形式规范场𝐴的理论等价于𝐷−𝑝−2-形

式规范场𝜑的理论.

我们现在可以理解为什么𝑝-形式规范场在4维时空中不提供新的可能性. 正如我们所看到的,

我们仅需要考察𝑝 ≤ 𝐷 − 2的情况, 或者说𝑝 = 0, 1或2的情况. 0-形式规范场是一标量𝑆, 对于这一
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情况, 方程(8.8.5)变成𝐹𝜇 = 𝜕𝜇𝑆, 并且场方程(8.8.8)简化为�𝑆 = −𝐽。这里的规范不变性是在偏
移𝑆 → 𝑆 + 𝑐下的不变, 其中𝑐是一常数. 这正是仅有导数相互作用的无质量标量场理论. 1-形式规

范场是与一守恒4-矢流耦合的4-矢𝐴𝜇(𝑥), 就像电动力学中那样. 最后根据之上所引述的结果, 4维

时空中的2-形式规范场等价于0-形式规范场, 正如我们所看到的, 其等价于无质量导数耦合标量

场.

附录 迹

在计算包含自旋1
2粒子的过程的𝑆-矩阵元和跃迁几率时, 我们经常会遇到Dirac 𝛾-矩阵乘积的

迹. 因而给出可以在所有这类计算中可以使用的求迹公式将是有用的.

对于偶数个𝛾-矩阵的乘积, 迹给定为

Tr{𝛾𝜇1𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑁 } = 4
∑︁

pairings

𝛿𝑃
∏︁

pairs

𝜂paired 𝜇 s . (8.A.1)

这里是对指标𝜇1, · · ·𝜇2𝑁的所有不同配对(pairing)方式求和.一个配对可以视为整数1, 2, · · · , 2𝑁到
某个次序𝑃1, 𝑃2, · · · 𝑃 · (2𝑁)的置换, 其中, 𝜇𝑃1与𝜇𝑃2配对, 𝜇𝑃3与𝜇𝑃4配对, 以此类推. 置换对或

置换一对中的𝜇给出相同的配对, 所以不同的配对个数是

(2𝑁)!/𝑁 !2𝑁 = (2𝑁 − 1)(2𝑁 − 3) · · · 1 ≡ (2𝑁 − 1)!! . (8.A.2)

通过要求

𝑃1 < 𝑃2, 𝑃3 < 𝑃4, · · · , 𝑃 · (2𝑁 − 1) < 𝑃 · (2𝑁) (8.A.3)

以及

𝑃1 < 𝑃3 < 𝑃5 < · · · , (8.A.4)

我们可以避免对等价配对的求和. 在这一约定下, 根据配对是所包含的指标置换是偶数个

还是奇数个, 因子𝛿𝑃是+1或−1. 方程(8.A.1)中的乘积是对所有𝑁个配对求乘积, 第𝑛对贡献因

子𝜂𝜇𝑃 ·(2𝑛−1)𝜇𝑃 ·(2𝑛)
. 例如, (取代𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4, · · · , 写成𝜇, 𝜈, 𝜌, 𝜎, · · · ), 对于𝑁 = 1, 2和3, 我们有*

Tr{𝛾𝜇𝛾𝜈} = 4 𝜂𝜇𝜈 , (8.A.5)

Tr{𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎} = 4
[︁
𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎 − 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 + 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌

]︁
, (8.A.6)

Tr{𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝜅𝛾𝜂} = 4
[︁
𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎𝜂𝜅𝜂 − 𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜅𝜂𝜎𝜂 + 𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜂𝜂𝜎𝜅

− 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎𝜂𝜅𝜂 + 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜅𝜂𝜎𝜂 − 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜂𝜂𝜎𝜅 + 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌𝜂𝜅𝜂 − 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜅𝜂𝜌𝜂

+ 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜂𝜂𝜌𝜅 − 𝜂𝜇𝜅𝜂𝜈𝜌𝜂𝜎𝜂 + 𝜂𝜇𝜅𝜂𝜈𝜎𝜂𝜌𝜂 − 𝜂𝜇𝜅𝜂𝜈𝜂𝜂𝜌𝜎 + 𝜂𝜇𝜂𝜂𝜈𝜌𝜂𝜎𝜅

− 𝜂𝜇𝜂𝜂𝜈𝜎𝜂𝜌𝜅 + 𝜂𝜇𝜂𝜂𝜈𝜅𝜂𝜌𝜎

]︁
. (8.A.7)

对于奇数个𝛾-矩阵, 这一结果简单得多

Tr{𝛾𝜇1𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑁+1} = 0 . (8.A.8)

*有新的可用于计算大数量Dirac矩阵乘积的迹的计算程序.7
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(8.A.1)的证明是通过数学归纳法. 首先注意到

Tr{𝛾𝜇𝛾𝜈} = −Tr{𝛾𝜈𝛾𝜇}+ 2Tr{𝜂𝜇𝜈 1} = −Tr{𝛾𝜇𝛾𝜈}+ 8𝜂𝜇𝜈 ,

所以Tr{𝛾𝜇𝛾𝜈} = 4𝜂𝜇𝜈 , 与方程(8.A.1)一致. 接下来假定方程(8.A.1)对于𝑁 ≤ 𝑀 − 1是正确的, 那

么我们有

Tr{𝛾𝜇1𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑀 } = 2𝜂𝜇1𝜇2 Tr{𝛾𝜇3 · · · 𝛾𝜇2𝑀 } − Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇1𝛾𝜇3 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }
= 2𝜂𝜇1𝜇2 Tr{𝛾𝜇3 · · · 𝛾𝜇2𝑀 } − 2𝜂𝜇1𝜇3 Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇4 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }
+Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇3𝛾𝜇1𝛾𝜇4 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }

= 2𝜂𝜇1𝜇2 Tr{𝛾𝜇3 · · · 𝛾𝜇2𝑀 } − 2𝜂𝜇1𝜇3 Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇4 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }
+ 2𝜂𝜇1𝜇4 Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇3𝛾𝜇5 · · · 𝛾𝜇2𝑀 } − · · ·
+ 2𝜂𝜇1𝜇2𝑀 Tr{𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑀−1} − Tr{𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑀𝛾𝜇1}

所有对易子的迹为零, 所以这里所减去的最后一项与左边是相同的, 因而

Tr{𝛾𝜇1𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑀 } = 𝜂𝜇1𝜇2 Tr{𝛾𝜇3 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }
− 𝜂𝜇1𝜇3 Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇4 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }+ 𝜂𝜇1𝜇4 Tr{𝛾𝜇2𝛾𝜇3𝛾𝜇5 · · · 𝛾𝜇2𝑀 }
− · · ·+ 𝜂𝜇1𝜇2𝑀 Tr{𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇2𝑀−1} . (8.A.9)

如果我们假定方程(8.A.1)正确地给出任意2𝑁 − 2个Dirac矩阵的乘积的迹, 那么方程(8.A.9)表明

方程(8.A.1)也正确地给出任意2𝑁个Dirac矩阵的乘积的迹.

发现奇数个Dirac矩阵的迹为零的最简单方式是注意到, −𝛾𝜇通过一个相似变换−𝛾𝜇 =

𝛾5𝛾𝜇(𝛾5)
−1与𝛾𝜇相关. 这样的相似变换是不影响迹的, 所以奇数个Dirac矩阵的迹等于负的本身, 因

而为零.

有时会遇到另一类迹, 形式为

Tr{𝛾5𝛾𝜇1𝛾𝜇2 · · · 𝛾𝜇𝑛} .

由于与上面所给出的, 针对没有𝛾5的迹, 相同的原因, 对于奇数的𝑛这为零. 它对于𝑛 = 0和𝑛 = 2也

为零:

Tr{𝛾5} = 0 (8.A.10)

Tr{𝛾5𝛾𝜇𝛾𝑣} = 0 . (8.A.11)

(为了看到这点, 回忆起𝛾5 ≡ 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3𝛾即可, 注意到在Tr{𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3}或Tr{𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3𝛾𝜇𝛾𝜈}中没有
一种配对指标的方式使得每对中的时空指标相等.) 对于𝑛 = 4, 在Tr{𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎}中有可能
对指标进行配对使得每对中的时空指标相等, 但仅限于𝜇, 𝜈, 𝜌, 𝜎是0, 1, 2, 3的某个置换. 更进一步,

由于带有不同指标的𝛾-矩阵反对易, 这个迹在𝜇, 𝜈, 𝜌, 𝜎的置换下为奇. 因此迹Tr{𝛾5𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎}必须
正比于全反对称张量𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎. 通过令𝜇, 𝜈, 𝜌, 𝜎取值0, 1, 2, 3以及𝜖0123 = −1可以解出这个比例常数.

以这种方法, 我们发现

Tr{𝛾5𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎} = 4𝑖𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 . (8.A.12)

𝛾5与6个,8个或更多的𝛾-矩阵的乘积的迹可以用上面证明方程(8.A.1)的相同方法计算出来.
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在第7章和第8章, 我们应用正则量子化算符形式体系导出了多种理论的Feynman规则. 在很

多情况下, 例如有导数耦合的标量场或质量为零或非零的矢量场, 这个步骤尽管直接却相当笨拙.

相互作用哈密顿量会包含一个协变项, 等于拉格朗日量中相互作用项的负数, 加上一个非协变项,

其帮助抵消传播子中的非协变项. 在电动力学的情况下, 这个非协变项(Coulomb能)甚至不是空间

定域的, 尽管它在时间上是定域的. 最后结果仍是相当简单的: Feynman规则仅是那些我们用协变

传播子所获得的, 并且使用拉格朗日量中相互作用项的负数以计算顶点贡献. 得到这些结果时的

繁琐, 其对于第7章和第8章所考虑的力量已经足够坏了, 对于更加复杂的理论, 像卷II将要讨论的

非阿贝尔规范理论以及广义相对论, 这些繁琐变得无法容忍. 我们将更倾向于这样的计算方法, 可

以直接从拉格朗日量得到最终的, Lorentz-协变的Feynman规则.

幸运的是, 这样的一个方法确实存在. 其由量子力学的路径积分方法提供. 这首次出现

在Feynman的普林斯顿大学Ph.D论文1中的非相对论量子力学部分, 作为一种直接处理拉格朗

日量而非哈密顿量的方法. 在这一方面, 它受到了Dirac2早期工作的启发. 路径积分方法(和灵

感的猜测)在Feynman稍后他的图形规则的推导中起了部分作用.3 然而, 尽管Feynman图在20世

纪50年代变得广泛使用, 大多数物理学家(包括我自己)倾向于用Schwinger和Tomonaga的算符方

法导出它们, Dyson在1949年证明这一方法所导出的图形规则与Feynman用他自己的方法导出的

规则相同.

路径积分于20世纪60年代复兴, 当时Faddeev(法捷耶夫)和Popov(波波夫)4以及De Witt(德维

特)5说明了如何将其应用于非阿贝尔规范理论和广义相对论. 对于大多数理论家, 转折点于1971年

来临, 此时’t Hooft(特·霍夫特)6利用路径积分方法, 在相互作用的高能行为变得非常显然的规范

下, 导出了自发破缺规范理论(将在卷II讨论)的Feynman规则, 自发破缺规范理论特别地包含弱作

用和电磁作用理论. 不久之后, 我们将在卷II进行讨论, 我们发现路径积分方法允许我们解释那些

在零耦合常数处有显然奇异性的𝑆-矩阵贡献, 这样的贡献本来会因此而无法在任何有限阶微扰论

中被发现. 自此以后, 这里所描述的路径积分方法就变成了所有使用量子场论的物理学家的工具

中不可分割的一部分.

这时候读者可能会产生疑问, 如果路径积分方法如此方便, 为什么我们还要费心地在第7章介

绍正则形式体系. 诚然, Feynman起初似乎认为他的路径积分方法是普通的量子力学正则形式的

一个替代品. 从正则形式体系开始有两个原因. 其一是原理上的: 尽管路径积分形式体系提供给我

们显然Lorentz-不变的图形规则, 但它并没有说明为什么以这种方式计算的𝑆-矩阵是幺正的. 就我

所知, 证明路径积分形式体系所产生的是幺正的𝑆-矩阵的唯一方法是, 用它来重构幺正性显然的

正则体系.这里存在一种困难的守恒;我们可以使用正则方法,其中幺正性显然但Lorentz不变性不

明显, 或者路径积分方法, 其是显然Lorentz-不变的但幺正性远没有那么显然. 既然这里是从正则

方法导出路径积分方法, 我们知道两种方法给出相同的𝑆-矩阵, 这使得𝑆-矩阵必须即是Lorentz-不

变又是幺正的.

先引入正则体系的第二个原因更加实际: 存在重要的理论, 在这些理论中, Feynman路径积分

271
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方法的最简版本, 即从拉格朗日量中直接取出传播子和相互作用顶点, 是错的. 一个例子是非线

性𝜎-模型, 其拉格朗日量密度为L = −1
2𝑔𝑘ℓ(𝜑)𝜕𝜇𝜑

𝑘𝜕𝜇𝜑ℓ. 在这类理论中, 使用直接从拉格朗日量

密度导出的朴素的Feynman规则, 其产生的𝑆-矩阵不仅是错的甚至是不幺正的, 并且也依赖于我

们定义标量场的方式.7本章中, 我们将从正则形式体系导出路径积分形式体系, 并且以这种方式我

们将看到, 什么样的额外顶点需要被补充进Feynman路径积分方法的最简版本中.

9.1 普遍的路径积分公式

我们从一个普遍的量子力学系统出发, 其有厄密算符“坐标”𝑄𝑎以及共轭“动量”𝑃𝑏, 满足正则

对易关系*:

[𝑄𝑎, 𝑃𝑏] = 𝑖 𝛿𝑎𝑏 , (9.1.1)

[𝑄𝑎, 𝑄𝑏] = [𝑃𝑎, 𝑃𝑏] = 0 . (9.1.2)

(在本节以及接下来的三节, 我们将集中于玻色算符, 其满足对易关系而不是反对易关系. 我们的

结果将在9.5节被推广以纳入费米算符.) 在一个场论中, 指标𝑎由位置𝑥和一个离散的Lorentz以及

种类指标𝑚构成, 我们按照惯例写成

𝑄x,𝑚 ≡ 𝑄𝑚(x) , (9.1.3)

𝑃x,𝑚 ≡ 𝑃𝑚(x) . (9.1.4)

另外, 方程(9.1.1)中的克罗内克𝛿-符号被解释成

𝛿x,𝑚 ;y,𝑛 ≡ 𝛿3(x− y)𝛿𝑚𝑛 . (9.1.5)

然而, 目前使用方程(9.1.1)和(9.1.2)的较紧凑记法将是方便的. 这些是“Schrödinger-绘景”算符, 取

在固定时刻(例如, 𝑡 = 0). Heisenberg绘景中的时间相关算符将在稍后考察.

既然𝑄𝑎全部对易, 我们可以一个本征值为𝑞𝑎的同时本征态:

𝑄𝑎 |𝑞⟩ = 𝑞𝑎 |𝑞⟩ . (9.1.6)

(我们在这里使用小写的𝑞和𝑝以标记本征值而不像第7章中那样用来标记相互作用绘景中的算符,

但由于我们在本章不使用相互作用绘景, 因而不会产生混淆.) 本征矢可以被取成是正交的,
⟨︀
𝑞′|𝑞
⟩︀
=
∏︁

𝑎

𝛿(𝑞′𝑎 − 𝑞𝑎) ≡ 𝛿(𝑞′ − 𝑞) , (9.1.7)

使得完备关系变成

1 =

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑞𝑎 |𝑞⟩ ⟨𝑞| . (9.1.8)

类似地, 我们可以找到𝑃𝑎的一组完备正交基:

𝑃𝑎|𝑝⟩ = 𝑝𝑎|𝑝⟩ , (9.1.9)
⟨︀
𝑝′|𝑝
⟩︀
=
∏︁

𝑎

𝛿(𝑝′𝑎 − 𝑝𝑎) ≡ 𝛿(𝑝′ − 𝑝) , (9.1.10)

1 =

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎 |𝑝⟩ ⟨𝑝| . (9.1.11)

*我们在这里隐含假定了任何第一类约束通过选择规范被消除了, 而剩下的任何第二类约束通过将约束自由度写成

非约束𝑄𝑎和𝑃𝑎的形式被“解出”了, 就像7.6节中做的那样. 路径积分方法对约束系统的直接应用被Faddeev所描述.8
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像往常一样, 从方程(9.1.1)得出这两组完备的本征态有标量积**

⟨𝑞|𝑝⟩ =
∏︁

𝑎

1√
2𝜋

exp(𝑖𝑞𝑎𝑝𝑎) . (9.1.12)

在Heisenberg绘景中, 𝑄算符和𝑃算符被赋予了时间相关性

𝑄𝑎(𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)𝑄𝑎 exp(−𝑖𝐻𝑡) , (9.1.13)

𝑃𝑎(𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)𝑃𝑎 exp(−𝑖𝐻𝑡) , (9.1.14)

其中𝐻是总的哈密顿量. 它们有本征态|𝑞; 𝑡⟩和|𝑝; 𝑡⟩

𝑄𝑎|𝑞; 𝑡⟩ = 𝑞𝑎|𝑞; 𝑡⟩ , (9.1.15)

𝑃𝑎|𝑝; 𝑡⟩ = 𝑝𝑎|𝑝; 𝑡⟩ , (9.1.16)

给定为

|𝑞; 𝑡⟩ = exp(𝑖𝐻𝑡)|𝑞⟩ , (9.1.17)

|𝑝; 𝑡⟩ = exp(𝑖𝐻𝑡)|𝑝⟩ . (9.1.18)

(注意到|𝑞; 𝑡⟩是𝑄𝑎(𝑡)本征值为𝑞𝑎的本征态, 而不是令态|𝑞⟩演化时间𝑡后的结果. 这是为什么它的时

间相关性由因子exp(𝑖𝐻𝑡)给出而非exp(−𝑖𝐻𝑡)的原因.) 这些态显然满足完备性和正交性条件

⟨︀
𝑞′; 𝑡|𝑞; 𝑡

⟩︀
= 𝛿(𝑞′ − 𝑞) , (9.1.19)

⟨︀
𝑝′; 𝑡|𝑝; 𝑡

⟩︀
= 𝛿(𝑝′ − 𝑝) , (9.1.20)

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑞𝑎 |𝑞; 𝑡⟩ ⟨𝑞; 𝑡| = 1 (9.1.21)

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎 |𝑝; 𝑡⟩ ⟨𝑝; 𝑡| = 1 (9.1.22)

以及另外的

⟨𝑞; 𝑡|𝑝; 𝑡⟩ =
∏︁

𝑎

1√
2𝜋

exp(𝑖𝑞𝑎𝑝𝑎) . (9.1.23)

如果, 通过在时刻𝑡处的测量, 我们发现我们的系统处在确定的态|𝑞; 𝑡⟩, 那么在时刻𝑡′的测量以
给出态|𝑞′; 𝑡′⟩的几率振幅是标量积⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞; 𝑡⟩. 我们核心的动力学问题就是计算这个标量积.

当𝑡′和𝑡无限接近时, 即𝑡′ = 𝜏 + 𝑑𝜏而𝑡 = 𝜏 , 这是简单的. 利用方程(9.1.17), 我们有

⟨︀
𝑞′; 𝜏 + 𝑑𝜏 |𝑞; 𝜏

⟩︀
=
⟨︀
𝑞′; 𝜏

⃒⃒
exp(−𝑖𝐻 𝑑𝜏) |𝑞; 𝜏⟩ . (9.1.24)

哈密顿量作为一个函数𝐻(𝑄,𝑃 )给出, 但既然(9.1.13)和(9.1.14)是相似变换, 并且𝐻与它自身对易,

它可以等价的写成𝑄(𝑡)和𝑃 (𝑡)的同一函数

𝐻 ≡ 𝐻(𝑄,𝑃 ) = 𝑒𝑖𝐻𝑡𝐻(𝑄,𝑃 )𝑒−𝑖𝐻𝑡 = 𝐻
(︁
𝑄(𝑡), 𝑃 (𝑡)

)︁
. (9.1.25)

**这个证明遵循与点粒子的量子力学相同的路线. 从方程(9.1.1), 我们看到𝑃𝑏作为−𝑖𝜕/𝜕𝑞𝑏作用在𝑞-基中的波函数上.

那么方程(9.1.12)的右边被视为𝑃的一个本征态在该基下的波函数. 因子
∏︀

1/
√
2𝜋被归一化要求, 方程(9.1.10), 所确定.
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通过使用对易关系(9.1.1)和(9.1.2)以交换𝑄和𝑃的次序, 这一函数可以被写成几种不同的形式, 不

同的形式中有着不同的常系数. 采取这样一种标准形式将是方便的, 即所有的𝑄处在所有𝑃的左

边. 例如, 给定哈密顿量中的一项形式为𝑃𝑎𝑄𝑏𝑃𝑐, 我们将其重写为𝑃𝑎𝑄𝑏𝑃𝑐 = 𝑄𝑏𝑃𝑎𝑃𝑐 − 𝑖𝛿𝑎𝑏𝑃𝑐. 在

这个约定下, 方程(9.1.24)中哈密顿量的𝑄𝑎(𝑡)可以被它们的本征值𝑞
′
𝑎替换

†. 为了处理𝑃 (𝑡), 我们使

用方程(9.1.23)在𝑃 -本征态下展开|𝑝; 𝜏⟩, 发现
⟨︀
𝑞′; 𝜏 + 𝑑𝜏 |𝑞; 𝜏

⟩︀
=

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎
⟨︀
𝑞′; 𝜏

⃒⃒
exp

(︁
− 𝑖𝐻(𝑄(𝜏), 𝑃 (𝜏))𝑑𝜏

)︁
|𝑞; 𝜏⟩

× ⟨𝑝; 𝜏 |𝑞; 𝜏⟩

=

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎
2𝜋

exp

[︃
−𝑖𝐻(𝑞′, 𝑝)𝑑𝜏 + 𝑖

∑︁

𝑎

(𝑞′𝑎 − 𝑞𝑎)𝑝𝑎

]︃
, (9.1.26)

其中每个𝑝𝑎从−∞被积到+∞.

现在让我们回到更加普遍的有限时间间隔的情况. 为了计算𝑡 < 𝑡′的⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞; 𝑡⟩, 我们将
从𝑡到𝑡′的时间间隔分解成𝑡, 𝜏1, 𝜏2, · · · 𝜏𝑁 , 𝑡′, 其中

𝜏𝑘+1 − 𝜏𝑘 = 𝑑𝜏 = (𝑡′ − 𝑡)/(𝑁 + 1) (9.1.27)

并对处在每个时刻𝜏𝑘的态|𝑞; 𝜏𝑘⟩的完全集求和:

⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞; 𝑡⟩ =
∫︁
𝑑𝑞1 · · · 𝑑𝑞𝑁 ⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞𝑁 ; 𝜏𝑁 ⟩ ⟨𝑞𝑁 ; 𝜏𝑁 |𝑞𝑁−1; 𝜏𝑁−1⟩ · · · ⟨𝑞1; 𝜏1|𝑞; 𝑡⟩ (9.1.28)

插入方程(9.1.26), 这变成

⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞; 𝑡⟩ =
∫︁ [︃ 𝑁∏︁

𝑘=1

∏︁

𝑎

𝑑𝑞𝑘,𝑎

]︃[︃
𝑁∏︁

𝑘=0

∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑘,𝑎/2𝜋

]︃

× exp

[︃
𝑖
𝑁+1∑︁

𝑘=1

{︃∑︁

𝑎

(𝑞𝑘,𝑎 − 𝑞𝑘−1,𝑎)𝑝𝑘−1,𝑎 −𝐻(𝑞𝑘, 𝑝𝑘−1)𝑑𝜏

}︃]︃
, (9.1.29)

其中

𝑞0 ≡ 𝑞 , 𝑞𝑁+1 ≡ 𝑞′ . (9.1.30)

我们的结果, 方程(9.1.29), 可以变成更加优美的形式. 定义光滑插值函数, 𝑞(𝜏)和𝑝(𝜏), 使得

𝑞𝑎(𝜏𝑘) ≡ 𝑞𝑘,𝑎 , 𝑝𝑎(𝜏𝑘) ≡ 𝑝𝑘,𝑎 . (9.1.31)

在极限𝑑𝜏 → 0(即, 𝑁 → ∞)下, 方程9.1.29中的指数变量就变成了对𝜏的积分

𝑁+1∑︁

𝑘=1

{︃∑︁

𝑎

(𝑞𝑘,𝑎 − 𝑞𝑘−1,𝑎)𝑝𝑘−1,𝑎 −𝐻(𝑞𝑘, 𝑝𝑘−1)𝑑𝜏

}︃

=
𝑁+1∑︁

𝑘=1

{︃∑︁

𝑎

𝑞𝑎(𝜏𝑘)𝑝𝑎(𝜏𝑘)−𝐻
(︁
𝑞(𝜏𝑘), 𝑝(𝜏𝑘)

)︁}︃
𝑑𝜏 +𝑂(𝑑𝜏2)

→
∫︁ 𝑡′

𝑡

{︃∑︁

𝑎

𝑞𝑎(𝜏)𝑝𝑎(𝜏)−𝐻
(︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

)︁}︃
𝑑𝜏 . (9.1.32)

†这是唯一可能的, 因为对于无限小的𝑑𝜏 , exp(−𝑖𝐻 𝑑𝜏)对𝐻是线性的.
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进一步, 我们可以定义对函数𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)的积分为

∫︁ ∏︁

𝜏,𝑎

𝑑𝑞𝑎(𝜏)
∏︁

𝜏,𝑏

𝑑𝑝𝑏(𝜏)

2𝜋
· · · ≡ lim

𝑑𝜏→0

∫︁ ∏︁

𝑘,𝑎

𝑑𝑞𝑘,𝑎
∏︁

𝑘,𝑏

𝑑𝑝𝑘,𝑏
2𝜋

· · · . (9.1.33)

那么方程(9.1.29)变成了一个约束路径积分

⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞; 𝑡⟩ =
∫︁

𝑞𝑎(𝑡)=𝑞𝑎
𝑞𝑎(𝑡′)=𝑞′𝑎

∏︁

𝜏,𝑎

𝑑𝑞𝑎(𝜏)
∏︁

𝜏,𝑏

𝑑𝑝𝑏(𝜏)

2𝜋

× exp

[︃
𝑖

∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏

{︃∑︁

𝑎

𝑞𝑎(𝜏)𝑝𝑎(𝜏)−𝐻
(︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

)︁}︃]︃
. (9.1.34)

这称为路径积分, 这是因为我们对所有从𝜏 = 𝑡时的𝑞到𝜏 = 𝑡′时的𝑞′的路径𝑞(𝜏)进行积分, 并对所有

的𝑝(𝜏)积分. 以这种方式写矩阵元的巨大优点是, 正如在9.3节所要展示的, 当路径积分以𝐻中的耦

合常数做幂级数展开时是很容易计算的.

路径积分形式体系不仅允许我们计算类似⟨𝑞′; 𝑡′|𝑞; 𝑡⟩的跃迁几率振幅, 还允许我们计算一般

算符O (𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡))的编时乘积在态⟨𝑞′; 𝑡′|和|𝑞; 𝑡⟩之间的矩阵元. 将这些算符定义为(不像𝐻)所有

的𝑃处在左边而所有的𝑄处在右边. 那么通过将任意这样的算符O
(︁
𝑃 (𝜏), 𝑄(𝜏)

)︁
插入方程(9.1.26),

我们有

⟨𝑞′; 𝜏 + 𝑑𝜏 |O
(︁
𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)

)︁
|𝑞; 𝜏⟩ =

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎

× ⟨𝑞′; 𝜏 | exp
(︁
− 𝑖𝐻

(︁
𝑄(𝜏), 𝑃 (𝜏)

)︁
𝑑𝜏
)︁
|𝑝; 𝜏⟩⟨𝑝; 𝜏 |O

(︁
𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)

)︁
|𝑞; 𝜏⟩

=

∫︁ ∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎
2𝜋

exp

[︃
−𝑖𝐻(𝑞′, 𝑝)𝑑𝜏 + 𝑖

∑︁

𝑎

(𝑞′𝑎 − 𝑞𝑎)𝑝𝑎

]︃
O(𝑝, 𝑞) . (9.1.35)

为了计算𝑡𝐴 > 𝑡𝐵 > · · ·的算符乘积O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
O𝐵

(︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

)︁
的矩阵元, 我们可以在方

程(9.1.28)中的渐近态之间插入O-算符, 并使用方程(9.1.35). 例如, 如果时间𝑡𝐴落在𝜏𝑘和𝜏𝑘+1之间,

那么在⟨𝑞𝑘+1; 𝜏𝑘+1|和|𝑞𝑘; 𝜏𝑘⟩之间插入O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
, 注意, 在方程(9.1.28)中对态的每个连续

求和是随后的, 所以由于我们的假定𝑡𝐴 > 𝑡𝐵 > · · · , 这是唯一可能的. 跟随与之前相同的步骤, 我

们现在发现普遍的路径积分公式

⟨𝑞′, 𝑡′|O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
O𝐵

(︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

)︁
· · · |𝑞, 𝑡⟩

=

∫︁

𝑞𝑎(𝑡)=𝑞𝑎
𝑞𝑎(𝑡′)=𝑞′𝑎

∏︁

𝜏,𝑎

𝑑𝑞𝑎(𝜏)
∏︁

𝜏,𝑏

𝑑𝑝𝑏(𝜏)

2𝜋
O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
O𝐵

(︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

)︁
· · ·

× exp

[︃
𝑖

∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏

{︃∑︁

𝑎

𝑞𝑎(𝜏)𝑝𝑎(𝜏)−𝐻 (𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏))

}︃]︃
. (9.1.36)

这个结果只有在时间被排序之后才是适用的, 即

𝑡′ > 𝑡𝐴 > 𝑡𝐵 > · · · 𝑡 . (9.1.37)
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然而, 方程(9.1.36)的右边没有什么指明了时间变量的次序. 因此, 如果呈现给我们的是类似方

程(9.1.36)右边的路径积分, 其中𝑡𝐴, 𝑡𝐵以任意次序排列(它们都处在𝑡和𝑡′之间, 其中𝑡 < 𝑡′), 那么这

个路径积分将等价于类似方程(9.1.36)左边的矩阵元, 但是其中的算符(从左到右)以时间减少的次

序排列. 即, 对于以任意次序排列的𝑡𝐴, 𝑡𝐵, · · · , 我们有

⟨𝑞′, 𝑡′|𝑇
{︁

O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
,O𝐵

(︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

)︁
, · · ·

}︁
|𝑞, 𝑡⟩

=

∫︁

𝑞𝑎(𝑡)=𝑞𝑎
𝑞𝑎(𝑡′)=𝑞′𝑎

∏︁

𝜏,𝑎

𝑑𝑞𝑎(𝜏)
∏︁

𝜏,𝑏

𝑑𝑝𝑏(𝜏)

2𝜋
O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
O𝐵

(︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

)︁
· · ·

× exp

[︃
𝑖

∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏

{︃∑︁

𝑎

𝑞𝑎(𝜏)𝑝𝑎(𝜏)−𝐻
(︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

)︁}︃]︃
, (9.1.38)

其中𝑇代表通常的编时乘积.

或许该强调一下, 方程(9.1.38)中的c-数函数𝑞𝑎(𝜏), 𝑝𝑎(𝜏)仅是积分变量, 并且特别地, 它们没有

被约束以服从经典哈密顿动力学的运动方程

𝑞𝑎(𝜏)−
𝜕𝐻(𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏))

𝜕𝑝𝑎(𝜏)
= 0 , (9.1.39)

�̇�𝑎(𝜏) +
𝜕𝐻(𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏))

𝜕𝑞𝑎(𝜏)
= 0 . (9.1.40)

(由于这个原因, 方程(9.1.38)中的哈密顿量𝐻(𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏))对于𝜏不是常数.) 然而, 在一种极限意义

下, 路径积分确实反应这些运动方程. 假定方程(9.1.38)中的函数之一, 例如O𝐴 (𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)), 恰

巧是方程(9.1.39)或方程(9.1.40)的左边. 我们注意到(对于𝑡 < 𝑡𝐴 < 𝑡′)

(︂
𝑞𝑎(𝑡𝐴)−

𝜕𝐻(𝑞(𝑡𝐴), 𝑝(𝑡𝐴))

𝜕𝑝𝑎(𝑡𝐴)

)︂
exp

(︁
𝑖𝐼[𝑞, 𝑝]

)︁
= −𝑖 𝛿

𝛿𝑝𝑎(𝑡𝐴)
exp

(︁
𝑖𝐼 [𝑞, 𝑝]

)︁
,

(︂
�̇�𝑎(𝑡𝐴)−

𝜕𝐻(𝑞(𝑡𝐴), 𝑝(𝑡𝐴))

𝜕𝑞𝑎(𝑡𝐴)

)︂
exp

(︁
𝑖𝐼[𝑞, 𝑝]

)︁
= 𝑖

𝛿

𝛿𝑞𝑎(𝑡𝐴)
exp

(︁
𝑖𝐼[𝑞, 𝑝]

)︁
,

其中𝑖𝐼是方程(9.1.38)中指数的变量:

𝐼[𝑞, 𝑝] ≡
∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏

{︃∑︁

𝑎

𝑞𝑎(𝜏)𝑝𝑎(𝜏)−𝐻
(︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

)︁}︃
.

只要𝑡𝐴不接触𝑡或𝑡
′, 对𝑞𝑎(𝑡𝐴)和𝑝𝑎(𝑡𝐴)的积分是非约束的, 因而在这些积分收敛的合理假定下, 这

种变分导数的积分必须为零. 因此如果O𝐴 (𝑝, 𝑞)被取成是运动方程(9.1.39)或(9.1.40)的左边, 那么

路径积分(9.1.38)必须为零.

仅当积分变量𝑞𝑎(𝑡𝐴), 𝑝𝑎(𝑡𝐴)独立于出现在方程(9.1.38)中任何其它函数O𝐵, O𝐶 , 等中的任何

变量𝑞𝑎(𝑡𝐵), 𝑝𝑎(𝑡𝐵), · · · , 且仅当我们禁止𝑡𝐴接近𝑡𝐵, 𝑡𝐶 , · · · , 以及𝑡或𝑡′时, 这个简单规则才是适用

的. 当𝑡𝐴接近, 例如𝑡𝐵, 这个路径积分将会包含一个正比于𝛿(𝑡𝐴 − 𝑡𝐵)或它导数的非零项. 这些𝛿-函

数与, 算符形式体系中, 编时乘积定义中暗含的阶跃函数的时间导数是相同的.

在计算路径积分(9.1.34)和(9.1.38)中, 我们仅需要知道经典哈密顿量, c-数函数𝐻(𝑞, 𝑝). 如果

我们通过路径积分定义一个理论, 这个问题将会自然而然的产生, 那么多可能的量子力学哈密

顿量𝐻(𝑄,𝑃 )(相差在𝑄和𝑃的次序)中的哪一个控制对应这些路径积分的量子理论. 我们的推导
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已经给出了一个答案: 量子哈密顿量将被取成所有的𝑄在左边, 而所有的𝑃在右边. 但是给这

个描述以太多的含义将是一个错误. 存在大量解释出现在类似(9.1.34)或(9.1.38)的路径积分中的

测度Π 𝑑𝑞𝑎(𝜏)Π 𝑑𝑝𝑏(𝜏)的方式. 我们的描述, 即把所有的𝑄放在所有𝑃的左边, 仅当测度是根据方

程(9.1.31)—(9.1.33)解释时才是合适的. 其它测度将导出算符次序的其它描述. 这不是一个急迫

的问题, 因为哈密顿量中算符次序的不同描述仅对应于常数的不同选择, 这些常数是作为哈密顿

量中各种项的系数而出现的, 并且我们公式化这些理论时, 这些常数总要留作任意参量.

很难将方程(9.1.38)中的普遍路径积分用作数值计算或者严格定理的源头. 为此, 用路径积分

计算欧几里得空间中的振幅更好一些, 其中𝑡被一个虚量−𝑖𝑥4所替换, 并且方程(9.1.38)中指数的变

量是一个负的实量. 以这种方式, 取代了锯齿状的路径, 这些路径产生了从一个路径到另一路径积

分的激素振荡, 所有的锯齿路径被指数式地抑制了. 尽管我们将不会在这里研究它, 量子场论可以

以欧几里得时空中的Feynman振幅的形式为开端规划出来.8a 在一些貌似可信的假定下, 闵可夫

斯基时空的Feynman振幅有可能从它们的欧几里得配对部分重新构建出来.8b 但是如果我们仅打

算用路径积分计算微扰论中的Feynman振幅, 我们也可以坚持路径积分的闵可夫斯基空间公式化.

9.2 过渡到𝑆-矩阵

正如之前所提及的, 通过让指标𝑎取遍空间中的点x以及自旋和种类指标𝑚, 并分别将𝑄𝑎(𝑡)和

𝑃𝑎(𝑡)替换成𝑄𝑚(x, 𝑡)和𝑃𝑚(x, 𝑡), 我们可以轻松地将9.1节普遍的量子力学结果转变成适合量子场

论的记法. 这样, 方程(9.1.38)变成*

⟨𝑞′, 𝑡′|𝑇{O𝐴[𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)],O𝐵[𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)], · · · }|𝑞, 𝑡⟩

=

∫︁

𝑞𝑚(x,𝑡)=𝑞𝑚(x)
𝑞𝑚(x,𝑡′)=𝑞′𝑚(x)

∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)

2𝜋

× O𝐴

[︁
𝑝(𝑡𝐴), 𝑞(𝑡𝐴)

]︁
O𝐵

[︁
𝑝(𝑡𝐵), 𝑞(𝑡𝐵)

]︁
· · ·

× exp

[︃
𝑖

∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏

{︃∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑚

𝑞𝑚(x, 𝜏)𝑝𝑚(x, 𝜏)−𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁}︃]︃
. (9.2.1)

然而在场论中,方程(9.2.1)不完全是我们想要的. 实验者不测量量子场𝑄的本征态⟨𝑞′, 𝑡′|和|𝑞, 𝑡⟩之
间的跃迁几率振幅, 而是𝑆-矩阵元, 即处在𝑡 → −∞或𝑡 → +∞时, 包含各种类型数目明确

的粒子态之间的跃迁几率振幅. 这些态被称为“入”态和“出”态, |𝛼,in⟩和|𝛽,out⟩, 其中𝛼和𝛽代
表由各种粒子的动量, 自旋𝑧-分量(或螺度)以及种类所表征的粒子集合. 为了计算编时乘

积(可能是空的)在这类态之间的矩阵元, 我们需要给方程(9.2.1)乘上任意固定时刻𝑡和𝑡′的“波

函数”⟨𝛽,out|𝑞′, 𝑡′⟩和⟨𝑞, 𝑡|𝛼,in⟩, 方便起见这里的𝑡和𝑡′分别取为−∞和+∞, 然后对这些波函数的“变

量”𝑞𝑚(x)和𝑞
′
𝑚(x)积分. 但是, 取代以如下条件约束对𝑞𝑚(x, 𝜏)的路径积分

𝑞𝑚(x,+∞) = 𝑞′𝑚(x) , 𝑞𝑚(x,−∞) = 𝑞𝑚(x) , (9.2.2)

然后对𝑞′𝑚(x)和𝑞𝑚(x)积分, 我们也可以做𝑞𝑚(x, 𝜏)(以及𝑝𝑚(x, 𝜏))的非约束积分, 并令波函数的变

*我 们 现 在 把𝐻和O所 带 的 括 号 写 成 方 括 号, 以 提 醒 我 们𝐻[𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)]和O[𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡)]是 处 在 固 定 时

刻𝑡的𝑞𝑚(x, 𝑡)和𝑝𝑚(x, 𝑡)的泛函.
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量等于方程(9.2.2)给出的值:

⟨𝛽, out|𝑇
{︁

O𝐴

[︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

]︁
,O𝐵

[︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

]︁
, · · ·

}︁
|𝛼, in⟩

=

∫︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
∏︁

𝜏,x,𝑚

(𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)/2𝜋)

× O𝐴

[︁
𝑝(𝑡𝐴), 𝑞(𝑡𝐴)

]︁
O𝐵

[︁
𝑝(𝑡𝐵), 𝑞(𝑡𝐵)

]︁
· · ·

× exp

[︃
𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︃∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑚

𝑞𝑚(x, 𝜏)𝑝𝑚(x, 𝜏)−𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁}︃]︃

× ⟨𝛽, out|𝑞(+∞); +∞⟩ ⟨𝑞(−∞);−∞|𝛼, in⟩ . (9.2.3)

附带地, 这个结果立刻导出**方程(6.4.3), 我们重复使用的一个定理将不在质量壳上的Feynman图

之和与Heisenberg绘景算符在精确能量本征态之间的矩阵元关联起来.

现在必须要考察如何计算作为最后一对因子出现在方程(9.2.3)中的波函数. 我们现在考察最

简单且最重要的情况, 真空. (我们在6.4节看到, 𝑆-矩阵元可以轻松地从编时乘积的真空期望值中

计算出来.) 我们像往常一样假定, 对于𝑡 → ±∞, 计算矩阵元时可以认为没有相互作用. “入”真空

和“出”真空因而可以通过以下条件定义

𝑎in(p, 𝜎, 𝑛)|VAC,in⟩ = 0 ,

𝑎out(p, 𝜎, 𝑛)|VAC,out⟩ = 0 ,
(9.2.4)

其中𝑎in和𝑎out分别是在𝑡 → ∞和𝑡 → +∞时, 算符𝑄𝑚(x, 𝑡)的平面波展开中, 出现在exp(𝑖p · x −
𝑖𝐸𝑡)的系数中的算符. 例如, 对于中性无自旋粒子的实标量场, 我们实际上有

Φ(x, 𝑡)
𝑡→∓∞−→ (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 (2𝐸)−1/2

[︂
𝑎 in
out

(p)𝑒𝑖𝑝·𝑥 +H.c.

]︂
, (9.2.5)

Π(x, 𝑡)
𝑡→∓∞−→ Φ̇(x, 𝑡)

𝑡→∓∞−→ −𝑖(2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 (𝐸/2)1/2

[︂
𝑎 in
out

(p)𝑒𝑖𝑝·𝑥 −H.c.

]︂
(9.2.6)

**只需要注意, 对于哈密顿量𝐻[𝑃 (𝑡), 𝑄(𝑡)] +
∑︀

𝐴

∫︀
𝑑3𝑥 𝜖𝐴(x, 𝑡)O𝐴(x, 𝑡), 𝑆-矩阵由方程(9.2.3)给定为

⟨𝛽, out|𝛼, in⟩𝜖 =
∫︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
∏︁

𝜏,𝑥,𝑚

(𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)/2𝜋)

× exp

[︃
𝑖

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝜏
{︁∫︁

𝑑3𝑥 𝑞𝑚(x, 𝜏)𝑝𝑚(x, 𝜏)−𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁
−
∑︁
𝐴

∫︁
𝑑3𝑥 𝜖𝐴(x, 𝜏)𝑂𝐴(x, 𝜏)

}︁]︃
× ⟨𝛽, out|𝑞(+∞);+∞⟩ ⟨𝑞(−∞);−∞|𝛼, in⟩ .

方程(6.4.3)的右边是该表达式对𝜖𝑎, 𝜖𝑏等, 在𝜖 = 0处的导数, 其产生了方程(9.2.3)的右边, 再次使用方程(9.2.3)就立刻给

出了方程(6.4.3)的右边.
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其中𝑝0 ≡ 𝐸 ≡
√︀
𝑝2 +𝑚2, 并且我们在这里使用了标量场传统的Φ和Π而非𝑄和𝑃 , 并扔掉了不必

要的指标𝑚,𝜎, 𝑛. 逆Fourier变换并取产生的表达式的线性组合, 我们有

𝑎 in
out

= lim
𝑡→∓∞

𝑒𝑖𝐸𝑡

(2𝜋)3/2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖p·x

×
[︃√︂

𝐸

2
Φ(x, 𝑡) + 𝑖

√︂
1

2𝐸
Π(x, 𝑡)

]︃
. (9.2.7)

正如9.1节中所提及的, “动量”Π(x, 𝑡)作为一个变分导数−𝑖𝛿/𝛿𝜑(x, 𝑡)作用在𝜑-基下的波函数, 所以

在这个基下, 条件(9.2.4)变成

0 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒𝑖p·x

[︂
𝛿

𝛿𝜑(𝑥)
+ 𝐸(p)𝜑(x)

]︂⟨
𝜑(𝑡→ ∓∞);∓∞

⃒⃒
⃒VAC, in

out

⟩
. (9.2.8)

这个类常微分方程有一个著名的高斯解, 所以我们在这里尝试一下高斯的拟设:

⟨
𝜑(𝑡→ ∓∞);∓∞

⃒⃒
⃒VAC, in

out

⟩
= N exp

(︂
−1

2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 E (x,y)𝜑(x)𝜑(y)

)︂
. (9.2.9)

其中核E以及常数N 留待决定. 将其带入方程(9.2.8), 我们看到, 如果对所有的𝜑

0 =

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖p·x

[︂∫︁
𝑑3𝑦 E (x,y)𝜑(y)− 𝐸(p)𝜑(x)

]︂
(9.2.10)

或者, 换种形式, 如果 ∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖p·xE (x,y) = 𝐸(p)𝜑(x) , (9.2.11)

那么真空波函数的泛函微分方程被满足. 通过逆Fourier变换, 这个解是很容易找到的

E (x,y) = (2𝜋)−3

∫︁
𝑑3𝑝 𝑒𝑖p·(x−y)𝐸(p) . (9.2.12)

(回忆𝐸(p) ≡
√︀

p2 +𝑚2). 这实际上是核E最有用的表示, 顺带地, 我们会注意到, 对于x ̸= y, E也

可以写成负阶Hankel函数的形式

E (x,y) =
𝑚

2𝜋2𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
1

𝑟
𝐾−1(𝑚𝑟)

)︂
, (9.2.13)

其中𝑟 ≡ |x− y|. 方程(9.2.9)中的常数N 可以从真空态的归一化条件中形式地获得, 但我们不会

用到这个结果.

根据方程(9.2.9), 在标量场理论中计算真空期望值时, 方程(9.2.3)中后两个因子的乘积是

⟨VAC, out|𝜑(∞); +∞⟩ ⟨𝜑(−∞);−∞|VAC, in⟩

= |N |2 exp
(︁
− 1

2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 E (x,y)

[︁
𝜑(x,+∞)𝜑(y,+∞)

+ 𝜑(x,−∞)𝜑(y,−∞)
]︁)︁

(9.2.14)

= |N |2 exp
(︂
−1

2𝜖

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏 E (x,y)𝜑(x, 𝜏)𝜑(y, 𝜏)𝑒−𝜖|𝜏 |

)︂
,
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其中𝜖是正的无限小. 为了获得最终表达式, 我们使用了任意适度光滑函数𝑓(𝜏)的如下性质,

𝑓(+∞) + 𝑓(−∞) = lim
𝜖→0+

𝜖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏 𝑓(𝜏) 𝑒−𝜖|𝜏 | . (9.2.15)

现在将方程(9.2.14)代入(9.2.3)给出
⟨
VAC, out

⃒⃒
⃒𝑇
{︁

O𝐴

[︁
Π(𝑡𝐴),Φ(𝑡𝐴)

]︁
,O𝐵

[︁
Π(𝑡𝐵),Φ(𝑡𝐵)

]︁
, · · ·

}︁⃒⃒
⃒VAC, in

⟩

= |N |2
∫︁ ∏︁

𝜏,x

𝑑𝜑(x, 𝜏)
∏︁

𝜏,x

(𝑑𝜋(x, 𝜏)/2𝜋)O𝐴

[︁
𝜋(𝑡𝐴), 𝜑(𝑡𝐴)

]︁

× O𝐵

[︁
𝜋(𝑡𝐵), 𝜑(𝑡𝐵)

]︁
· · · exp

[︂
𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︂∫︁
𝑑3𝑥�̇�(x, 𝜏)𝜋(x, 𝜏)

−𝐻
[︁
𝜑(𝜏), 𝜋(𝜏)

]︁
+

1

2
𝑖𝜖

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 E (x,y)𝑒−𝜖|𝜏 |𝜑(x, 𝜏)𝜑(y, 𝜏)

}︂]︂
. (9.2.16)

我们将在9.4节看到, 方程(9.2.16)中指数变量的最后一项的全部效应是, 给动量空间中标量场传播

子的分母中提供−𝑖𝜖, [𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1. 我们将不会普遍自旋的相应细节, 而是简单地陈述, 一般而

言
⟨
VAC, out

⃒⃒
⃒𝑇
{︁

O𝐴

[︁
𝑃𝐴(𝑡𝐴), 𝑄𝐴(𝑡𝐴)

]︁
,O𝐵

[︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

]︁
, · · ·

}︁⃒⃒
⃒VAC, in

⟩

= |N |2
∫︁ [︃ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)

]︃[︃ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)

2𝜋

]︃
O𝐴

[︁
𝑝(𝑡𝐴), 𝑞(𝑡𝐴)

]︁

× O𝐵

[︁
𝑝(𝑡𝐵), 𝑞(𝑡𝐵)

]︁
· · · exp

[︂
𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︂∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑚

𝑞𝑚(x, 𝜏)𝑝𝑚(x, 𝜏)

−𝐻
[︁
𝜑(𝜏), 𝜋(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︂]︂
. (9.2.17)

其中“𝑖𝜖项”的效应仅是在所有传播子的分母中加上正确的−𝑖𝜖.
现在很适合提一下方程(9.2.17)中的场强无关因子, 例如常数|N |2, 是不重要的. 这是因为这

样的因子也给矩阵元⟨VAC,out|VAC,in⟩提供贡献. 在计算编时乘积(或𝑆-矩阵)的真空期望值的连

接部分时, 通过除以⟨VAC,out|VAC,in⟩, 我们消除了非连真空涨落子图的贡献, 并且, 真空期望值

中的任何常数因子在这个比值中被抵消了.

通过在方程(9.2.3)中插入合适的“波泛函”, 我们可以继续并计算多粒子态之间的矩阵元. 通

过应用诸如(9.2.7)的湮灭算符的伴算符与真空态上, 我么可以计算它们; 正如谐振子, 那些波泛函

结果是场乘以真空高斯中的Hermite多项式. 我们在这里不需要将其完全解出来, 因为, 正如6.4节

所证明的, 为了能够计算𝑆-矩阵元, 真空期望值(9.2.17)是我们所需要的全部.

9.3 路径积分公式的拉格朗日版本

方程(9.1.38)或(9.2.17)中指数上的积分看起来像与哈密顿量𝐻相联系的拉格朗日量𝐿. 这一特

征有些误导, 这是因为这里的“动量”𝑝𝑎(𝑡)或𝑝𝑛(x, 𝑡)是独立变量, 还没有与𝑞𝑎(𝑡)或𝑞𝑛(x, 𝑡)或它们的

导数相关联. 然而, 存在很大且很重要的一类理论, 在这类理论中, 对“动量”的积分可以通过将其

替换成正则形式体系所命令的值而完成, 在这个情况下, 路径积分中指数上的积分确实是拉格朗

日量.
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这些理论是哈密顿量是“动量”的二次型的理论——在场论的语言中

𝐻[𝑄,𝑃 ] = 1
2

∑︁

𝑛𝑚

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 𝐴x𝑛,y𝑚[𝑄]𝑃𝑛(x)𝑃𝑚(y)

+
∑︁

𝑛

∫︁
𝑑3𝑥𝐵x𝑛[𝑄]𝑃𝑛(x) + 𝐶[𝑄] (9.3.1)

其中“矩阵”𝐴x𝑛,y𝑚是一个实的, 对称且非奇异的矩阵. 那么方程(9.2.17)中指数的变量是𝑝的二次

型:

∫︁
𝑑𝜏

{︃∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑛

𝑝𝑛(x, 𝜏)𝑞𝑛(x, 𝜏)−𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁}︃

= −1
2

∑︁

𝑛𝑚

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 𝑑𝜏 𝑑𝜏 ′ A𝜏x𝑛,𝜏 ′y𝑚[𝑞] 𝑝𝑛(x, 𝜏) 𝑝𝑚(y, 𝜏

′)

−
∑︁

𝑛

∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑𝜏 B𝜏x𝑛[𝑞] 𝑝𝑛(x, 𝜏)− C [𝑞] , (9.3.2)

其中

A𝜏x𝑛,𝜏 ′y𝑚[𝑞] ≡ 𝐴x𝑛,y𝑚[𝑞(𝜏)]𝛿(𝜏 − 𝜏 ′) , (9.3.3)

B𝜏x𝑛[𝑞] ≡ 𝐵x𝑛[𝑞(𝜏)]− 𝑞𝑛(x, 𝜏) , (9.3.4)

C [𝑞] ≡ ∫ 𝑑𝜏 𝐶[𝑞(𝜏)] . (9.3.5)

现在, 类似(9.3.2)的二次型表达式, 它的指数的积分一般会正比于在指数变量的稳相点所计算的指

数值. 对于有限个实变量𝜉𝑠, 这个公式变成

∫︁ ∞

−∞

(︃∏︁

𝑠

𝑑𝜉𝑠

)︃
exp

{︃
−1

2 𝑖
∑︁

𝑠𝑟

A𝑠𝑟𝜉𝑠𝜉𝑟 − 𝑖
∑︁

𝑠

B𝑠𝜉𝑠 − 𝑖C

}︃

= (Det [𝑖A /2𝜋])−1/2 exp

{︃
−𝑖12

∑︁

𝑠𝑟

A𝑠𝑟𝜉𝑠𝜉𝑟 − 𝑖
∑︁

𝑠

B𝑠𝜉𝑠 − 𝑖C

}︃
, (9.3.6)

其中𝜉是稳相点

𝜉𝑠 = −
∑︁

𝑟

(A −1)𝑠𝑟B𝑟 . (9.3.7)

(该公式的证明参看本章的附录.) 因此, 只要方程(9.2.17)中的O𝐴, O𝐵等独立于𝑝, 对于这样的哈密

顿量, 通过将变量𝑝的值设定在指数变量中二次型表达式的稳相点, 我们可以计算出对𝑝的路径积

分. 但是这个二次型的变分导数是

𝛿

𝛿𝑝𝑛(x, 𝜏)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︂∫︁
𝑑3𝑥 𝑞𝑛(x, 𝜏)𝑝𝑛(x, 𝜏)−𝐻

[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︂

= 𝑞𝑛(x, 𝜏)−
𝛿

𝛿𝑝𝑛(x, 𝜏)
𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁
.

(𝑖𝜖项仅依赖于𝑞.) 因此使其为零的稳相“点”𝑝𝑛(x, 𝑡)由正则公式给出

𝑞(x, 𝜏) =

⎡
⎣
𝛿𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁

𝛿𝑝𝑛(x, 𝜏)

⎤
⎦
𝑝=𝑝

. (9.3.8)
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若令𝑝𝑛(x, 𝑡)等于这个值, 方程(9.2.17)中的指数变量是普通拉格朗日量

𝐿
[︁
𝑞(𝜏), 𝑞(𝜏)

]︁
≡
∫︁
𝑑3𝑥

(︃∑︁

𝑛

𝑞𝑛(x, 𝜏)𝑝𝑛(x, 𝜏)−𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁)︃
(9.3.9)

并且, 我们可以将方程(9.2.17)写为
⟨
VAC, out

⃒⃒
⃒𝑇
{︁

O𝐴

[︁
𝑄(𝑡𝐴)

]︁
,O𝐵

[︁
𝑄(𝑡𝐵)

]︁
, · · ·

}︁ ⃒⃒
⃒VAC, in

⟩

= |N |2
∫︁ ∏︁

𝜏,x,𝑛

𝑑𝑞𝑛(x, 𝜏)
(︁
Det

[︁
2𝑖𝜋A [𝑞]

]︁)︁−1/2

× O𝐴

[︁
𝑞(𝑡𝐴)

]︁
O𝐵

[︁
𝑞(𝑡𝐵)

]︁
· · ·

× exp

[︂
𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏
{︁
𝐿
[︁
𝑞(𝜏), 𝑞(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︁]︂
. (9.3.10)

(我们合并了对𝑝𝑛的积分中的因子1/2𝜋与来自方程(9.3.6)行列式中的因子1/2𝜋.) 这正是所需的路

径积分公式的拉格朗日形式.

在推导方程(9.3.10)时, 有必要假定算符O𝐴, O𝐵, · · ·独立于正则“动量”. 这并不像看上去那

样是个约束. 例如, 对于标量场论, 正则共轭于Φ的是Π = Φ̇, 若算符的编时乘积中有一个算符

是Φ̇(𝑡), 通过将算符分别换为Φ(𝑡+ 𝑑𝜏)和Φ(𝑡), 然后取矩阵元的差值, 再除以𝑑𝜏 , 最后令𝑑𝜏 → 0, 这

样是可能计算出这个矩阵元的. 等价地, 只要𝑡不等于方程(9.3.10)中任何其它算符的时间变量, 我

们就能对方程(9.3.10)做𝑡的微分.

方程(9.3.10)中剩下的一个困难问题是A [𝑞]的行列式. 如果A [𝑞]是场独立的, 那么就不存在问

题; 我们已经注意到总的常数对真空期望值的连接部分没有贡献. 其中我们除掉了正比于同一常

数因子的真空-真空振幅. 以一组实标量场Φ𝑛的情况为例, 若有与其它各场的非导数耦合和/或与

外流𝐽𝑛的导数耦合, 则正是这种情况. 这里的拉格朗日量密度是

L = −
∑︁

𝑛

[︁
1
2𝜕𝜆Φ𝑛𝜕

𝜆Φ𝑛 + 𝐽 𝜆
𝑛 𝜕𝜆Φ𝑛

]︁
− 𝑉 (Φ) .

7.5节的结果从一个到几个导数耦合标量的显然扩张表明了这个拉格朗日量暗示了哈密顿量

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑛

[12Π
2
𝑛 +

1
2(∇Φ𝑛)

2

+ J𝑛 ·∇Φ𝑛 + 𝐽 0
𝑛 Π𝑛 +

1

2
(𝐽 0
𝑛 )2] +

∫︁
𝑑3𝑥𝑉 (Φ) .

(Φ𝑛被取成实变量, 但通过将复标量分成实部和虚部也可将其纳入进来.) 一般而言, 存在一个

对Π𝑛是线性的非平庸项, 但二次项的系数是个常数, 正是单位“矩阵”:

A𝑥𝑛,𝑥′𝑛′ = 𝛿4(𝑥− 𝑥′)𝛿𝑛𝑛′ .

方程(9.3.10)中的因子
(︁
Det

[︁
2𝑖𝜋A [𝑞]

]︁)︁−1/2
在这里是个场无关常数, 因而是没有效应的.

然而, 事情不总是那么简单的. 作为第二个例子, 让我们考察所谓的非线性𝜎-模型, 其拉格朗

日量密度为

L = −1
2

∑︁

𝑛𝑚

𝜕𝜆Φ𝑛𝜕
𝜆Φ𝑚

[︁
𝛿𝑛𝑚 + 𝑈𝑛𝑚(Φ)

]︁
− 𝑉 (Φ) .
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一个直接的计算给出哈密顿量

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
1
2Π𝑛

(︁
1 + 𝑈(Φ)

)︁−1

𝑛𝑚
Π𝑚 + 1

2∇Φ𝑛 ·∇Φ𝑚

(︂
1 + 𝑈(Φ)

)︂

𝑛𝑚

+ 𝑉 (Φ)

]︂
.

这里的A是场相关量

A𝑛𝑥,𝑚𝑦 =
[︁
1 + 𝑈(Φ(𝑥))

]︁−1

𝑛𝑚
𝛿4(𝑥− 𝑦) .

在这类情况下, 利用关系DetA = expTr lnA , 这个行列式可以重新表述为对有效拉格朗日量的

贡献. 通过把连续的时空位置替换成围绕在时空体积Ω非常小的独立区域周围的格点, 我们可以

把A𝑛𝑥,𝑚𝑦中的𝛿-函数重新解释成𝛿
4(𝑥− 𝑦) = Ω−1𝛿𝑥,𝑦, 使得

(lnA )𝑛𝑥,𝑚𝑦 = 𝛿𝑥,𝑦

[︁
− ln(1 + 𝑈(Φ(𝑥)))− 1 · lnΩ

]︁
𝑛𝑚

其中矩阵的对数现在由它的幂级数展开式定义

ln(1 + 𝑈) = 𝑈 − 𝑈2

2
+
𝑈3

3
− · · · .

为了计算这个迹, 我们注意到
∑︀

𝑥 · · · = Ω−1
∫︀
𝑑4𝑥 · · · . 那么这里的行列式因子是

DetA ∝ exp

[︂
−Ω−1

∫︁
𝑑4𝑥 tr ln

[︁
1 + 𝑈(Φ(𝑥))

]︁]︂
,

其中“tr”被理解为普通矩阵意义下的迹. 比例常数(源于− lnΩ项)是场无关的, 因而现在对其不感

兴趣. 我们可以认为这个行列式提供了对有效拉格朗日量密度的一个修正

ΔL = −1
2 𝑖Ω

−1 tr ln
[︁
1 + 𝑈(Φ(𝑥))

]︁
.

因子Ω−1可以写成紫外发散积分

Ω−1 = 𝛿4(𝑥− 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 · 1 .

我们不在这里展示它, 但是对于这个理论, 通过将等时对易项考虑进标量场时间导数的传播子内,7

ΔL所贡献的Feynman图中的额外项也可以在正则形式体系下被导出. 忽视这个修正将导致𝑆-矩

阵对标量场定义方式的伪依赖性, 这也与拉格朗日量在标量场变换下的任何对称性不相容.

即便路径积分公式(9.3.10)中的因子(DetA )−1/2是场无关的, 这个公式中的拉格朗日量也可

能不是我们所出发的拉格朗日量. 作为一个例子, 我们来考察一组实矢量场的理论, 其拉格朗日密

度为

L = −
∑︁

𝑛

[︁
1
4 (𝜕𝜇𝐴𝑛𝜆 − 𝜕𝜆𝐴𝑛𝜇)

(︁
𝜕𝜇𝐴 𝜆

𝑛 − 𝜕𝜆𝐴 𝜇
𝑛

)︁

+ 1
2𝑚

2
𝑛𝐴𝑛𝜆𝐴

𝜆
𝑛 + 𝐽 𝜆

𝑛 𝐴𝑛𝜆

]︁
,

其中流𝐽 𝜇
𝑛 要么是外部产生的c-数要么依赖其它场(在这种情况下, 描述其它那些场的项要加到拉

格朗日量上). 通过7.5节结果的一个简单扩张, 我们看到哈密顿量是

𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑛

[︃
1

2
Π2
𝑛 +

1

2
(∇×A𝑛)

2 +
1

2
𝑚2
𝑛A

2
𝑛

+
1

2𝑚2
𝑛

(∇ ·Π𝑛)
2 + J𝑛 ·A𝑛 −

1

𝑚2
𝑛

𝐽0
𝑛∇ ·Π𝑛 +

1

2𝑚2
𝑛

(𝐽0
𝑛)

2

]︃
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又一次地, 要理解成必须加上包含出现在𝐽 𝜇
𝑛 中的任何场的其它项. 这里的二次项系数要比我们第

一个例子的二次项系数复杂些:

A𝑛𝑖𝑥,𝑚𝑗𝑦 = 𝛿𝑛𝑚

[︂
𝛿𝑖𝑗𝛿

4(𝑥− 𝑦)− 1

2𝑚2
𝑛

∇𝑖∇𝑗𝛿
4(𝑥− 𝑦)

]︂
,

但是它是场无关的, 使得因子(DetA )−1/2没有效应. 另一方面, 拉格朗日量(9.3.9)在这里不是我们

所出发的拉格朗日量; 它完全以A及其时空导数的形式表示, 而对任何时间分量𝐴0没有依赖性. 由

于这个原因, 方程(9.3.10)的Lorentz不变性是很不明显的.

为了补救这点, 我们可以再引入辅助场. 假定我们给哈密顿量加上这项

Δ𝐻 = −1
2

∑︁

𝑛

𝑚2
𝑛

∫︁
𝑑3𝑥
[︁
𝐴0
𝑛 −𝑚−2

𝑛 ∇ ·Π𝑛 +𝑚−2
𝑛 𝐽0

𝑛

]︁2

并对𝐴0
𝑛以及A𝑛和Π𝑛积分. 由于Δ𝐻是𝐴0的二次型(𝐴0的二阶项系数是场无关的), 它的稳相值为

零, 这只能引入一个总的场无关因子. 然而, 假定我们在积掉𝐴0
𝑛之前积掉Π𝑛. 路径积分(9.2.17)中

的哈密顿量在这里被替换成

𝐻 +Δ𝐻 =

∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑛

[︁
1
2Π

2
𝑛 +

1
2(∇×A𝑛)

2 + 1
2𝑚

2
𝑛A

2
𝑛

− 1
2𝑚

2
𝑛(𝐴

0
𝑛)

2 + J𝑛 ·A𝑛 − 𝐽0
𝑛𝐴

0
𝑛 +𝐴0

𝑛∇ ·Π𝑛

]︁
.

这依然是Π𝑛的二次型, 其中二次型系数是场无关的(并且较简单), 所以对Π𝑛的积分可以通过

将Π𝑛替换成它在泛函
∑︀

𝑛

∫︀
𝑑3𝑥Π𝑛 · Ȧ𝑛 −𝐻 −Δ𝐻的稳相点值而完成:

Π𝑛 = Ȧ𝑛 +∇𝐴0
𝑛 .

随着Π𝑛以这种方式被消除,
∑︀

𝑛

∫︀
𝑑3𝑥Π𝑛 · Ȧ𝑛 −𝐻 −Δ𝐻正是我们所出发的Lorentz-不变拉格朗

日量.

为了兼顾到引入类似𝐴0
𝑛的辅助场的可能需要,从现在起, 在以场𝜓ℓ的形式消除正则共轭后, 其

中𝜓ℓ包含正则场𝑞𝑛和辅助场𝑐𝑟, 我们写出路径积分公式
⟨
VAC, out

⃒⃒
⃒𝑇
{︁

O𝐴

[︁
Ψ𝐴(𝑡𝐴)

]︁
,O𝐵

[︁
Ψ𝐵(𝑡𝐵)

]︁
, · · ·

}︁ ⃒⃒
⃒VAC, in

⟩

∝
∫︁ ∏︁

𝜏,x,𝑛

𝑑𝜓𝑛(x, 𝜏)O𝐴

[︁
𝜓(𝑡𝐴)

]︁
O𝐵

[︁
𝜓𝐵(𝑡𝐵)

]︁
· · ·

× exp

[︂
𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏
{︁
𝐿
[︁
𝜓(𝜏), �̇�(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︁]︂
, (9.3.11)

现在, 它被理解成𝐿包含源于可能的场相关因子(DetA )−1/2的任何项.

9.4 Feynman规则的路径积分推导

我们现在可以用路径积分形式体系来推导一大类理论中的Feynman规则. 在这里, 我们将集

中于场算符(及其伴算符)编时乘积的真空期望值,

𝑀ℓ𝐴ℓ𝐵 ···(𝑥𝐴𝑥𝐵 · · · ) = ⟨VAC,out|𝑇 {Ψℓ𝐴(𝑥𝐴),Ψℓ𝐵 (𝑥𝐵) · · · } |VAC,in⟩
⟨VAC,out|VAC,in⟩ (9.4.1)
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通过剥夺末态传播子所联系的每一场, 将它们替换成相对应自由场中乘以产生算符或湮灭算符的

系数函数, 并对这些系数函数上的指标求和, 我们可以从中获得𝑆-矩阵元(见6.4节).

对于较简单的哈密顿量是Π的二次型的理论, 方程(9.3.11)给出

𝑀ℓ𝐴ℓ𝐵 ···(𝑥𝐴𝑥𝐵 · · · ) =

∫︁ [︁
Π
𝑥,ℓ
𝑑𝜓ℓ(𝑥)

]︁
𝜓ℓ𝐴(𝑥𝐴)𝜓ℓ𝐵 (𝑥𝐵) · · · 𝑒𝑖𝐼[𝜓]

∫︁
Π
𝑥,ℓ
𝑑𝜓ℓ(𝑥) 𝑒𝑖𝐼[𝜓]

, (9.4.2)

其中𝐼[𝜓]是作用量

𝐼[𝜓] =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏
{︁
𝐿
[︁
𝜓(𝜏), �̇�(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︁
(9.4.3)

而𝐿现在包含方程(9.3.10)中场相关行列式可以产生的任何项.

我们现在假定, 拉格朗日量是拉格朗日量密度的积分, 拉格朗日量密度由一个二次型L0, 其

不含相互作用, 加上一个拉格朗日相互作用密度L1构成:

𝐿
[︁
𝜓(𝜏), �̇�(𝜏)

]︁
=

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
L0

(︁
𝜓(�⃗�, 𝜏), 𝜕𝜇(�⃗�, 𝜏)

)︁

+ L1

(︁
𝜓(�⃗�, 𝜏), 𝜕𝜇(�⃗�, 𝜏)

)︁]︁
. (9.4.4)

即, 作用量(9.4.3)是

𝐼[𝜓] = 𝐼0[𝜓] + 𝐼1[𝜓] , (9.4.5)

𝐼0[𝜓] =

∫︁
𝑑4𝑥L0

(︁
𝜓(�⃗�, 𝜏), 𝜕𝜇(�⃗�, 𝜏)

)︁
+ 𝑖𝜖 terms, (9.4.6)

𝐼1[𝜓] =

∫︁
𝑑4𝑥L1

(︁
𝜓(�⃗�, 𝜏), 𝜕𝜇(�⃗�, 𝜏)

)︁
. (9.4.7)

既然L0是场的二次型, 我们总可以将𝐼0写成普遍的二次型形式

𝐼0[𝜓] = −1
2

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′

∑︁

ℓ,ℓ′

Dℓ𝑥,ℓ′𝑥′ 𝜓ℓ(𝑥) 𝜓ℓ′(𝑥
′) . (9.4.8)

例如, 对于一个质量为𝑚的实标量场, 非微扰拉格朗日量是

L0 = −1
2𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 1
2𝑚

2𝜑2 (9.4.9)

而𝐼0中的𝑖𝜖项由方程(9.2.16)给定为

1
2 𝑖𝜖

∫︁
𝑑𝑡

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑥′ E (x,x′) 𝜑(x, 𝑡)𝜑(x′, 𝑡) (9.4.10)

所以这里

D𝑥,𝑥′ =
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜕

𝜕𝑥′𝜇
𝛿4(𝑥− 𝑥′) +𝑚2𝛿4(𝑥− 𝑥′)− 𝑖𝜖E (x,x′)𝛿(𝑡− 𝑡′) . (9.4.11)

(由于𝑖𝜖项中的𝑒−𝜖|𝜏 |因子所产生的是高阶𝜖修正, 我们现在扔掉它.) 为了处理相互作用, 我们将

以𝐼1的幂级数展开指数,

exp(𝑖𝐼[𝜓]) = exp(𝑖𝐼0[𝜓])
∞∑︁

𝑁=0

𝑖𝑁

𝑁 !

(︁
𝐼1[𝜓]

)︁𝑁
(9.4.12)
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然后将𝐼1展成场的幂级数. 我们在方程(9.4.2)的分子和分母中所遇到的普遍积分形式如下

Iℓ1ℓ2···(𝑥1𝑥2 · · · ) ≡
∫︁ ⎛
⎝∏︁

ℓ,𝑥

𝑑𝜓ℓ(𝑥)

⎞
⎠ 𝑒𝑖𝐼0[𝜓] 𝜓ℓ1(𝑥1) 𝜓ℓ2(𝑥2) · · · , (9.4.13)

其中场因子𝜓ℓ1(𝑥1), 𝜓ℓ2(𝑥2)等,源于𝐼1[𝜓]和/或原始出现在方程(9.4.2)的分子中的场因子𝜓ℓ𝐴(𝑥𝐴)等.

有了形式为(9.4.8)的𝐼0[𝜓], 积分(9.4.13)与本章附录所计算的积分为同一形式, 只不过离散指标𝑠被

替换成指标对ℓ, 𝑥. 因而我们可以使用方程(9.A.12)和(9.A.15), 其在这里给出

Iℓ1ℓ2···(𝑥1𝑥2 · · · ) =
[︂
Det

(︂
𝑖D

2𝜋

)︂]︂−1/2 ∑︁

pairings of
fields

∏︁

pairs

[︁
− 𝑖D−1

]︁
paired fields

. (9.4.14)

这恰好等同于以协变形式计算方程(9.4.2)分子的坐标空间Feynman规则: 我们展开相互作用𝐼1, 然

后对所有𝐼1中的场与其自身以及与𝜓ℓ𝐴(𝑥𝐴)等场的配对方式求和, 其中每个配对的贡献由𝐼1[𝜓]中

场系数乘积和“传播子”−𝑖Δ乘积的时空积分给出, 其中

Δℓ1ℓ2(𝑥1, 𝑥2) = (D−1)ℓ1𝑥1,ℓ2𝑥2 . (9.4.15)

(方程(9.4.14)中的因子[Det(𝑖D/2𝜋)]−1/2实际上代表了不与任何其它线相连, 单圈个数不限的图的

贡献, 但是无论怎样, 这个因子在比值(9.4.2)中抵消.)

接下来计算传播子(9.4.15). 我们将方程(9.4.15)解释成一个积分方程

∑︁

ℓ2

∫︁
𝑑4𝑥2 Dℓ1𝑥1,ℓ2𝑥2Δℓ2ℓ3(𝑥2, 𝑥3) = 𝛿4(𝑥1 − 𝑥3)𝛿ℓ1ℓ3 . (9.4.16)

在没有外场时, 平移不变性使得D必须仅是𝑥1 − 𝑥2的函数, 其可以写成一个Fourier积分

Dℓ1𝑥1,ℓ2𝑥2 ≡ (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝·(𝑥1−𝑥2) Dℓ1ℓ2(𝑝) . (9.4.17)

那么方程(9.4.16)的解是

Δℓ1ℓ2(𝑥1, 𝑥2) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝·(𝑥1−𝑥2) D−1

ℓ1ℓ2
(𝑝) , (9.4.18)

其中D−1是矩阵D的普通逆. 正如我们将看到的, 𝑖𝜖项拥有使得该逆对所有实值的𝑝定义良好的性

质. 因此我们将计算传播子的问题退化成取一个有限矩阵的逆.

首先考察一个有质量标量场, 对于该标量场, 核D取形式(9.4.11). 我们可以将其写成一

个Fourier积分

D𝑥,𝑦 = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

(︁
𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖𝐸(p)

)︁
,

所以传播子是

Δ(𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

(︁
𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖𝐸(p)

)︁−1
.

我们认出这与算符方法所获得的标量传播子是精确相同的. (由于𝜖和𝜖𝐸(p)都是正的无限小量, 它

们的差异是无关紧要的.)
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第二个例子, 考察一有质量的实矢量场. 非微扰拉格朗日量是

L0 = −1
4(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)(𝜕

𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)− 1
2𝑚

2 𝐴𝜇𝐴
𝜇 .

我们可以再次将𝐼0[𝜓]写成(9.4.8)的形式, 其中核

D𝜌𝑥,𝜎𝑦 =

[︂
𝜂𝜌𝜎

𝜕2

𝜕𝑥𝜇𝜕𝑦𝜇
− 𝜕2

𝜕𝑥𝜎𝜕𝑦𝜌
+𝑚2𝜂𝜌𝜎

]︂
𝛿4(𝑥− 𝑦) + 𝑖𝜖 terms

= (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

[︁
𝜂𝜌𝜎𝑝

2 − 𝑝𝜌𝑝𝜎 +𝑚2𝜂𝜌𝜎 + 𝑖𝜖 terms
]︁
.

我们并不费心在这里证明它, 但是“+𝑖𝜖项”在这里采取简单形式−𝑖𝜖𝐸(p)𝜂𝜌𝜎. 那么矢量场传播子

通过简单地对积分中的4× 4矩阵取逆得到

Δ𝜌𝜎(𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦)

𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖𝐸(p)

[︂
𝜂𝜌𝜎 +

𝑝𝜌𝑝𝜎
𝑚2

]︂
.

(分子中正比于𝜖的项被扔掉了. 在定义被积函数是如何在质量壳𝑝2 = −𝑚2附近是如何被处理时,

它们在分母中是不重要的.) 这与用算符方法导出的传播子是相同的, 除了正比于𝛿(𝑥0 − 𝑦0)的非

协变项现在被禁止了. 这些非协变项精确是抵消相互作用哈密顿量中的非协变项所需要的, 但是

想Feynman规则中的顶点贡献是通过观察协变拉格朗日量直接获得的, 这样的抵消不再需要了.

有导数耦合的理论是同样简单的. 场导数𝜕𝜇𝜓ℓ(𝑥)与任何其它场𝜓𝑚(𝑦)(或许它本身, 一个场导

数)的配对产生的因子是

⟨𝜕𝜇𝜓ℓ(𝑥) 𝜓𝑚(𝑦)⟩ =

∫︀ [︁∏︀
𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)
]︁
𝜕𝜇𝜓ℓ(𝑥)𝜓𝑚(𝑦) 𝑒

𝑖𝐼[𝜓]

∫︀ [︁∏︀
𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)
]︁
𝑒𝑖𝐼[𝜓]

=
𝜕

𝜕𝑥𝜇
⟨𝜓ℓ(𝑥) 𝜓𝑚(𝑦)⟩ . (9.4.19)

这样的传播子没有非协变部分. 例如, 对于一个实标量场, 𝜕𝜇𝜑与𝜕𝜈𝜑的配对给出动量空间传播

子𝑘𝜇𝑘𝜈/(𝑘
2 +𝑚2 − 𝑖𝜖). 另外, 正如我们在上一节看到的, 在有与其它场的导数耦合的标量场理论

中, 顶点可以直接从拉格朗日量中读出, 并且分别是协变的.

9.5 费米子的路径积分

我们现在转向将路径积分体系扩展至既包含费米子又包含玻色子的理论. 以一个纯形式的方

法处理将是简单的, 通过类比玻色的情况, 加上这给出“正确”Feynman规则的正当性. 然而, 我们

在这里将直接从量子力学原理导出费米的路径积分形式体系, 就像我们对玻色子做的那样.9

像之前一样, 我们将从普遍的量子力学系统出发, 其有“坐标”𝑄𝑎和正则共轭“动量”𝑃𝑎, 但现

在满足反对易而非对易关系:

{︁
𝑄𝑎, 𝑃𝑏

}︁
= 𝑖 𝛿𝑎𝑏 , (9.5.1)

{︁
𝑄𝑎, 𝑄𝑏

}︁
=
{︁
𝑃𝑎, 𝑃𝑏

}︁
= 0 . (9.5.2)
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(它们是Schrödinger-绘景算符, 或者, 换句话说, 是时间𝑡 = 0时的Heisenberg-绘景算符.) 稍后我们

将会把离散指标𝑎替换成空间指标x和一个场指标𝑚.

我们首先希望构建𝑄和𝑃所作用的态的一个完备基. 注意到对于任何给定的𝑎, 我们有

𝑄2
𝑎 = 𝑃 2

𝑎 = 0 . (9.5.3)

由此得出, 总存在“右矢”态|0⟩, 它被所有的𝑄𝑎湮灭:

𝑄𝑎|0⟩ = 0 , (9.5.4)

以及“左矢”态⟨0|, 被所有的𝑃𝑎(从右边)湮灭:

⟨0|𝑃𝑎 = 0 . (9.5.5)

例如, 我们可以取

|0⟩ ∝
(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃
|𝑓⟩ , ⟨0| ∝ ⟨𝑔|

(︃∏︁

𝑎

𝑃𝑎

)︃
,

其中|𝑓⟩和⟨𝑔|是任何使这些表达式不为零的右矢和左矢. (除非算符
∏︀
𝑎𝑄𝑎和

∏︀
𝑎 𝑃𝑎为零, 否则它

们对于所有的|𝑓⟩和⟨𝑔|不可能为零, 而我们假定了不是这样的情况.) 这些态通过方程(9.5.3)满足

方程(9.5.4)和(9.5.5). 它们一般而言不唯一, 这是因为可能存在其它的玻色自由度以区分各种

可能的|0⟩和⟨0|, 但简单起见, 我们在这里将限制在这样的情况, 唯一的自由度是那些被费米算

符𝑄𝑎和𝑃𝑎所描述的自由度, 并假定满足方程(9.5.4)和(9.5.5)的态除了相差一个常数因子外是唯一

的, 我们选择这个因子, 使得

⟨0|0⟩ = 1 . (9.5.6)

(注意, 如果我们定义了⟨0|为𝑄𝑎本征值为零的左本征态, 就不能附加这个归一化约定, 这是因为在

这一情况下, ⟨0|{𝑄𝑎, 𝑃𝑎}|0⟩将为零, 这与方程(9.5.1)将暗示⟨0|0⟩ = 0.)

正如我们在7.5节中所看到的, 在Dirac理论中, 𝑄𝑎不是厄密的, 但反而有伴−𝑖𝑃𝑎, 在这一情况
下, ⟨0|可以简单地视为|0⟩的伴. 然而, 存在费米算符(例如卷II中引入的“鬼”场), 对于这样的算符,

𝑃𝑎与𝑄𝑎的伴是不相关的. 在下文中, 我们不需要假定有关𝑄𝑎或𝑃𝑎的伴, 亦或|0⟩和⟨0|之间关系的任
何事情.

这个系统的态的完备基由|0⟩以及任意个不同的𝑃作用在|0⟩上的态(关于指标𝑎, 𝑏 · · ·反对称)

| 𝑎, 𝑏, · · · ⟩ ≡ 𝑃𝑎 𝑃𝑏 · · · |0⟩ (9.5.7)

提供. 即, 𝑃与𝑄的任意算符函数作用在这些态上的结果可以写成同一组态的线性组合. 特别地,

如果指标𝑎不等于|𝑏, 𝑐, · · · ⟩中出现的任何一个指标, 那么

𝑄𝑎| 𝑏, 𝑐, · · · ⟩ = 0 , (9.5.8)

𝑃𝑎| 𝑏, 𝑐, · · · ⟩ = | 𝑎, 𝑏, 𝑐, · · · ⟩ . (9.5.9)

另一方面, 如果𝑎等于序列𝑏, 𝑐, · · ·中的一个指标, 我们总可以重写这个态(或许要改变它的符号),

使得𝑎是这些指标的第一个, 在这一情况下, 我们有

𝑄𝑎| 𝑎, 𝑏, 𝑐, · · · ⟩ = 𝑖| 𝑏, 𝑐, · · · ⟩ , (9.5.10)

𝑃𝑎| 𝑎, 𝑏, 𝑐, · · · ⟩ = 0 . (9.5.11)
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类似地, 我们可以定义一组完备对偶基, 由⟨0|以及态(关于指标也是反对称的)

⟨𝑎, 𝑏, · · · | ≡ ⟨0| · · · (−𝑖𝑄𝑏)(−𝑖𝑄𝑎) (9.5.12)

组成. 利用方程(9.5.4)—(9.5.6)以及反对易关系(9.5.1), 我们看到这些态的标量积取值

⟨𝑐, 𝑑, · · · | 𝑎, 𝑏, · · · ⟩ = ⟨0| · · · (−𝑖𝑄𝑑)(−𝑖𝑄𝑐)𝑃𝑎𝑃𝑏 · · · |0⟩

=

{︂
0 如果 {𝑐, 𝑑, · · · } ≠ {𝑎, 𝑏, · · · }
1 如果 𝑐 = 𝑎, 𝑑 = 𝑏, 等等

(9.5.13)

其中{· · · }在这里指代括号内不考虑顺序的指标集合.

在推导Feynman规则时, 我们希望能够将类似(9.5.7)这样的对中间态求和重写成对𝑄𝑎或𝑃𝑎的

本征态的积分. 然而, 对于这些算符是不可能有通常意义下的(除零以外)本征值. 假定我们尝试找

到一个态|𝑞⟩, 其(对于所有的𝑎)满足

𝑄𝑎|𝑞⟩ = 𝑞𝑎|𝑞⟩ . (9.5.14)

从方程(9.5.2), 我们看到

𝑞𝑎𝑞𝑏 + 𝑞𝑏𝑞𝑎 = 0 (9.5.15)

这对于普通数是不可能的. 然而, 没有什么阻止我们引入“变量”(称为Grassmann(格拉斯

曼)变量)𝑞𝑎的代数, 只要考察的是物理Hilbert空间, 其像c-数一样作用, 但其仍然满足反对易

关系(9.5.15). 我们进一步要求

{𝑞𝑎, 𝑞′𝑏} = {𝑞𝑎, 𝑄𝑏} = {𝑞𝑎, 𝑃𝑏} = 0 , (9.5.16)

其中𝑞和𝑞′代表这些变量的任意两个“值”. 我们现在构建满足方程(9.5.14)的本征态

|𝑞⟩ = exp

(︃
−𝑖
∑︁

𝑎

𝑃𝑎𝑞𝑎

)︃
|0⟩ (9.5.17)

其中指数像往常一样通过它的幂级数展开定义. (为了证明方程(9.5.14), 利用所有𝑃𝑎𝑞𝑎彼此对易且

平方为零的性质, 使得像方程(9.5.14)所要求的那样

[𝑄𝑎 − 𝑞𝑎] |𝑞⟩ = [𝑄𝑎 − 𝑞𝑎] exp(−𝑖𝑃𝑎𝑞𝑎) exp

⎛
⎝−𝑖

∑︁

�̸�=𝑎

𝑃𝑏𝑞𝑏

⎞
⎠ |0⟩

= [𝑄𝑎 − 𝑞𝑎] [1− 𝑖𝑃𝑎𝑞𝑎] exp

⎛
⎝−𝑖

∑︁

�̸�=𝑎

𝑃𝑏𝑞𝑏

⎞
⎠ |0⟩

= [−𝑖{𝑄𝑎, 𝑃𝑎}𝑞𝑎 − 𝑞𝑎] exp

⎛
⎝−𝑖

∑︁

�̸�=𝑎

𝑃𝑏𝑞𝑏

⎞
⎠ |0⟩ = 0 .

) 我们也可以定义左本征态⟨𝑞|(不是|𝑞⟩的伴)为

⟨𝑞| ≡ ⟨0|
(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃
exp

(︃
−𝑖
∑︁

𝑎

𝑞𝑎𝑃𝑎

)︃
= ⟨0|

(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃
exp

(︃
+𝑖
∑︁

𝑎

𝑃𝑎𝑞𝑎

)︃
, (9.5.18)
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其中
∏︀
𝑎是处在我们取作标准顺序下的乘积. 通过与方程(9.5.14)相同的讨论, 我们看到

⟨𝑞|𝑄𝑎 = ⟨𝑞|𝑞𝑎 . (9.5.19)

这些本征态有标量积

⟨𝑞′|𝑞⟩ = ⟨0|
(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃
exp

(︃
𝑖
∑︁

𝑏

𝑃𝑏(𝑞
′
𝑏 − 𝑞𝑏)

)︃
|0⟩

= ⟨0|
(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃(︃∏︁

𝑏

(1 + 𝑖𝑃𝑏(𝑞
′
𝑏 − 𝑞𝑏))

)︃
|0⟩

将每一𝑄𝑎(从最右端开始)移至右边产生因子𝑖2(𝑞′𝑎 − 𝑞𝑎), 我们可以将这个因子移至右边并移出标

量积, 所以

⟨𝑞′|𝑞⟩ =
∏︁

𝑎

(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎) . (9.5.20)

我们将看到方程(9.5.20)在对𝑞的积分中扮演了𝛿-函数的角色.

以同样的方式, 我们可以构建𝑃𝑎的右本征态和左本征态:

𝑃𝑎|𝑝⟩ = 𝑝𝑎|𝑝⟩ , (9.5.21)

⟨𝑝|𝑃𝑎 = ⟨𝑝|𝑝𝑎 , (9.5.22)

其中𝑝𝑎是类似于𝑞𝑎的反对易c-数(为了方便一般取为与𝑞𝑎以及所有的费米算符反对易, 并且彼此之

间也反对易), 并且

|𝑝⟩ = exp

(︃
−𝑖
∑︁

𝑎

𝑄𝑎𝑝𝑎

)︃(︃∏︁

𝑏

𝑃𝑏

)︃
|0⟩ (9.5.23)

⟨𝑝| = ⟨0| exp
(︃
−𝑖
∑︁

𝑎

𝑝𝑎𝑄𝑎

)︃
(9.5.24)

其有标量积(现在是通过将𝑃移至左边导出的)

⟨𝑝′|𝑝⟩ =
∏︁

𝑎

(𝑝′𝑎 − 𝑝𝑎) . (9.5.25)

这两类本征态彼此之间的标量积是

⟨𝑞|𝑝⟩ = ⟨𝑞| exp
(︃
−𝑖
∑︁

𝑎

𝑄𝑎𝑝𝑎

)︃(︃∏︁

𝑎

𝑃𝑎

)︃
|0⟩

=

(︃∏︁

𝑎

exp(−𝑖𝑞𝑎𝑝𝑎)
)︃
⟨𝑞|
(︃∏︁

𝑎

𝑃𝑎

)︃
|0⟩

=

(︃∏︁

𝑎

exp(−𝑖𝑞𝑎𝑝𝑎)
)︃
⟨0|
(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃(︃∏︁

𝑎

𝑃𝑎

)︃
|0⟩

因而

⟨𝑞|𝑝⟩ = 𝜒𝑁 exp
(︁
− 𝑖
∑︁

𝑎

𝑞𝑎𝑝𝑎

)︁
= 𝜒𝑁 exp

(︁
𝑖
∑︁

𝑎

𝑝𝑎𝑞𝑎

)︁
, (9.5.26)
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其中𝜒𝑁是仅依赖于𝑄𝑎算符个数𝑁的相位:

𝜒𝑁 ≡ ⟨0|
(︃∏︁

𝑎

𝑄𝑎

)︃(︃∏︁

𝑎

𝑃𝑎

)︃
|0⟩ = 𝑖𝑁 (−1)𝑁(𝑁−1)/2 .

我们也发现了更为简单的

⟨𝑝|𝑞⟩ =
∏︁

𝑎

exp(−𝑖𝑝𝑎𝑞𝑎) . (9.5.27)

很容易看到态|𝑞⟩在某种意义上是完备基.(|𝑝⟩也是如此.) 从定义(9.5.17), 我们看到在这个普遍

基下, 态|𝑎, 𝑏, · · · ⟩恰好是(相差一个相位)|𝑞⟩展成𝑞的乘积之和中乘积𝑞𝑎𝑞𝑏 · · ·的系数. 因此, 我们可

以将任意态|𝑓⟩写成形式

|𝑓⟩ = 𝑓0|𝑞⟩0 +
∑︁

𝑎

𝑓𝑎|𝑞⟩𝑎 +
∑︁

�̸�=𝑏

𝑓𝑎𝑏|𝑞⟩𝑎𝑏 + · · · ,

其中𝑓是数值系数, 而|𝑞⟩上的下标𝑎, 𝑏, · · ·代表|𝑞⟩中𝑞𝑎𝑞𝑏 · · ·的系数.

在对态的求和中, 引入一类对费米变量的积分将是非常方便的, 这称为Berezin(别列津)积

分,10 其被设计成将这种反对易c-数乘积的系数挑选出来. 对于任何一组这样的变量𝜉𝑛(要么𝑝要

么𝑞要么两者都是), 最普遍的函数𝑓(𝜉)(要么是一个c-数要么是类似|𝑞⟩的态矢)可以写成形式

𝑓(𝜉) =

(︃∏︁

𝑛

𝜉𝑛

)︃
𝑐+ terms with fewer 𝜉 factors (9.5.28)

而对𝜉的积分简单地定义为 ∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉) ≡ 𝑐 (9.5.29)

其中方程(9.5.29)中的波浪号代表我们使用了方便的约定, 即微分所写的次序与方程(9.5.28)中积

分变量乘积的次序相反. 既然这个乘积在任意两个𝜉的交换下是反对称的, 积分在任意两个𝑑𝜉的交

换下也是反对称的, 所以这些“微分”实际上是反对易的

𝑑𝜉𝑛𝑑𝜉𝑚 + 𝑑𝜉𝑚𝑑𝜉𝑛 = 0 . (9.5.30)

另外, 系数𝑐可能自身依赖于与我们所要积分的𝜉反对易的非积分c-数变量, 在这一情况下, 在积分

之前, 通过将所有的𝜉移至𝑐的左边以标准化𝑐的定义是重要的, 这也是我们在方程(9.5.28)中所做

的.

例如, 一对反对易c-数𝜉1与𝜉2的最普遍函数采取形式

𝑓(𝜉1, 𝜉2) = 𝜉1𝜉2 𝑐12 + 𝜉1 𝑐1 + 𝜉2 𝑐2 + 𝑑

采取之上形式的原因是𝜉1和𝜉2的平方以及所有高次幂为零. 这个函数有积分

∫︁
𝑑𝜉1 𝑓(𝜉1, 𝜉2) = 𝜉2 𝑐12 + 𝑐1 ,

∫︁
𝑑𝜉2 𝑓(𝜉1, 𝜉2) = −𝜉1 𝑐12 + 𝑐2 ,

∫︁
𝑑𝜉2 𝑑𝜉1 𝑓(𝜉1, 𝜉2) = 𝑐12 .
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注意到多重积分与重复积分是相同的:
∫︁
𝑑𝜉2 𝑑𝜉1 𝑓(𝜉1, 𝜉2) =

∫︁
𝑑𝜉2

[︁ ∫︁
𝑑𝜉1 𝑓(𝜉1, 𝜉2)

]︁
,

这个结果可以轻松地扩展至对任意个费米变量的积分. (为了获取这一结果而没有额外的符号因

子, 我们取方程(9.5.29)中微分乘积的次序为方程(9.5.28)中变量乘积的逆序.) 诚然, 我们可以先定

义对单个反对易c-数𝜉1的积分, 然后以往常的方式通过迭代定义多重积分. 反对易c-数的最普遍函

数对任何一个反对易c-数都是线性的:

𝑓(𝜉1, 𝜉2, · · · ) = 𝑏(𝜉2 · · · ) + 𝜉1𝑐(𝜉2 · · · )

(因为𝜉21 = 0), 并且它对𝜉1的积分定义为
∫︁
𝑑𝜉1𝑓(𝜉1, 𝜉2, · · · ) = 𝑐(𝜉2, · · · ) .

重复这一过程给出方程(9.5.28)与(9.5.29)所定义的同一多重积分.

这个积分定义分享了一些对普通实变量(从−∞到+∞)的多重积分的性质, 但存在重要的差

异.

显然, Berezin积分是线性的, 也就是说

∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃[︁
𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜉)

]︁
=

∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉) +

∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑔(𝜉) (9.5.31)

以及 ∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃[︁
𝑓(𝜉)𝑎(𝜉′)

]︁
=

[︃∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉)

]︃
𝑎(𝜉′) , (9.5.32)

其中𝑎(𝜉′)是我们所没有积分的反对易c-数𝜉′𝑚的任意函数(包含一个常数). 然而, 相对于左乘的线

性不是非常明显. 如果我们对𝜈个变量积分, 那么由于假定𝜉′𝑚与所有的𝜉𝑛反对易, 我们有

𝑎
(︁
(−)𝜈𝜉′

)︁(︃∏︁

𝑛

𝜉𝑛

)︃
=

(︃∏︁

𝑛

𝜉𝑛

)︃
𝑎(𝜉′)

以及随之的 ∫︁ (︃∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃[︁
𝑎
(︁
(−)𝜈𝜉′

)︁
𝑓(𝜉)

]︁
= 𝑎(𝜉′)

∫︁ (︃∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉) . (9.5.33)

因而取微分𝑑𝜉𝑛与所有的反对易变量(包括𝜉𝑛)反对易是非常方便的(尽管不是严格必须的):

(𝑑𝜉𝑛)𝜉
′
𝑚 + 𝜉′𝑚(𝑑𝜉𝑛) = 0 (9.5.34)

在这一情况下, 方程(9.5.33)变成更简单的

∫︁
𝑎(𝜉′)

(︃∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉) = 𝑎(𝜉′)

∫︁ (︃∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉) . (9.5.35)

与普通积分的另一个类似点是, 对于任意一个独立于𝜉的反对易c-数𝜉′,

∫︁ (︃∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉 + 𝜉′) =

∫︁ (︃∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓(𝜉) (9.5.36)
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这是因为将𝜉偏移一个常数仅影响𝑓中个数小于𝜉-变量总数的项.

另一方面, 考察一个变量变换

𝜉𝑛 → 𝜉′𝑛 =
∑︁

𝑚

S𝑛𝑚𝜉𝑚 , (9.5.37)

其中S是一个任意的普通数的非奇异矩阵. 新变量的积是

∏︁

𝑛

𝜉′𝑛 =
∑︁

𝑚1𝑚2···

(︁∏︁

𝑛

S𝑛𝑚𝑛𝜉𝑚𝑛

)︁
.

但
∏︀
𝑛 𝜉𝑚𝑛在这里恰与乘积(处在原始顺序中)

∏︀
𝑛 𝜉𝑛是相同的, 除了一个符号𝜖[𝑚], 其根据置换𝑛 →

𝑚𝑛是原始顺序的偶置换或奇置换而分别是+1或−1：

∏︁

𝑛

𝜉′𝑛 =

[︃ ∑︁

𝑚1𝑚2···

(︁∏︁

𝑛

S𝑛𝑚𝑛

)︁
𝜖[𝑚]

]︃∏︁

𝑛

𝜉𝑛 = (DetS )
∏︁

𝑛

𝜉𝑛 .

无论我们将𝜉𝑛取成什么顺序, 只要我们将𝜉′𝑛取成相同顺序, 这就是适用的. 由此得出任意函

数𝑓(𝜉)中
∏︀
𝑛 𝜉

′
𝑛中的系数恰是(DetS )−1乘以

∏︀
𝑛 𝜉𝑛的系数, 我们将这一陈述写成

∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉′𝑛

)︃
𝑓 = (DetS )−1

∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑛

𝑑𝜉𝑛

)︃
𝑓 . (9.5.38)

除了(DetS )以幂次−1而非+1出现, 这正是改变积分变量的通常规则. 稍后, 我们将使用方

程(9.5.38)以及线性性质(9.5.31), (9.5.32)和(9.5.35)以计算在推导有费米子理论的Feynman规则中

所遇到的积分.

我们现在可以利用这个积分定义将完备性条件写成对本征值积分的公式. 正如已经提及的,

任何态|𝑓⟩可以用一系列的态|0⟩, |𝑎⟩, |𝑎, 𝑏⟩等表示, 并且这些态是(相差一个相位)𝑄-本征态|𝑞⟩中乘
积1, 𝑞𝑎, 𝑞𝑎𝑞𝑏等的系数. 根据这里的积分定义, 通过对|𝑞⟩与所有𝑎不等于𝑏, 𝑐, 𝑑, · · ·的𝑞𝑎的乘积进行
积分, 我们可以挑出态|𝑞⟩中任意乘积𝑞𝑏𝑞𝑐𝑞𝑑 · · ·的系数. 因此, 通过将一个函数𝑓(𝑞)选为这种𝑞乘积

的恰当和, 我们可以将任意态|𝑓⟩写成一个积分:

|𝑓⟩ =
∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑎

𝑑𝑞𝑎

)︃
|𝑞⟩𝑓(𝑞) =

∫︁
|𝑞⟩
(︃ ∼∏︁

𝑎

𝑑𝑞𝑎

)︃
𝑓(𝑞) . (9.5.39)

(我们可以将|𝑞⟩移至微分的左边而不产生任何符号变化, 这是因为方程(9.5.17)中用来定义|𝑞⟩的
指数仅包含偶数个费米量.) 为了找到给定态矢|𝑓⟩的函数𝑓(𝑞), 取方程(9.5.39)与某些左矢⟨𝑞′|(其
中𝑞′是任意固定的𝑄-本征值)的标量积. 根据方程(9.5.35)以及(9.5.20), 这是

⟨𝑞′|𝑓⟩ =
∫︁ (︃∏︁

𝑎

(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)

)︃(︃ ∼∏︁

𝑏

𝑑𝑞𝑏

)︃
𝑓(𝑞) .

将每一因子(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)绕过每个微分𝑑𝑞𝑏移至右边产生符号因子(−)𝑁
2
= (−)𝑁 , 其中𝑁现在是变

量𝑞𝑎的总数, 所以

⟨𝑞′|𝑓⟩ = (−)𝑁
∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑏

𝑑𝑞𝑏

)︃(︃∏︁

𝑎

(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)

)︃
𝑓(𝑞) .
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我们可以将𝑓(𝑞)重写为𝑓(𝑞′ + (𝑞 − 𝑞′))并展成𝑞 − 𝑞′的幂级数. 所有高于最低阶的项在与乘

积
∏︀
(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)相乘时为零, 所以

(︃∏︁

𝑎

(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)

)︃
𝑓(𝑞) =

(︃∏︁

𝑎

(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)

)︃
𝑓(𝑞′) , (9.5.40)

其部分验证了我们关于方程(9.5.20)在对𝑞的积分中扮演了𝛿-函数角色的论述. 利用方程(9.5.32),

我们现在有

⟨𝑞′|𝑓⟩ = (−)𝑁

[︃∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑏

𝑑𝑞𝑏

)︃(︃∏︁

𝑎

(𝑞𝑎 − 𝑞′𝑎)

)︃
𝑓(𝑞′)

]︃
.

积分中正比于
∏︀
𝑞𝑎的项有系数𝑓(𝑞

′), 所以根据我们的积分定义⟨𝑞′|𝑓⟩ = (−)𝑁𝑓(𝑞′). 将其代回方

程(9.5.39)给出我们的完备性关系

|𝑓⟩ = (−)𝑁
∫︁

|𝑞⟩
(︃ ∼∏︁

𝑏

𝑑𝑞𝑏

)︃
⟨𝑞|𝑓⟩ ,

或者作为一个算符方程

1 =

∫︁
|𝑞⟩
(︃ ∼∏︁

𝑎

−𝑑𝑞𝑎
)︃
⟨𝑞| . (9.5.41)

以精确相同的方式

1 =

∫︁
|𝑝⟩
(︃ ∼∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎

)︃
⟨𝑝| . (9.5.42)

我们现在能够计算跃迁矩阵元了. 像往常一样, 我们定义时间相关算符

𝑄𝑎(𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)𝑄𝑎 exp(−𝑖𝐻𝑡) (9.5.43)

𝑃𝑎(𝑡) ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)𝑃𝑎 exp(−𝑖𝐻𝑡) (9.5.44)

以及它们的右本征态和左本征态

|𝑞; 𝑡⟩ ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)|𝑞⟩ , |𝑝; 𝑡⟩ ≡ exp(𝑖𝐻𝑡)|𝑝⟩ , (9.5.45)

⟨𝑞; 𝑡| ≡ ⟨𝑞| exp(−𝑖𝐻𝑡) , ⟨𝑝; 𝑡| ≡ ⟨𝑝| exp(−𝑖𝐻𝑡) . (9.5.46)

那么定义在彼此非常接近的时刻的𝑞-本征态之间的标量积是

⟨𝑞′; 𝜏 + 𝑑𝜏 |𝑞; 𝜏⟩ = ⟨𝑞′| exp(−𝑖𝐻 𝑑𝜏)|𝑞⟩ .

现在将方程(9.5.42)插入到算符exp(−𝑖𝐻 𝑑𝜏)的左边. 在这里将哈密顿算符𝐻(𝑃,𝑄)定义成所有

的𝑃处在所有𝑄的左边是方便的, 这使得(对于无限小的𝑑𝜏)

⟨𝑝| exp
(︁
− 𝑖𝐻(𝑃,𝑄) 𝑑𝜏

)︁
|𝑞⟩ = ⟨𝑝|𝑞⟩ exp

(︁
− 𝑖𝐻(𝑝, 𝑞) 𝑑𝜏

)︁
.

(我们可以将c-数𝐻(𝑝, 𝑞)移至矩阵元的任意一边而不引起任何符号改变, 这是因为哈密度量中的每

一项被假定包含偶数个费米算符.) 这给出

⟨𝑞′; 𝜏 + 𝑑𝜏 |𝑞; 𝜏⟩ =
∫︁
⟨𝑞′|𝑝⟩

(︃ ∼∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎

)︃
⟨𝑝| exp(−𝑖𝐻 𝑑𝜏)|𝑞⟩

=

∫︁
⟨𝑞′|𝑝⟩

(︃ ∼∏︁

𝑎

𝑑𝑝𝑎

)︃
⟨𝑝|𝑞⟩ exp

(︁
− 𝑖𝐻(𝑝, 𝑞) 𝑑𝜏

)︁
.
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利用方程(9.5.26)和(9.5.27), 并注意到乘积𝑝𝑎𝑞𝑎和𝑝𝑎𝑞
′
𝑎与所有的反对易c-数对易, 我们发现

⟨𝑞′; 𝜏 + 𝑑𝜏 |𝑞; 𝜏⟩ =
∫︁ (︃ ∼∏︁

𝑎

𝑖𝑑𝑝𝑎

)︃
exp

[︃
𝑖
∑︁

𝑎

𝑝𝑎(𝑞
′
𝑎 − 𝑞𝑎)− 𝑖𝐻(𝑝, 𝑞)𝑑𝜏

]︃
. (9.5.47)

剩余的推导跟随与9.1节相同的路线. 计算算符乘积(其中𝑡′ > 𝑡𝐴 > 𝑡𝐵 > · · · > 𝑡)的矩阵

元⟨𝑞′; 𝑡′|𝑂𝐴(𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)) 𝑂𝐵(𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)) · · · |𝑞; 𝑡⟩, 将从𝑡到𝑡′的时间间隔分成大量的非常接近
的时刻; 在每一时刻处插入完备关系(9.5.41); 利用方程(9.5.47)计算相应的矩阵元(在合适的地

方插入O𝐴,O𝐵等); 将所有微分移至左边(这不引入符号改变, 因为在每一时刻我们有相同数目

的𝑑𝑝和𝑑𝑞); 然后引入函数𝑞𝑎(𝑡)和𝑝𝑎(𝑡), 其插入在每个时刻处𝑞𝑎和𝑝𝑎值之间. 之后我们发现

⟨𝑞′; 𝑡′|𝑇
{︁

O𝐴

(︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

)︁
, O𝐵

(︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

)︁
, · · ·

}︁
|𝑞; 𝑡⟩

= (−𝑖)𝑁𝜒𝑁
∫︁

𝑞𝑎(𝑡)=𝑞𝑎,𝑞𝑎(𝑡′)=𝑞′𝑎

(︃ ∼∏︁

𝑎𝜏

𝑑𝑞𝑎(𝜏)𝑑𝑝𝑎(𝜏)

)︃

× O𝐴

(︁
𝑝(𝑡𝐴), 𝑞(𝑡𝐴)

)︁
O𝐵

(︁
𝑝(𝑡𝐵), 𝑞(𝑡𝐵)

)︁
· · ·

× exp

[︃
𝑖

∫︁ 𝑡′

𝑡
𝑑𝜏

{︃∑︁

𝑎

𝑝𝑎(𝜏)𝑞𝑎(𝜏)−𝐻
(︁
𝑝(𝜏), 𝑞(𝜏)

)︁}︃]︃
. (9.5.48)

如果时间处在原始假定的顺序𝑡𝐴 > 𝑡𝐵 > · · · , 那么符号𝑇在这里代表普通乘积. 然而, 右边关

于O𝐴,O𝐵, · · ·是全对称的(除了在反对易c-数被积分的地方有一负号), 所以这个公式对于一般时

间(𝑡和𝑡′之间)成立, 假定𝑇被解释成编时乘积, 如果算符的编时排序包含奇数次费米算符的置换,

则带有一个总的负号.

直到现在, 我们还保持着总的相位因子(−𝑖)𝑁𝜒𝑁的痕迹. 但实际上这些相位仅对真空-真空跃

迁振幅有贡献, 因而对我们而言是不重要的.

过渡到量子场论跟随9.2节中针对玻色场所描述的同一路线. 编时乘积算符的真空期望值由类

似方程(9.2.17)的公式给出:

⟨
VAC,out

⃒⃒
⃒𝑇
{︁

O𝐴

[︁
𝑃 (𝑡𝐴), 𝑄(𝑡𝐴)

]︁
, O𝐵

[︁
𝑃 (𝑡𝐵), 𝑄(𝑡𝐵)

]︁
, · · ·

}︁⃒⃒
⃒VAC,in

⟩

∝
∫︁ [︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
]︁[︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)
]︁
O𝐴

[︁
𝑝(𝑡𝐴), 𝑞(𝑡𝐴)

]︁

× O𝐵

[︁
𝑝(𝑡𝐵), 𝑞(𝑡𝐵)

]︁
· · · exp

[︂
𝑖

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︂∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑚

𝑝𝑚(x, 𝜏) 𝑞𝑚(x, 𝜏)

−𝐻
[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︂]︂
(9.5.49)

其中比例常数对于所有的算符O𝐴,O𝐵等都是相同的, 而“𝑖𝜖项”又一次源于真空的波函数. 像往常

一样, 我们将每个像𝑎这样的离散指标替换成空间位置x和场指标𝑚. 我们同样扔掉了微分乘积上

的波浪号, 这是因为它只影响路径积分中的常数相位.

费米情况和玻色情况的主要差异是在这里我们并不希望在𝑞之前积掉𝑝. 诚然, 在电弱作用的

标准模型中(以及其它理论, 诸如之前的𝛽-衰变的Fermi理论), 正则共轭𝑝𝑚是与𝑞𝑚无关的辅助场,

并且拉格朗日量对𝑞𝑚是线性的, 使得方程(9.5.49)中的
∫︀
𝑑3𝑥

∑︀
𝑚 𝑝𝑚𝑞𝑚 −𝐻, 正如它所代表的, 是
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拉格朗日量𝐿. 对于携带了非零量子数(像量子电动力学中的电场)的费米场, 该哈密顿量中的每一

项一般携带等量的𝑝(正比于𝑞†)和𝑞. 特别地, 哈密顿量中的自由粒子项𝐻0关于𝑝和𝑞是双线性的, 使

得
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︂∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑚

𝑝𝑚(x, 𝜏)𝑞𝑚(x, 𝜏)−𝐻0

[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁
+ 𝑖𝜖 terms

}︂

= −
∑︁

𝑛𝑚

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 D𝑚𝑥,𝑛𝑦 𝑝𝑚(𝑥) 𝑞𝑛(𝑦) (9.5.50)

其中D为某个数值“矩阵”. 相互作用哈密顿量𝑉 ≡ 𝐻 −𝐻0是等量的费米型的𝑞与𝑝之积(系数可能

依赖于玻色场)的和, 所以当我们将方程(9.5.49)展成𝑉的幂级数时, 我们遇到了如下形式的费米积

分的和

I𝑛1𝑚1𝑛2𝑚2···𝑛𝑁𝑚𝑁 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, · · · , 𝑥𝑁 , 𝑦𝑁 ) ≡
∫︁ [︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
]︁

×
[︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)
]︁
𝑞𝑚1(𝑥1) 𝑝𝑛1(𝑦1) 𝑞𝑚2(𝑥2) 𝑝𝑛2(𝑦2) · · · 𝑞𝑚𝑁 (𝑥𝑁 ) 𝑝𝑛𝑁 (𝑦𝑁 )

× exp
(︁
− 𝑖
∑︁

𝑚𝑛

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 D𝑚𝑥,𝑛𝑦 𝑝𝑚(𝑥) 𝑞𝑛(𝑦)

)︁
, (9.5.51)

对于Feynman图中每一组可能的顶点, 就有这样的一项, 其中每个顶点所贡献的系数由𝑖乘以相互

作用中相对应项的场乘积的系数给出.

为了计算这类积分, 首先考察所有这些积分的一个生成函数:

I (𝑓, 𝑔) ≡
∫︁ [︁ ∏︁

x,𝜏,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏) 𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)
]︁

× exp
(︁
− 𝑖
∑︁

𝑛𝑚

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 D𝑚𝑥,𝑛𝑦 𝑝𝑚(𝑥) 𝑞𝑛(𝑦)

− 𝑖
∑︁

𝑚

∫︁
𝑑4𝑥 𝑝𝑚(𝑥) 𝑓𝑚(𝑦)− 𝑖

∑︁

𝑛

∫︁
𝑑4𝑦 𝑔𝑛(𝑦) 𝑞𝑛(𝑦)

)︁
, (9.5.52)

其中𝑓𝑚(𝑥)和𝑔𝑛(𝑦)是任意的反对易c-数函数. 我们偏移到新的积分变量

𝑝′𝑚(𝑥) = 𝑝𝑚(𝑥) +
∑︁

𝑛

∫︁
𝑑4𝑦 𝑔𝑛(𝑦) (D

−1)𝑛𝑦,𝑚𝑥 ,

𝑞′𝑛(𝑦) = 𝑞𝑛(𝑦)−
∑︁

𝑚

∫︁
𝑑4𝑥 (D−1)𝑛𝑦,𝑚𝑥 𝑓𝑚(𝑥) .

利用平移不变性条件(9.5.36), 那么我们发现

I (𝑓, 𝑔) = exp
(︁
𝑖
∑︁

𝑛𝑚

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 (D−1)𝑛𝑦,𝑚𝑥 𝑔𝑛(𝑦) 𝑓𝑚(𝑥)

)︁

×
∫︁ [︁ ∏︁

x,𝜏,𝑚

𝑑𝑞′𝑚(x, 𝜏) 𝑑𝑝
′
𝑚(x, 𝜏)

]︁

× exp
(︁
− 𝑖
∑︁

𝑛𝑚

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 D𝑚𝑥,𝑛𝑦 𝑝

′
𝑚(𝑥) 𝑞

′
𝑛(𝑦)

)︁
. (9.5.53)
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积分是一常数(即, 独立于函数𝑓和𝑔), 利用方程(9.5.38)可以证明其正比于DetD . 对于我们更重要

一些的是第一个因子. 将这个因子展成𝑔𝑓的幂级数, 并与方程(9.5.52)的直接展开比较, 我们看到

I𝑛1𝑚1𝑛2𝑚2···𝑛𝑁𝑚𝑁 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, · · · , 𝑥𝑁 , 𝑦𝑁 )

∝
∑︁

pairings

𝛿pairing
∏︁

pairs

(︁
− 𝑖D−1

)︁
paired 𝑚𝑥,𝑛𝑦

(9.5.54)

其中比例常数与𝑥, 𝑦,𝑚或𝑛无关且独立于这些变量的数目. 这个求和是对所有配对𝑝和𝑞的不同方

式求和, 当不同的配对方式仅相差的是配对的次序时, 这种配对方式不计算在内. 换句话说, 我们

对𝑝和𝑞之一的𝑁 !个置换求和. 当置换为偶时, 符号因子𝛿pairing为+1, 如果为奇则是−1.

这个符号因子与配对求和恰是我们在之前推广Feynman规则时所遇到的, 其中对配对的求和

对应于对连接Feynman图中顶点的方式求和, 而因子(D−1)𝑚𝑥,𝑛𝑦扮演了将𝑞𝑚(𝑥)与𝑝𝑛(𝑦)配对的传

播子角色. 在自旋1
2的Dirac体系中, 自由粒子作用量是

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜏

{︂∫︁
𝑑3𝑥

∑︁

𝑚

𝑝𝑚(x, 𝜏)𝑞(x, 𝜏)−𝐻0

[︁
𝑞(𝜏), 𝑝(𝜏)

]︁}︂

= −
∫︁
𝑑4𝑥 𝜓(𝑥) [𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚]𝜓(𝑥) , (9.5.55)

其中, 以通常的记法, 这里的正则变量是

𝑞𝑚(𝑥) = 𝜓𝑚(𝑥) , 𝑝𝑚(𝑥) = −[𝜓(𝑥)𝛾0]𝑚 = 𝑖𝜓†
𝑚(𝑥) (9.5.56)

其中𝑚是4-值Dirac指标. 与方程(9.5.50)比较, 我们在这里发现

D𝑚𝑥,𝑛𝑦 =

[︂
𝛾0
(︂
𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚− 𝑖𝜖

)︂]︂

𝑚𝑛

𝛿4(𝑥− 𝑦)

=

∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

(︁
𝛾0[𝑖𝛾𝜇𝑘𝜇 +𝑚− 𝑖𝜖]

)︁
𝑚𝑛
𝑒𝑖𝑘·(𝑥−𝑦) . (9.5.57)

(尽管我们没有在这里细致地解出它, 𝑖𝜖项以与9.2节中标量场相同的方式产生.) 那么传播子是

(D−1)𝑚𝑥,𝑛𝑦 =

∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

(︁
[𝑖𝛾𝜇𝑘𝜇 +𝑚− 𝑖𝜖]−1 [−𝛾0]

)︁
𝑚𝑛

𝑒𝑖𝑘·(𝑥−𝑦) ,

正是我们在算符体系中所发现的. 产生额外因子−𝛾0是因为该传播子是𝑇
{︀
𝜓𝑚(𝑥),−[𝜓(𝑦)𝛾0]𝑛

}︀
的

真空期望值, 而非𝑇
{︀
𝜓𝑚(𝑥), 𝜓𝑛(𝑦)

}︀
.

一个用路径积分比用算符方法更易解决的问题的例子是, 计算一个仅与外场相互作用

的Dirac场的真空-真空振幅对场的依赖性. 取拉格朗日量为

L = −𝜓[𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚+ Γ]𝜓 , (9.5.58)

其中Γ(𝑥)是表示费米子与外场相互作用的𝑥-相关矩阵. 根据方程(9.5.49), 有外场存在的真空持续

振幅是

⟨VAC, out|VAC, in⟩Γ ∝
∫︁ [︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
]︁[︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)
]︁

× exp

{︂
− 𝑖

∫︁
𝑑4𝑥 𝑝𝑇 𝛾0[𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚+ Γ− 𝑖𝜖] 𝑞

}︂
(9.5.59)
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其中比例常数与Γ(𝑥)无关. 我们将其写为

⟨VAC, out|VAC, in⟩Γ ∝
∫︁ [︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑞𝑚(x, 𝜏)
]︁[︁ ∏︁

𝜏,x,𝑚

𝑑𝑝𝑚(x, 𝜏)
]︁

× exp

{︂
− 𝑖
∑︁

𝑚𝑛

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 𝑝𝑚(𝑥) 𝑞𝑛(𝑦)K [Γ]𝑚𝑥,𝑛𝑦

}︂
, (9.5.60)

其中

K [Γ]𝑚𝑥,𝑛𝑦 =

(︂
𝛾0
[︂
𝛾𝜇

𝜕

𝜕𝑥𝜇
+𝑚+ Γ(𝑥)− 𝑖𝜖

]︂)︂

𝑚𝑛

𝛿4(𝑥− 𝑦) . (9.5.61)

为了计算它, 我们将积分变量𝑞𝑛(𝑥)改为

𝑞′𝑚(𝑥) ≡
∑︁

𝑛

∫︁
𝑑4𝑦 K [Γ]𝑚𝑥,𝑛𝑦 𝑞𝑛(𝑦) . (9.5.62)

现在, 剩下的积分是Γ-无关的, 所以真空持续振幅的整个依赖性被包含进, 根据方程(9.5.38), 变量

改变所产生的行列式:

⟨VAC, out|VAC, in⟩Γ ∝ DetK [Γ] . (9.5.63)

为了再现微扰论的结果, 我们写下

K [Γ] ≡ D + G [Γ] , (9.5.64)

G [Γ]𝑚𝑥,𝑛𝑦 =
(︁
𝛾0Γ(𝑥)

)︁
𝑚𝑛
𝛿4(𝑥− 𝑦) , (9.5.65)

并展成G [Γ]的幂级数. 那么方程(9.5.63)给出

⟨VAC, out|VAC, in⟩Γ ∝ Det
(︁
D [1 + D−1G [Γ]]

)︁

= [DetD ] exp

(︃ ∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛
Tr(D−1G [Γ])𝑛

)︃
. (9.5.66)

这正是我们从Feynman规则中所期待的: 该理论中来自内线和顶点的贡献是−𝑖D−1与−𝑖G [Γ];

𝑛个因子−D−1G [Γ]乘积的迹因而对应于有𝑛个顶点与𝑛条内线相连的圈; 1/𝑛是与这样的圈附带

的通常的组合学因子(见6.1节); 符号因子是(−1)𝑛+1而不是(−1)𝑛是因为费米圈会附带一个额外

的负号; 对𝑛的求和作为指数变量出现是因为真空持续振幅受到了有任意个非连圈的图的贡献.

从Feynman规则导出Γ-无关因子DetD并不那么容易; 它代表了任意个不携带顶点的费米圈的贡

献.

更重要的是, 类似方程(9.5.63)的公式允许我们通过使用拓扑定理导出类似G [Γ]的核的本征值

的相关信息进而导出非微扰结果. 这将在卷II进行进一步探索.

9.6 量子电动力学的路径积分公式

量子场论的路径积分方法在其应用到无质量自旋1粒子的规范理论时, 诸如量子电动力学, 确

实显示出了它的特性. 上一章中量子电动力学的Feynman规则推导包含了相当多的敷衍, 例如在

光子传播子Δ𝜇𝜈(𝑞)中正比于𝑞𝜇或𝑞𝜈的项可以被扔掉的讨论中, 以及纯的类时项将恰好抵消哈密顿
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量中的Coulomb项, 使得有效光子传播子可以被取为𝜂𝜇𝜈/𝑞2. 用第8章的方法给出这一结果的真实

证明将使我们陷入到对Feynman图的复杂分析中. 但是正如我们所要看到的, 路径积分方法给出

了所需的光子传播子形式, 却甚至没有考察Feynman图细节的必要.

在第8章, 我们发现在Coulomb规范下, 光子与带电粒子的相互作用哈密顿量形式为

𝐻[A,Π⊥, · · · ] = 𝐻M +

∫︁
𝑑3𝑥

[︀
1
2Π

2
⊥ + 1

2(∇×A)2 −A · J
]︀
+ 𝑉Coul . (9.6.1)

这里的A是矢势, 服从Coulomb规范条件

∇ ·A = 0 , (9.6.2)

而Π⊥是它的正则共轭的无散部分, 满足相同约束

∇ ·Π⊥ = 0 . (9.6.3)

另外, 𝐻M是物质哈密顿量而𝑉Coul是Coulomb能

𝑉Coul(𝑡) =
1
2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑑3𝑦 𝐽0(x, 𝑡)𝐽0(y, 𝑡)

⧸︁
4𝜋 |x− y| . (9.6.4)

正想对于任何其它的哈密顿系统, 我们可以以路径积分计算编时乘积的真空期望值*

⟨𝑇{O𝐴O𝐵 · · · }⟩VAC =

∫︁ ⎡
⎣∏︁

𝑥,𝑖

𝑑𝑎𝑖(𝑥)
∏︁

𝑥,𝑖

𝑑𝜋𝑖(𝑥)
∏︁

𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)

⎤
⎦O𝐴O𝐵 · · ·

× exp

{︂
𝑖

∫︁
𝑑4𝑥
[︁
𝜋 · ȧ− 1

2𝜋
2 − 1

2(∇× a)2 + a · J+ LM

]︁
− 𝑖

∫︁
𝑑𝑡 𝑉Coul

}︂

×
[︃∏︁

𝑥

𝛿
(︁
∇ · a(𝑥)

)︁]︃[︃∏︁

𝑥

𝛿
(︁
∇ · 𝜋(𝑥)

)︁]︃
, (9.6.5)

其中𝜓ℓ(𝑥)是一般物质场. 在以物质拉格朗日密度的形式写方程(9.6.5)中, 我们假定了𝐻M是定域

的并且要么对物质𝜋是线性的(就像旋量电动力学中那样)要么是场无关系数的二次型(就像标量电

动力学中那样). 我们已经在方程(9.6.5)中插入了𝛿-函数**以确保约束(9.6.2)和(9.6.3).

方程(9.6.5)中的指数变量显然是𝜋的独立分量(例如𝜋1和𝜋2)的二次型, 其中在𝜋的二阶项中有

场无关系数. 因此, 根据方程(9.A.9), 通过令𝜋等于指数变量的稳相点就能完成对𝜋的积分(会相差

*注意到𝜋(𝑥)是量子算符Π⊥的插值c-数场, 其彼此以及的对易关系以及其与A的对易关系与Π的那些对易关系相同,

但其不像Π一样与所有正则物质变量对易.
**这不是严格精确的. 如果我们取正则变量为, 例如𝑎1, 𝑎2和𝜋1, 𝜋2, 而𝑎3和𝜋3被视为由方程(9.6.2)和(9.6.3)给定的这

些变量的泛函, 那么我们应该插入𝛿-函数∏︁
𝑥

𝛿
(︁
𝑎3(𝑥) + 𝜕−1

3

(︁
𝜕1𝑎1(𝑥) + 𝜕2𝑎2(𝑥)

)︁)︁
𝛿
(︁
𝜋3(𝑥) + 𝜕−1

3

(︁
𝜕1𝜋1(𝑥) + 𝜕2𝜋2(𝑥)

)︁)︁
.

然而, 这与方程(9.6.5)中的𝛿-函数仅差一个因子Det 𝜕2
3 , 这个因子尽管是无限大的, 但却是场无关的, 因而在类似方

程(9.4.1)的比值中抵消了.
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一个常数因子), 即令𝜋 = ȧ:

⟨𝑇{O𝐴O𝐵 · · · }⟩VAC =

∫︁ ⎡
⎣∏︁

𝑥,𝑖

𝑑𝑎𝑖(𝑥)
∏︁

𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)

⎤
⎦

× O𝐴O𝐵 · · · exp
{︂
𝑖

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
1

2
ȧ2 − 1

2
(∇× a)2 + a · j+ LM

]︂

− 𝑖

∫︁
𝑑𝑡 𝑉Coul + 𝑖𝜖 terms

}︂[︃∏︁

𝑥

𝛿(∇ · a(𝑥))
]︃

. (9.6.6)

为了显示出这个结果的显著协变性, 我们使用一个技巧. 引入新的积分变量𝑎0(𝑥), 并将作用量中

的Coulomb项−
∫︀
𝑑𝑡 𝑉Coul换成

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
−𝑎0(𝑥)𝑗0(𝑥) + 1

2

(︁
∇𝑎0(𝑥)

)︁2]︂
. (9.6.7)

既然(9.6.7)是𝑎0的二次型, 通过令𝑎0(𝑥)等于(9.6.7)的稳相点, 即

−𝑗0(𝑥)−∇2𝑎0(𝑥) = 0

的解, 或者换种形式

𝑎0(x, 𝑡) =

∫︁
𝑑3𝑦

𝑗0(y, 𝑡)

4𝜋 |x− y| , (9.6.8)

我们就能完成对𝑎0的积分(差一个常数因子). 在方程(9.6.7)使用这个恰好给出Coulomb作用

量−
∫︀
𝑑𝑡 𝑉Coul. 因此我们可以将方程(9.6.6)中的指数变量重写为

1
2 ȧ

2 − 1
2(∇× a)2 + a · 𝑗 + LM − 𝑎0𝑗0 + 1

2(∇𝑎0)2

= −1
4𝑓𝜇𝜈𝑓

𝜇𝜈 + 𝑎𝜇𝑗
𝜇 + LM +全导数

其中𝑓𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑎𝜈 − 𝜕𝜈𝑎𝜇, 并对𝑎
0, a以及物质场积分. 即, 路径积分(9.6.6)现在是

⟨𝑇{O𝐴O𝐵 · · · }⟩VAC ∝
∫︁ [︃∏︁

𝑥,𝜇

𝑑𝑎𝜇(𝑥)

]︃⎡
⎣∏︁

𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)

⎤
⎦

× O𝐴O𝐵 · · · exp
(︁
𝑖 𝐼[𝑎, 𝜓]

)︁∏︁

𝑥

𝛿
(︁
∇ · a(𝑥)

)︁
, (9.6.9)

其中𝐼是原始作用量

𝐼[𝑎, 𝜓] =

∫︁
𝑑4𝑥

[︀
−1

4𝑓𝜇𝜈𝑓
𝜇𝜈 + 𝑎𝜇𝑗

𝜇 + LM

]︀
+ 𝑖𝜖 terms . (9.6.10)

现在, 所有的量是显式Lorentz-不变且规范不变的, 除了最后确保Coulomb规范条件的𝛿-函

数乘积.† 为了更进一步, 我们将使用一个技巧的简化版,4, 5 这个技巧将在卷II中被用来处理更

加困难的非阿贝尔规范理论的情况. 简单期间, 我们在这里所要处理的情况是算符O𝐴[𝐴,Ψ],

O𝐵[𝐴,Ψ], · · ·以及作用量𝐼[𝑎, 𝜓]和测度[
∏︀
𝑑𝑎] [

∏︀
𝑑𝜓]是规范不变的.

†注意到现在𝑎0(𝑥)不等于值(9.6.8), 而是一个独立的积分变量. 我们不先对𝑎0(𝑥)积分, 这将导回方程(9.6.6), 而是

和a(𝑥)一起处理.
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首先, 将方程(9.6.9)中的所有场积分变量𝑎𝜇(𝑥)和𝜓(𝑥)替换成新变量

𝑎𝜇Λ(𝑥) ≡ 𝑎𝜇(𝑥) + 𝜕𝜇Λ(𝑥) , (9.6.11)

𝜓ℓΛ(𝑥) ≡ exp
(︁
𝑖 𝑞ℓΛ(𝑥)

)︁
𝜓ℓ(𝑥) (9.6.12)

其中Λ(𝑥)为任意的有限量. 这一步是数学上平庸的, 就像把积分
∫︀∞
−∞ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥读成

∫︀∞
−∞ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 并

且没有要求使用理论所公设的规范不变性. 接下来, 使用规范不变性将作用量, 测度以及O-函数

中的𝑎𝜇Λ(𝑥)和𝜓ℓΛ(𝑥)分别替换成原始场𝑎𝜇(𝑥)和𝜓ℓ(𝑥). 那么方程(9.6.9)变成

⟨
𝑇
{︁

O𝐴[𝐴,Ψ], O𝐵[𝐴,Ψ], · · ·
}︁⟩

VAC

∝
∫︁ [︃∏︁

𝑥,𝜇

𝑑𝑎𝜇(𝑥)

]︃⎡
⎣∏︁

𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)

⎤
⎦O𝐴[𝑎, 𝜓]O𝐵[𝑎, 𝜓] · · ·

× exp
(︁
𝑖𝐼[𝑎, 𝜓]

)︁∏︁

𝑥

𝛿
(︁
∇ · a(𝑥) +∇2Λ(𝑥)

)︁
. (9.6.13)

现在, 函数Λ(𝑥)被随机地选择, 所以尽管出现了, 方程(9.6.13)的右边不能依赖这一函数. 我们将探

索这一性质进而把路径积分变成更加方便的形式. 给方程(9.6.13)乘以泛函

𝐵[Λ, 𝑎] = exp

(︂
−1

2 𝑖𝛼

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
𝜕0𝑎

0 −∇2Λ
)︁2)︂

(9.6.14)

(其中𝛼是一任意常数), 并对Λ(𝑥)积分. 通过偏移积分变量Λ(𝑥), 并注意到(9.6.13)实际的Λ-无关性,

我们看到这实际就是给方程(9.6.13)乘上场无关常数

∫︁ [︃∏︁

𝑥

𝑑Λ(𝑥)

]︃
exp

(︂
−1

2 𝑖𝛼

∫︁
𝑑4𝑥
(︁
∇2Λ

)︁2)︂
. (9.6.15)

这一因子在真空期望值的连接部分被抵消了, 因而没有物理效应. 但是方程(9.6.13)仅在我们积

掉𝑎𝜇(𝑥)和𝜓(𝑥)之后才是Λ-无关的. 我们也可以在积掉𝑎𝜇(𝑥)和𝜓(𝑥)之前对Λ(𝑥)积分, 在这一情况

下, 方程(9.6.13)中的因子
∏︀
𝑥 𝛿
(︁
∇ · a(𝑥) +∇2Λ

)︁
被替换成

∫︁ [︃∏︁

𝑥

𝑑Λ(𝑥)

]︃
exp

(︂
−1

2 𝑖𝛼

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
𝜕0𝑎

0 −∇2Λ
)︁2)︂∏︁

𝑥

𝛿
(︁
∇ · a(𝑥) +∇2Λ

)︁

∝ exp

(︂
−1

2 𝑖𝛼

∫︁
𝑑4𝑥 (𝜕𝜇𝑎

𝜇)2
)︂

, (9.6.16)

其中“∝”又一次意味着比例常数是场无关因子. 扔掉常数因子, 方程(9.6.9)现在变成

⟨𝑇{O𝐴O𝐵 · · · }⟩VAC ∝
∫︁ [︃∏︁

𝑥,𝜇

𝑑𝑎𝜇(𝑥)

]︃⎡
⎣∏︁

𝑥,ℓ

𝑑𝜓ℓ(𝑥)

⎤
⎦O𝐴O𝐵 · · · exp(𝑖𝐼eff[𝑎, 𝜓]) , (9.6.17)

其中

𝐼eff[𝑎, 𝜓] = 𝐼[𝑎, 𝜓]− 1
2𝛼

∫︁
(𝜕𝜇𝑎

𝜇)2 𝑑4𝑥 . (9.6.18)

其现在是显式Lorentz-不变的.
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我们将(9.6.18)中的新项视为对作用量非微扰部分的贡献, 它的光子部分现在变成

𝐼0[𝑎] =

∫︁
𝑑4𝑥

[︁
− 1

4(𝜕𝜇𝑎𝜈 − 𝜕𝜈𝑎𝜇)(𝜕
𝜇𝑎𝜈 − 𝜕𝜈𝑎𝜇)− 1

2𝛼(𝜕𝜇𝑎
𝜇)2 + 𝑖𝜖 terms

]︁

= −1
2

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 𝑎𝜇(𝑥) 𝑎𝜈(𝑦)𝐷𝜇𝑥,𝜈𝑦 , (9.6.19)

其中

𝐷𝜇𝑥,𝜈𝑦 =

[︂
𝜂𝜇𝜈

𝜕2

𝜕𝑥𝜌𝜕𝑥𝜌
− (1− 𝛼)

𝜕2

𝜕𝑥𝜇𝜕𝑥𝜈

]︂
𝛿4(𝑥− 𝑦) + 𝑖𝜖 terms

= (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞
[︁
𝜂𝜇𝜈𝑞

2 − (1− 𝛼)𝑞𝜇𝑞𝜈 − 𝑖𝜖𝜂𝜇𝜈

]︁
𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦) . (9.6.20)

那么通过取方程(9.6.20)的被积函数中4× 4矩阵的逆就能立即发现光子传播子

Δ𝜇𝑥,𝜈𝑦 = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

[︂
𝜂𝜇𝜈

𝑞2 − 𝑖𝜖
+

(1− 𝛼)

𝛼

𝑞𝜇𝑞𝜈

(𝑞2 − 𝑖𝜖)2

]︂
𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦) . (9.6.21)

我们可以按照看起来最方便的形式来自由地选择𝛼. 两个通常的选择是𝛼 = 1, 其产生

了Feynman规范中的传播子:

ΔFeynman
𝜇𝑥,𝜈𝑦 = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

[︂
𝜂𝜇𝜈

𝑞2 − 𝑖𝜖

]︂
𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦) (9.6.22)

或者𝛼 = ∞, 在这一情况下, 因子(9.6.14)像𝛿-函数一样作用, 而我们获得了Landau规范中的传播

子(通常也叫作Lorentz规范):

ΔLandau
𝜇𝑥,𝜈𝑦 = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑞

[︂
𝜂𝜇𝜈

𝑞2 − 𝑖𝜖
− 𝑞𝜇𝑞𝜈

(𝑞2 − 𝑖𝜖)2

]︂
𝑒𝑖𝑞·(𝑥−𝑦) . (9.6.23)

通过使用这类显式Lorentz-不变的相互作用和传播子, 实际计算会变得方便得多.

9.7 各种统计*

我们现在可以着手处理第4章所提出的问题: 当我们交换全同粒子是, 态矢的改变都有哪些可

能?

为此, 我们将考察散射过程中初态或末态的预备. 假定通过某种缓慢变化的外场, 并保持过程

中粒子相距甚远以保证使用非相对论量子力学的合理性, 这两个态之一中的一组不可分辨粒子从

一个动量为k1,k2等的标准模型被变成动量为p1,p2等的特定的构形. (我们不在这里明显的写成

自旋指标;它们应该被理解成伴随着动量指标.)为了计算这个过程的振幅,我们可以使用路径积分

方法,** 把9.1节中的𝑞和𝑝取为粒子位置与动量, 而不是场以及它们的正则共轭. 无论粒子是玻色子

还是费米子亦或是别的什么东西, 它们总是满足正则对易关系而不是反对易关系, 所以目前我们

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
**在这里我将沿用Laidlaw(莱德劳)和C. Dewitt,11的讨论, 所不同的是它们将路径积分方法应用于整个散射过程, 而

不仅是初态或末态的预备. 在一个相对论性理论中, 粒子被创造或湮灭的可能使得必须将路径积分方法应用于场而不

是粒子轨道. 对于我们而言, 这不是问题, 因为我们将这样的计算限制在了充分早或充分晚的时期, 这一时期离散射过

程还很遥远.
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还没有把自己置身于任何特定的统计. 路径积分公式(9.1.34)将一振幅⟨p1,p2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D作
为对路径的积分给出, 其中一个粒子的动量从k1连续变化到p1, 另一全同粒子的动量从k2连续变

化到p2, 以此类推. 下标“D”表明我们所计算的振幅是针对可分辨(distinguishable)粒子的. 特别

地, 这一振幅在p和k的同时置换下是对称的, 但是在p或k的分别置换下没有特定的对称性. 但是

如果粒子真是不可分辨的, 那么存在其它拓扑不同的路径, 但最终却产生了同一末态构形. 对于维

度𝑑 ≥ 3的空间, 唯一这样的路径†是那些k1,k2, · · ·变成p1,p2, · · ·的某些非平庸置换P的路径. 因

此真正的振幅应该写成

⟨p1,p2, · · · |k1,k2, · · · ⟩ =
∑︁

P

𝐶P⟨pP1,pP2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D , (9.7.1)

求和取遍了态中𝑁个不可分辨粒子的所有𝑁 !个置换, 而𝐶P是一组复常数. 这些振幅必须满足适用

于不可分辨粒子的组成规则:

⟨p1,p2, · · · |k1,k2, · · · ⟩ =
1

𝑁 !

∫︁
𝑑3𝑞1 𝑑

3𝑞2 · · · ⟨p1,p2, · · · |q1,q2, · · · ⟩

× ⟨q1,q2, · · · |k1,k2, · · · ⟩ . (9.7.2)

利用方程(9.7.1), 这是要求

∑︁

P

𝐶P ⟨pP1,pP2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D =
1

𝑁 !

∑︁

P′,P′′

𝐶P′ 𝐶P′′

∫︁
𝑑3𝑞1 𝑑

3𝑞2 · · ·

× ⟨pP′1,pP′2, · · · |q1,q2, · · · ⟩D ⟨qP′′1,qP′′2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D

对右边第一个振幅中的初态和末态作用一个置换P ′′, 变成

∑︁

P

𝐶P ⟨pP1,pP2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D =
1

𝑁 !

∑︁

P′,P′′

𝐶P′ 𝐶P′′

∫︁
𝑑3𝑞1 𝑑

3𝑞2 · · ·

× ⟨pP′′P′1,pP′′P′2, · · · |qP′′1,qP′′2, · · · ⟩D ⟨qP′′1,qP′′2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D

但是振幅⟨p1,p2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D满足可分辨粒子的组成规则

⟨p1,p2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D =

∫︁
𝑑3𝑞1 𝑑

3𝑞2 · · · ⟨p1,p2, · · · |q1,q2, · · · ⟩D

× ⟨q1,q2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D , (9.7.3)

所以物理振幅的组成规则可以写成

∑︁

P

𝐶P ⟨pP1,pP2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D =
1

𝑁 !

∑︁

P′,P′′

𝐶P′ 𝐶P′′

× ⟨pP′′P′1,pP′′P′2, · · · |k1,k2, · · · ⟩D ,

当且仅当

𝐶P′P′′ = 𝐶P′𝐶P′′ , (9.7.4)

†这被形式地表述为如下的陈述: 𝑑 ≥ 3的空间中, 构形空间的第一同伦群是置换群.12 𝑁个不可分辨粒子的“构形空

间”意味着𝑁个𝑑-矢的空间, 排除了彼此重合(或者处在一个任意的极限距离内)的𝑑-矢, 并将仅相差一个矢量置换的构

形等价起来.
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这才是被满足的. 即, 系数𝐶P必须构成置换群的一个一维表示. 但是置换群仅有两个这样的表示:

一个是恒等表示, 对于所有的置换𝐶P = 1, 而另一个是交替表示, 根据P是一个偶置换还是奇置

换, 𝐶P = +1或𝐶P = −1. 这两种可能性分别对应于玻色统计和费米统计.‡

这一讨论的漂亮之处在于它使得为什么二维空间是个例外变得清楚. 在这一情况下, 存在丰

富得多的拓扑不等价路径种类.¶ 例如, 一个粒子绕另一粒子转确定圈数的路径不能变形成没有绕

圈的路径. 结果是, 在二维空间, 可能有任意子,15 任意子有着比费米统计或玻色统计8a更加广泛

的置换性质.

附录 高斯多重积分

我们首先希望计算𝜉的一般二次函数的指数对有限个实变量𝜉𝑟的多重积分积分

I ≡
∫︁ ∞

−∞

∏︁

𝑟

𝑑𝜉𝑟 exp
{︁
−𝑄(𝜉)

}︁
, (9.A.1)

𝑄(𝜉) = 1
2

∑︁

𝑟𝑠

𝐾𝑟𝑠𝜉𝑟𝜉𝑠 +
∑︁

𝑟

𝐿𝑟𝜉𝑟 +𝑀 , (9.A.2)

其中𝐾𝑟𝑠, 𝐿𝑟和𝑀是任意常数, 除了矩阵𝐾被要求是对称且非奇异的. 为此, 我们从𝐾𝑟𝑠, 𝐿𝑟和𝑀都

是实的且𝐾𝑟𝑠是正定的这一情况开始考察. 之后普遍情况下的结果可以通过解析延拓获得.

任何实对称矩阵可以被一个正交矩阵对角化. 因此存在一个矩阵S , 其有逆S T = S −1, 使得
(︁
S T𝐾S

)︁
𝑟𝑠

= 𝛿𝑟𝑠𝜅𝑟 . (9.A.3)

因为假定𝐾是正定且非奇异的, 所以本征值𝜅𝑟是正定的. 我们可以使用矩阵S进行一个变量变换:

𝜉𝑟 =
∑︁

𝑠

S𝑟𝑠𝜉
′
𝑠 . (9.A.4)

这一变换的雅克比行列式|DetS |是1, 所以多重积分(9.A.1)现在由一普通积分的乘积给定:

I = 𝑒−𝑀
∏︁

𝑟

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜉′ exp

{︁
−𝜅𝑟

2
𝜉′2 − (I T𝐿)𝑟𝜉

′
}︁

= 𝑒−𝑀
∏︁

𝑟

√︂
2𝜋

𝜅𝑟

{︂
1

2𝜅𝑟
(I T𝐿)2𝑟

}︂
. (9.A.5)

但是方程(9.A.3)的行列式与逆给出

Det𝐾 =
∏︁

𝑟

𝜅𝑟 , 𝐾−1
𝑟𝑠 =

∑︁

ℓ

I𝑟ℓI𝑠ℓ𝜅
−1
ℓ ,

所以方程(9.A.5)可以写成

I =

(︂
Det

(︂
𝐾

2𝜋

)︂)︂−1/2

exp

{︃
1
2

∑︁

𝑟𝑠

𝐿𝑟𝐿𝑠𝐾
−1
𝑟𝑠 −𝑀

}︃
. (9.A.6)

‡在文献中有大量关于玻色或费米之外其它可能的统计的讨论, 通常在标签仲统计下. 已经证明了𝑑 ≥ 3的空间中的

仲统计理论等价于所有的例子是普通的费米子或玻色子但谢丹额外量子数的理论, 这使得波函数在动量和自旋的置换

下有着通常的性质.
¶这被表示成如下表述, 二维空间中, 构形空间的第一同伦群不是置换群, 而是一个更大的群, 其被称为辫群.14
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方程(9.A.1)定义了𝐾𝑟𝑠, 𝐿𝑟和𝑀的一个函数, 它在𝐾𝑟𝑠实且正定以及积分收敛的平面周围的有限区

域对𝐾𝑟𝑠是解析的, 并且对于这样的𝐾𝑟𝑠, 其对𝐿𝑟和𝑀在任何地方都是解析的. 既然对于实的𝐾𝑟𝑠,

𝐿𝑟和𝑀且正定的𝐾𝑟𝑠, (9.A.6)等于(9.A.1), 方程(9.A.6)提供了方程(9.A.1)到整个复平面的解析延

拓, 其中有一个平方根所要求的截断. 平方根的符号由这一解析延拓固定. 在场论中, 除了

由“𝑖𝜖”项所引起的小实部, 𝐾𝑟𝑠实际上是虚的.

以函数(9.A.2)的稳相点表示方程(9.A.6)是有用的:

𝜉𝑟 = −∑︀𝑠𝐾
−1
𝑟𝑠 𝐿𝑠 , (9.A.7)

𝜕𝑄(𝜉)/𝜕𝜉𝑟 = 0 在𝜉 = 𝜉 , (9.A.8)

那么

I =

(︂
Det

(︂
𝐾

2𝜋

)︂)︂−1/2

exp
{︁
−𝑄(𝜉)

}︁
. (9.A.9)

这是要记住的结果: 通过令积分变量等于指数变量是稳定的那个点, 高斯积分可以被计算至差一

个行列式因子.

接下来, 我们希望用这一结果计算积分

𝐼𝑟1···𝑟2𝑁 ≡
∫︁ (︃∏︁

𝑟

𝑑𝜉𝑟

)︃
𝜉𝑟1𝜉𝑟2 · · · 𝜉𝑟2𝑁 exp

{︃
−1

2

∑︁

𝑟𝑠

𝐾𝑟𝑠𝜉𝑟𝜉𝑠

}︃
. (9.A.10)

(这类被积函数中有奇数个𝜉-因子的积分显然为零.) 从方程(9.A.1)中exp (−∑︀𝑟 𝐿𝑟𝜉𝑟)的级数展开

中, 我们有求和规则

∞∑︁

𝑁=0

∑︁

𝑟1𝑟2···𝑟2𝑁

1

(2𝑁 !)
𝐼𝑟1𝑟2···𝑟2𝑁𝐿𝑟1𝐿𝑟2 · · ·𝐿𝑟2𝑁

=

∫︁ (︃∏︁

𝑟

𝑑𝜉𝑟

)︃
exp

{︃
−
∑︁

𝑟

𝐿𝑟𝜉𝑟 −
1

2

∑︁

𝑟𝑠

𝐾𝑟𝑠𝜉𝑟𝜉𝑠

}︃

=

[︂
Det

(︂
𝐾

2𝜋

)︂]︂−1/2

exp

{︃
−1

2

∑︁

𝑟𝑠

𝐿𝑟𝐿𝑠𝐾
−1
𝑟𝑠

}︃

=

[︂
Det

(︂
𝐾

2𝜋

)︂]︂−1/2 ∞∑︁

𝑁=0

1

𝑁 !2𝑁

(︃∑︁

𝑟𝑠

𝐿𝑟𝐿𝑠𝐾
−1
𝑟𝑠

)︃𝑁
. (9.A.11)

比较两边𝐿𝑟1𝐿𝑟2 · · ·𝐿𝑟2𝑁的系数, 我们看到𝐼𝑟1𝑟2···𝑟2𝑁必须正比于𝐾
−1的元素的乘积之和, 对称性要

求采取形式

𝐼𝑟1𝑟2···𝑟2𝑁 = 𝑐𝑁
∑︁

pairings
of 𝑟1···𝑟2𝑁

∏︁

pairs

(𝐾−1)paired indices . (9.A.12)

这里的求和是对所有配对指标𝑟1 · · · 𝑟2𝑁的方式求和, 如果两个配对方式仅相差配对的次序或是

这配对中指标的次序, 那么这两个配对方式被认为是相同的. 为了计算常数因子𝑐𝑁 , 我们注意

到方程(9.A.12)中, 对配对的求和中项的数目等于指标置换的个数(2𝑁)!, 除以置换每对指标的个

数𝑁 !以及指标对内置换的个数2𝑁

𝜈𝑁 =
(2𝑁)!

𝑁 !2𝑁
. (9.A.13)
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因此方程(9.A.12)给出

∑︁

𝑟1𝑟2···𝑟2𝑁

𝐿𝑟1𝐿𝑟2 · · ·𝐿𝑟2𝑁 𝐼𝑟1𝑟2···𝑟2𝑁 = 𝜈𝑁𝑐𝑁

(︃∑︁

𝑟𝑠

𝐿𝑟𝐿𝑠𝐾
−1
𝑟𝑠

)︃𝑁
(9.A.14)

将其与方程(9.A.11)比较说明了因子(2𝑁)!和(𝑁 !2𝑁 )被𝜈𝑁抵消, 给我们留下

𝑐𝑁 =

[︂
Det

(︂
𝐾

2𝜋

)︂]︂−1/2

(9.A.15)

例如,

𝐼𝑟1𝑟2 = 𝐼0(𝐾
−1)𝑟1𝑟2 , (9.A.16)

𝐼𝑟1𝑟2𝑟3𝑟4 = 𝐼0

[︁
(𝐾−1)𝑟1𝑟2(𝐾

−1)𝑟3𝑟4

+ (𝐾−1)𝑟1𝑟3(𝐾
−1)𝑟2𝑟4 + (𝐾−1)𝑟1𝑟4(𝐾

−1)𝑟2𝑟3

]︁
, (9.A.17)

以此类推, 其中𝐼0是没有指标的积分

𝐼0 ≡
∫︁ (︃∏︁

𝑟

𝑑𝜉𝑟

)︃
exp

{︃
−1

2

∑︁

𝑟𝑠

𝐾𝑟𝑠𝜉𝑟𝜉𝑠

}︃

=

[︂
Det

(︂
𝐾

2𝜋

)︂]︂−1/2

. (9.A.18)
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Drühl, R. Haag, and J. E. Roberts, Commun. Math. Phys. 18, 204 (1970).

[14] 辫群由E. Artin引入. 参看The Collected Papers of E. Artin, S. Lang and J. E. Tate编

辑(Addison-Wesley, Reading, MA, 1965).

[15] F. Wilczek, Phys. Rev. Lett. 49, 957 (1982); K. Fredenhagen, M. R. Gaberdiel, and S. M.
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第 10 章 非微扰方法

我们现在开始研究对物理过程的高阶贡献, 这对应于包含一个圈或多个圈的Feynman图. 在

这个工作中, 有一个可用于推导出适用于微扰论所有阶(并且在某些情况下超出微扰论)的结果的

方法将是有用的. 为此, 在本章我们将在Heisenberg绘景中探索场方程以及相互作用场的对易关

系. Heisenberg绘景与微扰论Feynman图之间的必要桥梁由6.4节中证明的定理提供: 有额外顶点

插入的过程𝛼 → 𝛽, 若插入的顶点对应算符𝑜𝑎(𝑥), 𝑜𝑏(𝑦), 等, 那么该过程的所有Feynman图之和由

相对应的Heisenberg-绘景算符编时乘积的矩阵元给出

(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
− 𝑖𝑂𝑎(𝑥), −𝑖𝑂𝑏(𝑦) · · ·

}︁
Ψ +
𝑎

)︁
.

作为一个特殊情况, 即算符𝑂𝑎(𝑥), 𝑂𝑏(𝑦)等是基本粒子场, 这一矩阵元等于入线处在态𝛼所对应

的质量壳上, 出线处在态𝛽所对应的质量壳上而不在质量壳上的线(包括传播子)对应算符𝑂𝑎(𝑥),

𝑂𝑏(𝑦)等的所有Feynman图之和. 在探索了以这种方式能获得的一些非微扰结果之后, 我们就有了

充足的准备以着手辐射修正的微扰计算.

10.1 对称性

之上所引用定理的一个显然但重要的应用是将对称性原理的应用从𝑆-矩阵元, 其中所有的外

线有在质量壳上4-动量, 扩展至Feynman图的部分, 这些部分中一些或者所有外线都不在质量壳

上.

例如, 考察时空平移对称性. 这一对称性导致了厄密4-矢算符𝑃𝜇的存在, 其有性质, 对于任何

场算符以及它们的正则共轭的定域函数𝑂(𝑥),

[︁
𝑃𝜇, 𝑂(𝑥)

]︁
= 𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝑂(𝑥) . (10.1.1)

(见方程(7.3.28)与(7.3.29).) 另外, 态𝛼和态𝛽通常被选为4-矢的本征态:

𝑃𝜇Ψ +
𝛼 = 𝑝𝜇𝛼Ψ

+
𝛼 , 𝑃𝜇Ψ

−
𝛽 = 𝑝𝜇𝛽Ψ

−
𝛽 . (10.1.2)

由此得出, 对于任何一组场和/或场导数的定域函数𝑂𝑎(𝑥), 𝑂𝑏(𝑥)等

(𝑝𝛽𝜇 − 𝑝𝛼𝜇)
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥1), 𝑂𝑏(𝑥2) · · ·

}︁
Ψ +
𝑎

)︁

=
(︁
Ψ −
𝛽 ,
[︁
𝑃𝜇, 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥1), 𝑂𝑏(𝑥2) · · ·

}︁]︁
Ψ +
𝑎

)︁

= 𝑖

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝜇1
+

𝜕

𝜕𝑥𝜇2
+ · · ·

)︂(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥1), 𝑂𝑏(𝑥2) · · ·

}︁
Ψ +
𝑎

)︁
. (10.1.3)
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其有解
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥1), 𝑂𝑏(𝑥2) · · ·

}︁
Ψ +
𝑎

)︁

= exp
(︁
𝑖(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽) · 𝑥

)︁
𝐹𝑎𝑏···(𝑥1 − 𝑥2, · · · ) , (10.1.4)

其中𝑥是任意一种时空坐标的平均

𝑥𝜇 = 𝑐1𝑥
𝜇
1 + 𝑐2𝑥

𝜇
2 + · · · , 𝑐1 + 𝑐2 + · · · = 1 (10.1.5)

而𝐹仅依赖于𝑥之间的差值. (特别地, 真空期望值仅能依赖于坐标差值.) 通过对𝑥𝜇与坐标差值分别

积分我们可以对方程(10.1.4)Fourier变换, 结果是
∫︁
𝑑4𝑥1 𝑑

4𝑥2 · · ·
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥1), 𝑂𝑏(𝑥2) · · ·

}︁
Ψ +
𝑎

)︁

× exp(−𝑖𝑘1 · 𝑥1 − 𝑖𝑘2 · 𝑥2 − · · · ) ∝ 𝛿4(𝑝𝛼 − 𝑝𝛽 − 𝑘1 − 𝑘2 − · · · ) . (10.1.6)

我们在6.4节看到, 编时乘积的矩阵元是通过对所有图的和施加通常的坐标空间Feynman规

则获得的, 其中进入粒子对应𝛼中的粒子, 离开粒子对应𝛽中的粒子, 而外线简单地终结于处

在𝑥1, 𝑥2, · · ·处的顶点. Fourier变换(10.1.6)通过对Feynman图的同一和施加动量空间Feynman规

则获得, 其中不在质量壳上的外线携带4-动量𝑘1, 𝑘2, · · ·进入图. 那么方程(10.1.6)正是Feynman图

的和保持4-动量守恒的陈述这一结果在微扰论中显然的, 这是因为4-动量在每个顶点守恒, 所以不

必依赖微扰论而看到同样的结果是不惊奇的.

随着进一步的努力, 可以使用Heisenberg-绘景场以及“入”态和“出”态的Lorentz变换性质证

明, 有一组给定的在质量壳上的线和不在质量壳上的线的所有图之和满足与最低阶项相同

的Lorentz变换条件.

类似的讨论适用于内部量子数的守恒, 例如电荷. 正如7.3节所证明的, 消灭一个电荷𝑞𝑎(或产

生一个电荷𝑞𝑎)的场或其它算符𝑂𝑎(𝑥)将满足

[𝑄,𝑂𝑎(𝑥)] = −𝑞𝑎𝑂𝑎(𝑥)

在Heisenberg-绘景和相互作用绘景中类似. 另外, 如果自由粒子态𝛼和𝛽有电荷𝑞𝑎和𝑞𝛽, 那么相对

应的“入”态和“出”态也是如此. 那么我们有

(𝑞𝛽 − 𝑞𝛼)
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥), 𝑂𝑏(𝑦), · · ·

}︁
Ψ +
𝛼

)︁

=
(︁
Ψ −
𝛽 ,
[︁
𝑄,𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥), 𝑂𝑏(𝑦), · · ·

}︁]︁
Ψ +
𝛼

)︁

= −(𝑞𝑎 + 𝑞𝑏 + · · · )
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥), 𝑂𝑏(𝑦), · · ·

}︁
Ψ +
𝛼

)︁

因此除非电荷守恒

𝑞𝛽 = 𝑞𝛼 − 𝑞𝑎 − 𝑞𝑏 − · · · , (10.1.7)

否则振幅
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝑂𝑎(𝑥), 𝑂𝑏(𝑦), · · ·

}︁
Ψ +
𝛼

)︁
为零.

一个不太平庸的例子由荷共轭不变性的对称性提供, 正如我们在第5章所看到的, 存在交换电

子算符和正电子算符的算符C

C 𝑎(p, 𝜎, 𝑒−)C−1 = 𝜉* 𝑎(p, 𝜎, 𝑒+) ,

C 𝑎(p, 𝜎, 𝑒+)C−1 = 𝜉 𝑎(p, 𝜎, 𝑒−) ,
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图 10.1 光子被电磁场散射的最低阶图. 这里直线代表虚电子; 波浪线代表实光子和虚光子; 而双线代表重

粒子, 像原子核, 其在这里充当电磁场的源. 正如荷共轭不变性所要求的, 这两个图的贡献抵消.

其中𝜉是相位因子. 对于自由电子场𝜓(𝑥), 这给出

C𝜓(𝑥)C−1 = −𝜉*𝛽𝐶𝜓(𝑥)* ,

其中𝛽𝐶是4× 4矩阵, 其(对于我们所使用的Dirac矩阵表示, 其中𝛾5对角)采取形式

𝛽 𝐶 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

.

应用于旋量电动力学中的自由粒子电流, 这给出

C(𝜓𝛾𝜇𝜓)C−1 = −𝜓𝐶𝛾𝜇𝑇𝐶𝜓 = −𝜓𝛾𝜇𝜓 .

如果C在电动力学中要是守恒的, 那么它必须也被定义成与自由光子场反对易

C(𝑎𝜇)C−1 = −𝑎𝜇 .

在类似电动力学的理论中, 对与这样的理论, C与相互作用以及𝐻0对易, 它也与Heisenberg-绘景与

相互作用绘景之间的相似变换Ω(𝑡)对易, 因而它与相互作用场的电流反对易

C(Ψ̄𝛾𝜇Ψ)C−1 = −Ψ̄𝛾𝜇Ψ (10.1.8)

以及与Heisenberg-绘景中的电磁场反对易

C(𝐴𝜇)C−1 = −𝐴𝜇 . (10.1.9)

那么由此得出, 任何奇数个电磁流和/或场的编时乘积, 它的真空期望值为零. 因此所有有奇数个

光子外线(在或者不在光子质量壳上)且没有其它外线的Feynman图之和为零.

这一结果称为Furry(弗里)定理.1 它可以被微扰论式地证明, 通过注意由电子圈ℓ构成的图, 每

个电子圈连接𝑛ℓ个光子线, 其所有的内光子线数目𝐼与外光子线数目𝐸通过类似于方程(6.3.11)的

关系关联:

2𝐼 + 𝐸 =
∑︁

ℓ

𝑛ℓ .
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因此如果𝐸为奇, 那么至少一个圈必须要连接奇数个光子线. 对于任何这样的圈存在一个抵消,

沿着圈的电子箭头方向相反的两个图会抵消. 因此相比平移或Lorentz不变性, Furry定理不是

平庸的对称性原理的结果; 它对于单个图不是正确的, 但对于某种图的和是正确的. 图10.1例证

了Furry定理的应用在历史上是最重要的, 它用以证明光子在外电磁场上的散射不受到外场中第一

阶(或任何奇数阶)的贡献.

10.2 定极学

本章所描述的非微扰方法的最重要应用之一就是, 将Feynman振幅的极点结构阐释为外线所

携带动量的函数. 通常一个物理过程的𝑆-矩阵能够很好地近似成一个单极点的贡献. 另外, 对该极

点结构的理解将在之后对粒子传播子的辐射修正处理中帮助我们.

考察动量空间振幅
∫︁
𝑑4𝑥1 · · · 𝑑4𝑥𝑛 𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑛·𝑥𝑛

⟨
𝑇
{︁
𝐴1(𝑥1) · · ·𝐴𝑛(𝑥𝑛)

}︁⟩
0

≡ 𝐺(𝑞1 · · · 𝑞𝑛) . (10.2.1)

这些𝐴是任意Lorentz型的Heisenberg-绘景算符, 而⟨· · · ⟩0代表真空Ψ +
0 = Ψ −

0 ≡ Ψ0中的期望值.

正如6.4节中所讨论的, 如果𝐴1, · · ·𝐴𝑛是出现在拉格朗日量中的普通场, 那么(10.2.1)就是, 针对所

有外线对应场𝐴1, · · ·𝐴𝑛并携带非质量壳4-动量𝑞1 · · · 𝑞𝑛进入图的Feynman图, 用普通Feynman规则

所计算的项的和. 然而, 我们将不限制在此种情况; 𝐴𝑖可以是场或场导数的任意定域函数.

我们感兴趣的是𝐺在几个外线子集所携带的总4-动量的特定不变平方值处的极点. 明确些, 我

们视𝐺为𝑞2的函数, 其中

𝑞 ≡ 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 = −𝑞𝑟+1 − · · · − 𝑞𝑛 (10.2.2)

其中1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 − 1. 我们将证明𝐺在𝑞2 = −𝑚2处有极点, 其中𝑚是任意单粒子态的质量, 其与

态𝐴†
1 · · ·𝐴†

𝑟Ψ0和态𝐴𝑟+1 · · ·𝐴𝑛Ψ0的矩阵元不为零, 并且在该极点的留数给定为

𝐺→ −2𝑖
√︀

q2 +𝑚2

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
(2𝜋)7𝛿4(𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛)

×
∑︁

𝜎

𝑀0|q,𝜎(𝑞2 · · · 𝑞𝑟)𝑀q,𝜎|0(𝑞𝑟+2 · · · 𝑞𝑛) (10.2.3)

其中𝑀被定义成*

∫︁
𝑑4𝑥1 · · · 𝑑4𝑥𝑟 𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑟·𝑥𝑟

(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(𝑥1) · · ·𝐴𝑟(𝑥𝑟)

}︁
Ψp,𝜎

)︁

= (2𝜋)4𝛿4(𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 − 𝑝)𝑀0|p,𝜎(𝑞2 · · · 𝑞𝑟) , (10.2.4)
∫︁
𝑑4𝑥𝑟+1 · · · 𝑑4𝑥𝑛 𝑒−𝑖𝑞𝑟+1·𝑥𝑟+1 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑛·𝑥𝑛

×
(︁
Ψp,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴𝑟+1(𝑥𝑟+1) · · ·𝐴𝑛(𝑥𝑛)

}︁
Ψ0

)︁

= (2𝜋)4𝛿4(𝑞𝑟+1 + · · ·+ 𝑞𝑛 + 𝑝)𝑀p,𝜎|0(𝑞𝑟+2 · · · 𝑞𝑛) (10.2.5)

(其中𝑝0 ≡
√︀

p2 +𝑚2), 而求和是对质量为𝑚的粒子的所有自旋(或其它)态求和.



10.2 定极学 · 313 ·

k
· · ·

1
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r − 1
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n

· · ·

r + 2

r + 1

图 10.2 极点结构为(10.2.6)的Feynman图. 这里携带动量𝑘的项代表基本粒子, 它的场出现在拉格朗日量

中.

· · ·

1

2

r − 1
r

n

· · ·

r + 2

r + 1

图 10.3 一类Feynman图中的一个, 这类Feynman图之和有极点结构(10.2.6), 这里的极点是源于复合粒子,

即两个基本粒子的束缚态. 直线表示基本粒子, 其通过交换波浪线所代表的粒子进行相互作用.

在进行证明之前, 如果我们将(10.2.3)写成稍微冗长的形式

𝐺(𝑞1 · · · 𝑞𝑛) →
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑4𝑘

×
[︂
(2𝜋)4𝛿4(𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 − 𝑘)(2𝜋)3/2

(︁
2
√︀
k2 +𝑚2

)︁1/2
𝑀0|k,𝜎(𝑞2 · · · 𝑞𝑟)

]︂

×
[︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑘2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂

×
[︃
(2𝜋)4𝛿4(𝑘 + 𝑞𝑟+1 + · · ·+ 𝑞𝑛)(2𝜋)

3/2

×
(︁
2
√︀

k2 +𝑚2
)︁1/2

𝑀p,𝜎|0(𝑞𝑟+2 · · · 𝑞𝑛)
]︃
, (10.2.6)

这将对我们阐明它的意义有帮助.质量为𝑚的粒子内线连接前𝑟个外线和后𝑛−𝑟个外线的Feynman

图所预期的正是这种形式.** 然而, 质量为𝑚的粒子不必须对应该理论拉格朗日量中的场. 即使这

*回忆, 在没有随时间变化的外场时, 在“入”单粒子态和“出”单粒子态之间没有区别, 使得Ψ +
p,𝜎 = Ψ −

p,𝜎 = Ψp,𝜎.

**参看图10.2. 因子(2𝜋)3/2
[︁
2
√
k2 +𝑚2

]︁1/2
恰好用于移除𝑀0|k,𝜎和𝑀k,𝜎|0中质量为𝑚的外线所附带的运动学因子.

另外, 对这两个矩阵元中系数函数因子乘积的𝜎求和产生了图10.2中内线所附带的传播子的分子.
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个粒子是作为拉格朗日量中的场出现的所谓基本粒子的束缚态, 方程(10.2.3)和(10.2.6)也是适用

的. 在这一情况下, 极点不是从类似于图10.2的单个Feynman图中产生, 而是从图的无限求和中产

生, 图10.3中所展示的就是其中一个. 这是首次本章的方法带领我们超出了作为微扰论每一阶性质

所导出的结果.

现在开始证明. 在方程(10.2.1)的时间𝑥01 · · ·𝑥0𝑛的𝑛!种可能排序中, 对于前𝑟个𝑥0𝑖均大于后𝑛 −
𝑟个𝑥0𝑖 , 共有𝑛!/𝑟!(𝑛− 𝑟)!种可能的排序方式. 将方程(10.2.1)中这部分积分的贡献孤立出来, 我们有

𝐺(𝑞1 · · · 𝑞𝑛) =
∫︁
𝑑4𝑥1 · · · 𝑑4𝑥𝑛 𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑛·𝑥𝑛

× 𝜃
(︁
min[𝑥01 · · ·𝑥0𝑟 ]−max[𝑥0𝑟+1 · · ·𝑥0𝑛]

)︁

×
(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(𝑥1) · · ·𝐴𝑟(𝑥𝑟)

}︁
𝑇
{︁
𝐴𝑟+1(𝑥𝑟+1) · · ·𝐴𝑛(𝑥𝑛)

}︁
Ψ0

)︁

+OT , (10.2.7)

其中“OT”代表源于不同时间排序的其它项(other term). 通过在编时乘积之间插入中间态完全集

我们可以计算这里的矩阵元. 在这些中间态中, 有些有可能是种类明确质量为𝑚的单粒子态Ψp,𝜎.

进一步孤立出这些单粒子中间态的贡献, 我们有

𝐺(𝑞1 · · · 𝑞𝑛) =
∫︁
𝑑4𝑥1 · · · 𝑑4𝑥𝑛 𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑛·𝑥𝑛

𝜃
(︁
min[𝑥01 · · ·𝑥0𝑟 ]−max[𝑥0𝑟+1 · · ·𝑥0𝑛]

)︁∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝

(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(𝑥1) · · ·𝐴𝑟(𝑥𝑟)

}︁
Ψp,𝜎

)︁ (︁
Ψp,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴𝑟+1(𝑥𝑟+1) · · ·𝐴𝑛(𝑥𝑛)

}︁
Ψ0

)︁

+OT , (10.2.8)

其中“OT”现在所代表的其它项, 不仅源于其它时间排序, 还源于其它的中间态. 偏移积分变量将

是方便的, 使得

𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑦𝑖, 𝑖 = 2, 3, · · · 𝑟 ,

𝑥𝑖 = 𝑥𝑟+1 + 𝑦𝑖, 𝑖 = 𝑟 + 2, · · ·𝑛 ,

并利用上一节的结果写出
(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(𝑥1) · · ·𝐴𝑟(𝑥𝑟)

}︁
Ψp,𝜎

)︁

= 𝑒𝑖𝑝·𝑥1
(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(0)𝐴2(𝑦2) · · ·𝐴𝑟(𝑦𝑟)

}︁
Ψp,𝜎

)︁
, (10.2.9)

(︁
Ψp,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴𝑟+1(𝑥𝑟+1) · · ·𝐴𝑛(𝑥𝑛)

}︁
Ψ0

)︁

= 𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑟+1

(︁
Ψp,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴𝑟+1(0) · · ·𝐴𝑛(𝑦𝑛)

}︁
Ψ0

)︁
. (10.2.10)

另外, 𝜃-函数的变量变成

min[𝑥01 · · ·𝑥0𝑟 ]−max[𝑥0𝑟+1 · · ·𝑥0𝑛]
= 𝑥01 − 𝑥0𝑟+1 +min[0 𝑦02 · · · 𝑦0𝑟 ]−max[0 𝑦0𝑟+1 · · · 𝑦0𝑛] .
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我们又代入阶跃函数的Fourier表示(6.2.15)

𝜃(𝜏) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝜏

𝜔 + 𝑖𝜖
.

对𝑥1和𝑥𝑟+1的积分恰好产生𝛿-函数

𝐺(𝑞1 · · · 𝑞𝑛) =
∫︁
𝑑4𝑦2 · · · 𝑑4𝑦𝑟 𝑑4𝑦𝑟+2 · · · 𝑑4𝑦𝑛

× 𝑒−𝑖𝑞2·𝑦2 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑟·𝑦𝑟𝑒−𝑖𝑞𝑟+2·𝑦𝑟+2 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑛·𝑦𝑛

×− 1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝜔

𝜔 + 𝑖𝜖
exp

(︁
−𝑖𝜔

[︁
min[0 𝑦02 · · · 𝑦0𝑟 ]−max[0 𝑦0𝑟+1 · · · 𝑦0𝑛]

]︁)︁

×
∑︁

𝜎

∫︁
𝑑3𝑝

(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(0) · · ·𝐴𝑟(𝑦𝑟)

}︁
Ψp,𝜎

)︁

×
(︁
Ψp,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴𝑟+1(0) · · ·𝐴𝑛(𝑦𝑛)

}︁
Ψ0

)︁

× (2𝜋)4𝛿3(p− q1 − · · · − q𝑟) 𝛿(
√︀

p2 +𝑚2 + 𝜔 − 𝑞01 − · · · − 𝑞0𝑟 )

× (2𝜋)4𝛿3(q𝑟+1 + · · ·+ q𝑛 + p) 𝛿
(︁
𝑞0𝑟+1 + · · ·+ 𝑞0𝑛 +

√︀
p2 +𝑚2 + 𝜔

)︁

+OT . (10.2.11)

我们在这里仅对那些由于分母𝜔 + 𝑖𝜖为零所产生的极点感兴趣, 所以对于我们现在的目的, 我们可

以令因子exp(−𝑖𝜔[min−max])等于1. 对p和𝜔的积分现在是平庸的, 并产生极点

𝐺(𝑞1 · · · 𝑞𝑛) → 𝑖(2𝜋)7 𝛿4(𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛)
[︁
𝑞0 −

√︀
q2 +𝑚2 + 𝑖𝜖

]︁−1

×
∑︁

𝜎

𝑀0|q,𝜎(𝑞2 · · · 𝑞𝑟)𝑀q,𝜎|0(𝑞𝑟+2 · · · 𝑞𝑛) + · · · (10.2.12)

其中现在有

𝑞 ≡ 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 = −𝑞𝑟+1 − · · · − 𝑞𝑛 ,

𝑀0|q,𝜎(𝑞2 · · · 𝑞𝑟) ≡
∫︁
𝑑4𝑦2 · · · 𝑑4𝑦𝑟 𝑒−𝑖𝑞2·𝑦2 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑟·𝑦𝑟

×
(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐴1(0)𝐴2(𝑦2) · · ·𝐴𝑟(𝑦𝑟)

}︁
Ψq,𝜎

)︁
, (10.2.13)

𝑀q,𝜎|0(𝑞𝑟+2 · · · 𝑞𝑛) ≡
∫︁
𝑑4𝑦𝑟+2 · · · 𝑑4𝑦𝑛 𝑒−𝑖𝑞𝑟+2·𝑦𝑟+2 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑛·𝑦𝑛

×
(︁
Ψ𝑞,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴𝑟+1(0)𝐴𝑟+2(𝑦𝑟+2) · · ·𝐴𝑛(𝑦𝑛)

}︁
Ψ0

)︁
, (10.2.14)

并且, 方程(10.2.12)中最后的“· · · ”代表那些不体现这一特殊极点的项. (源于其它单粒子态

的“其它项”产生了𝑞中不同位置上的极点, 而那些源于多粒子态的“其它项”产生了𝑞中的分支

点, 而那些源于其它编时乘积的“其它项”产生了其它变量中的极点与分支切割.) 利用方

程(10.2.9)和(10.2.10), 很容易看到这些𝑀与方程(10.2.4)和(10.2.5)所定义的𝑀是相同的. 另外,

在极点附近, 我们可以写成

1

𝑞0 −
√︀

q2 +𝑚2 + 𝑖𝜖
=

−𝑞0 −
√︀
q2 +𝑚2 + 𝑖𝜖

−(𝑞0)2 + (
√︀

q2 +𝑚2 + 𝑖𝜖)2
→ −2

√︀
q2 +𝑚2

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
.
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(我们再次通过正因子2
√︀

q2 +𝑚2重定义了𝜖, 由于𝜖代表任意正的无限小, 这是允许的.) 因此方

程(10.2.12)与所需的结果(10.2.3)是相同的.

这一结果在核力理论中有一经典应用. 令Φ𝑎(𝑥)是任意的实场或者场的组合(例如, 正比于夸

克-反夸克双线性对𝑞𝛾5𝜏𝑎𝑞), 其在同位旋为𝑎的单𝜋子态与真空之间的矩阵元不为零, 归一化使得

⟨VAC|Φ𝑎(0)|𝜋𝑏, 𝑝⟩ = (2𝜋)−3/2(2𝑝0)−1/2𝛿𝑎𝑏 . (10.2.15)

那么Φ𝑎在4-动量分别为𝑝, 𝑝′的单核子态之间的矩阵元, 在同位旋不变性与Lorentz不变性(包含空间

反演不变性)所要求的(𝑝− 𝑝′)2 → −𝑚2
𝜋处有一极点, 这样矩阵元必须采取形式†

⟨𝑁 ′, 𝜎′,p′|Φ𝑎(0)|𝑁, 𝜎,p⟩ → 𝑖(2𝜋)−3𝐺𝜋 ×

(︁
�̄�′ 𝛾5𝜏𝑎 𝑢

)︁

(𝑝− 𝑝′)2 +𝑚2
𝜋

, (10.2.16)

其中𝑢和𝑢′是初态和末态的旋量系数函数, 包括同位旋空间中的核子波函数, 并且𝑎 = 1, 2, 3的𝜏𝑎是

2 × 2Pauli同位旋矩阵. 常数𝐺𝜋被称为𝜋子-核子耦合系数. 这一极点实际不在矩阵元(10.2.6)物理

区域, 即(𝑝− 𝑝′)2 ≥ 0, 但可以通过该矩阵元的解析扩张到达它, 例如, 通过考察非质量壳矩阵元
∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑒𝑖𝑝

′·𝑥′⟨𝑇{Φ𝑎(0) �̄�(𝑥)𝑁 ′(𝑥′)}⟩VAC ,

其中𝑁和𝑁 ′是场算符或场算符乘积的合适分量, 并且这些场算符或者场算符乘积在单核子态与

真空态之间的矩阵元不为零. 那么本节前面所证明的定理显示了在两个核子的散射中, 其中初

态4-动量为𝑝1, 𝑝2且末态4-动量为𝑝′1和𝑝
′
2, 交换一个𝜋介子在(𝑝1 − 𝑝′1)

2 = (𝑝2 − 𝑝′2)
2 → −𝑚2

𝜋处产生

一个极点:

𝑆𝑁 ′
1𝑁

′
2,𝑁1𝑁2

→ −𝑖(2𝜋)4𝛿4(𝑝′1 + 𝑝′2 − 𝑝1 − 𝑝2)
𝐺2
𝜋

(𝑝− 𝑝′)2 +𝑚2
𝜋

× (2𝜋)−3
(︁
�̄�′1 𝛾5𝜏𝑎 𝑢1

)︁
× (2𝜋)−3

(︁
�̄�′2 𝛾5𝜏𝑎 𝑢2

)︁
(10.2.17)

(在这种公式中, 得到右边的相位以及数值因子的最简单方式是利用Feynman图; 我们的定理仅陈

述了极点结构与拉格朗日量包含基本𝜋介子的场论中会发现的极点结构相同.) 又一次, 这个𝜋介子

极点实际上不是在质量壳上的核子散射的物理区域中, 而是(𝑝1 − 𝑝′1)
2 ≥ 0, 但它可以通过𝑆-矩阵

元的解析扩张达到, 例如, 通过考察非质量壳矩阵元
∫︁
𝑑4𝑥1 𝑑

4𝑥2 𝑑
4𝑥′1 𝑑

4𝑥′2 𝑒
−𝑖𝑝1·𝑥1𝑒−𝑖𝑝2·𝑥2𝑒𝑖𝑝

′
1·𝑥′1𝑒𝑖𝑝

′
2·𝑥′2

× ⟨𝑇{�̄�1(𝑥1), �̄�2(𝑥2), 𝑁
′
1(𝑥

′
1), 𝑁

′
2(𝑥

′
2)}⟩VAC .

尽管这一极点不在核子-核子散射的物理区域中, 𝜋介子质量足够小使得极点相当接近物理区域,

并且在某些环境下可能主导散射振幅, 例如分波展开中的大ℓ.

在坐标空间解释的话就是, 类似这种处在(𝑝1 − 𝑝′1)
2 = (𝑝2 − 𝑝′2)

2 → −𝑚2
𝜋的极点暗示了范围

为1/𝑚𝜋的力. 例如, 在Yukawa原始的核力理论2中, 介子的交换(那么就假定标量而非赝标量)产生

†Lorentz不变性与同位旋不变性要求这个矩阵采取形式(�̄�′ Γ 𝜏𝑎 𝑢), 其中Γ是使双线性积(𝜓′ Γ𝜓)按照赝标量变换

的4× 4矩阵. 像任何4× 4矩阵一样, Γ可以表示为正比于Dirac矩阵1, 𝛾𝜇, [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ], 𝛾5𝛾𝜇和𝛾5的项的和. 系数必须分别是

赝标量, 赝矢量, 赝张量, 矢量以及标量. 用两个动量𝑝和𝑝′是不能构建出赝标量或赝矢量的; 仅能构建出一个赝张量, 正

比于𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎𝑝𝜌𝑝
′
𝜎; 两个独立的矢量, 正比于𝑝𝜇或𝑝

′
𝜇; 以及一个正比于1的标量, 在每种情况下, 比例因子依赖唯一的独立标

量变量(𝑝− 𝑝′)2. 通过使用𝑢和𝑢′的动量空间Dirac方程, 很容易看到Γ中的张量以及赝矢量矩阵给出正比于𝛾5的贡献.
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了形式为exp(−𝑚𝜋𝑟)/4𝜋𝑟的定域势, 其在一阶Born近似中产生非相对论核子散射的𝑆-矩阵元, 其

正比于Fourier变换:

∫︁
𝑑3𝑥1 𝑑

3𝑥2 𝑑
3𝑥′1 𝑑

3𝑥′2 𝑒
−𝑖x1·p1𝑒−𝑖x2·p2𝑒𝑖x

′
1·p′

1𝑒𝑖x
′
2·p′

2

×
exp

(︁
−𝑚𝜋|x1 − x2|

)︁

4𝜋|x1 − x2|
𝛿3(x1 − x′

1)𝛿
3(x2 − x′

2)

= −(2𝜋)3𝛿3(p1 + p2 − p′
1 − p′

2)
1

(p1 − p′
1)

2 +𝑚2
𝜋

.

因子1/[(p1−p′
1)

2+𝑚2
𝜋]正是(10.2.17)中传播子1/[(𝑝1−𝑝′1)2+𝑚2

𝜋]的非相对论极限. (在(10.2.17)中,

|p1| ≪ 𝑚𝑁且|p′
1| ≪ 𝑚𝑁的能量传递𝑝

0
1 − 𝑝′01等于[p2

1 − p′2
1 ]/2𝑚𝑁 , 其与动量传递的大小|p1 − p′

1|相
比可以被忽略.) 当Yukawa理论第一次被提出时, 普遍认为这种动量相关性源于在理论中出现了介

子场. 直到20世纪50年代才广泛理解了, 在(𝑝1 − 𝑝′1)
2 → −𝑚2

𝜋处存在的极点源于𝜋介子粒子的存

在, 并且这与它是否是一个基本粒子, 即它本身的场是否出现在拉格朗日中无关.

10.3 场重整化和质量重整化

我们现在将使用上一节结果的一个特殊情况以阐明一般过程的内线和外线中辐射修正的处

理.

我们在这里所考虑的特殊情况是单个外线的4-动量趋近质量壳. (以上一节的记法, 这对应与

取𝑟 = 1.) 我们将考察函数

𝐺ℓ(𝑞1𝑞2 · · · ) =
∫︁
𝑑4𝑥1 𝑑

4𝑥2 · · · 𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1𝑒−𝑖𝑞2·𝑥2 · · ·

×
(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
Oℓ(𝑥1), 𝐴2(𝑥2), · · ·

}︁
Ψ0

)︁
, (10.3.1)

其中Oℓ(𝑥)是Heisenberg-绘景算符, 其有某类自由场𝜓ℓ的Lorentz变换性质, 𝜓ℓ属于齐次Lorentz群

(或是, 对于宇称守恒理论, 包含空间反演的Lorentz群)的一个有下标ℓ标记的不可约表示,

而𝐴2, 𝐴3等是任意的Heisenberg-绘景算符. 假定存在单粒子态Ψq1,𝜎, 其与态O†
ℓΨ0以及𝐴2𝐴3 · · ·Ψ0

的矩阵元不为零. 那么根据上一节所证明的定理, 𝐺ℓ在𝑞
2
1 = −𝑚2处有一极点, 并有

𝐺ℓ(𝑞1𝑞2 · · · ) →
−2𝑖

√︀
q2
1 +𝑚2

𝑞21 +𝑚2 − 𝑖𝜖
(2𝜋)3

∑︁

𝜎

(︁
Ψ0,Oℓ(0)Ψq1,𝜎

)︁

×
∫︁
𝑑4𝑥2 · · · 𝑒−𝑖𝑞2·𝑥2 · · ·

(︁
Ψq1,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴2(𝑥2) · · ·

}︁
Ψ0

)︁
, (10.3.2)

我们用Lorentz不变性写成

(︁
Ψ0,Oℓ(0)Ψq1,𝜎

)︁
= (2𝜋)−3/2𝑁 𝑢ℓ(q1, 𝜎) , (10.3.3)

其中𝑢ℓ(q1, 𝜎)是(除因子(2𝜋)−3/2以外)出现在自由场𝜓ℓ中的系数函数
*, 有着与Oℓ相同的Lorentz变

换性质, 而𝑁是常数. (为了得到带有单个自由常数𝑁的方程(10.3.3), 我们必须假定Oℓ不可约地变

*例如, 对于常见的归一化自由标量场, 𝑢ℓ(q1, 𝜎) = [2
√︀

q2
1 +𝑚2]−1/2.
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换.) 我们又定义了“截断”矩阵元𝑀ℓ为

∫︁
𝑑4𝑥2 · · · 𝑒−𝑖𝑞2·𝑥2 · · ·

(︁
Ψq1,𝜎, 𝑇

{︁
𝐴2(𝑥2) · · ·

}︁
Ψ0

)︁

≡ 𝑁−1(2𝜋)−3/2
∑︁

ℓ

𝑢*ℓ (q1, 𝜎)𝑀ℓ(𝑞2 · · · ) . (10.3.4)

那么, 对于𝑞21 → −𝑚2, 方程(10.3.2)变成

𝐺ℓ →
−2𝑖

√︀
q2
1 +𝑚2

𝑞21 +𝑚2 − 𝑖𝜖

∑︁

𝜎,ℓ′

𝑢ℓ(q1, 𝜎)𝑢
*
ℓ′(q1, 𝜎)𝑀ℓ′ . (10.3.5)

根据方程(6.2.2)与(6.2.18), (10.3.5)中乘以𝑀ℓ的量是自由场的动量空间矩阵传播子−𝑖Δℓℓ′(𝑞1)(或

者至少是它在𝑞2 → −𝑚2
1时的极限行为), 其中的自由场有着Oℓ的Lorentz变换性质, 所以(10.3.5)允

许我们将𝑀ℓ等同为外线携带动量𝑞1, 𝑞2 · · ·的Feynman图的和, 其中动量对应于算符Oℓ, 𝐴2, · · · , 但
对应Oℓ的末态传播子被去掉了. 那么方程(10.3.4)正是描述如何从Feynman图的和中计算发射一

个粒子的矩阵元: 去掉粒子传播子, 并与通常的外线因子(2𝜋)−3/2𝑢*ℓ收缩. 与通常Feynman规则的

唯一矛盾是因子𝑁 .

之上的定理是Lehmann(莱曼), Symanzik(塞曼则克)以及Zimmerman(齐默尔曼)3所导出的著

名结果, 被称为约化公式, 我们在这里用一种稍微不同的方法证明了它, 这种方法允许我们轻松地

将这一结果推广至任意自旋. 这一结果的一个重要性质是它适用于任何种类的算符; Oℓ不需要是

真实出现在拉格朗日量中的某些场, 并且它所创造的粒子可能是那些场真实存在在拉格朗日量中

的粒子的束缚态. 即使Oℓ是拉格朗日量中的某个场Ψℓ, 它也提供了重要的一课: 如果我们打算用

通常的Feynman规则计算𝑆-矩阵元, 那么我们应该首先通过因子1/𝑁重定义场的归一化, 使得(为

符号Ψ的多次使用表示歉意):

(︁
Ψ0,Ψℓ(0)Ψq,𝜎

)︁
= (2𝜋)−3/2𝑢ℓ(q, 𝜎) (10.3.6)

像在方程(10.3.6)中那样被归一化的场, 被称为重整化场.

场重整化常数𝑁出现在另一地方. 假定方程(10.3.1)中仅存在算符𝐴2, 𝐴3, · · ·中的一个, 并且将

其取为与Oℓ同一多重态中一成员的伴. 那么方程(10.3.2)变成

∫︁
𝑑4𝑥1

∫︁
𝑑4𝑥2 𝑒

−𝑖𝑞1·𝑥1 𝑒−𝑖𝑞2·𝑥2
(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
Oℓ(𝑥1)O

†
ℓ′(𝑥2)

}︁
Ψ0

)︁

𝑞21→−𝑚2

−→ −2𝑖
√︀

q2
1 +𝑚2(2𝜋)3

𝑞21 +𝑚2 − 𝑖𝜖

∑︁

𝜎

(︁
Ψ0,Oℓ(0)Ψq1,𝜎

)︁

×
∫︁
𝑑4𝑥2 𝑒

−𝑖𝑞2·𝑥2𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1
(︁
Ψq1,𝜎,O

†
ℓ′(0)Ψ0

)︁

=
−2𝑖|𝑁 |2

√︀
q2
1 +𝑚2

𝑞21 +𝑚2 − 𝑖𝜖

∑︁

𝜎

𝑢ℓ(q1, 𝜎)𝑢
*
ℓ′(q1, 𝜎) (2𝜋)

4 𝛿4(𝑞1 + 𝑞2) .

除却因子|𝑁 |2, 这正是传播子(有两条外线的所有图之和)在它极点附近的行为. 根据方程(10.3.6),

这一因子在重整化场Ψℓ的传播子中消失了. 因此重整化场就是传播子在极点附近的行为与自由场

相同的场, 而重整化质量由极点的位置定义.
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(a)

(b)

图 10.4 (a)图是单粒子不可约的, 而(b)图不是. 这些图是针对有某类四线性相互作用的理论而画出的, 例

如有正比于𝜑4的相互作用的标量场𝜑的理论

为了看到这在实际中是如何运作的, 考察自作用的实标量场理论ΦB, 这里所增加的下标B是

提醒我们现在这是一个“裸(bare)”(即,非重整化)场. 拉格朗日量密度像往常一样取为

L = −1
2𝜕𝜇ΦB𝜕

𝜇ΦB − 1
2𝑚

2
BΦ

2
B − 𝑉B(ΦB) . (10.3.7)

一般而言, 没有什么原因可以预期场ΦB会满足条件(10.3.6), 也无法预期𝑞2中的极点会处在−𝑚2
B,

所以我们引入重整化场和重整化质量

Φ ≡ 𝑍−1/2ΦB , (10.3.8)

𝑚2 ≡ 𝑚2
B + 𝛿𝑚2 , (10.3.9)

其中选择𝑍使得Φ满足方程(10.3.6), 选择𝛿𝑚2使得传播子的极点在𝑞2 = −𝑚2处. (在这一背景下

符号𝑍的使用已经成了一种约定, 对于拉格朗日量中的每一场有不同的𝑍.) 那么拉格朗日量密

度(10.3.7)可以重写成

L = L0 + L1 , (10.3.10)

L0 = −1
2𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ− 1
2𝑚

2Φ , (10.3.11)

L1 = −1
2(𝑍 − 1)[𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ+𝑚2Φ2] + 1
2𝑍 𝛿𝑚

2Φ2 − 𝑉 (Φ) , (10.3.12)

其中

𝑉 (Φ) ≡ 𝑉B(
√
𝑍Φ) .

在计算对重整化标量场的动量空间全传播子, 一般称为Δ′(𝑞), 的修正中, 分别考察单粒子

不可约图是方便的: 即那些无法通过切断任何一条内标量线而变成非连图的连接图(排除了

由单个标量线构成的图). 图10.4中展示了一个例子. 习惯上, 在省略掉两个外线传播子因

子−𝑖(2𝜋)−4(𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖)−1后, 将所有这种图的和写为𝑖(2𝜋)4Π*(𝑞2), 其中星号是提醒我们它们是

单粒子不可约图. 那么对全传播子的修正由一个求和给出, 其中求和的每一项是由一个, 两个或多
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个单粒子不可约子图所构成的链, 而链是由这些子图通过通常的非修正传播子连接构成的:

−𝑖
(2𝜋)4

Δ′(𝑞) =
−𝑖

(2𝜋)4
1

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

+

[︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂ [︁
𝑖(2𝜋)4Π*(𝑞2)

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂

+

[︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂ [︁
𝑖(2𝜋)4Π*(𝑞2)

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂

×
[︁
𝑖(2𝜋)4Π*(𝑞2)

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂
+ · · · (10.3.13)

或者更精简些

Δ′(𝑞) = [𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1 + [𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1Π*(𝑞2)[𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1

+ [𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1Π*(𝑞2)[𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1Π*(𝑞2)[𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1 + · · · . (10.3.14)

对该几何级数求和, 这给出

Δ′(𝑞) =
[︁
𝑞2 +𝑚2 −Π*(𝑞2)− 𝑖𝜖

]︁−1
. (10.3.15)

在Π*的计算中, 我们会遇到由于插入单个顶点所引起的树图, 其对应于方程中(10.3.12)中正比

于𝜕𝜇Φ𝜕
𝜇Φ和Φ2的项, 加上圈图, 即类似于图10.4a中的图, 所产生的项Π*

LOOP:

Π*(𝑞2) = −(𝑍 − 1)[𝑞2 +𝑚2] + 𝑍 𝛿𝑚2 +Π*
LOOP(𝑞

2) . (10.3.16)

𝑚2是粒子真实质量的这个条件是说传播子的极点应该在𝑞2 = −𝑚2处, 使得

Π*(−𝑚2) = 0 . (10.3.17)

另外, 传播子在𝑞2 = −𝑚2处的极点应该有留数1(就像非修正传播子), 这个条件是

[︂
𝑑

𝑑𝑞2
Π*(𝑞2)

]︂

𝑞2=−𝑚2

= 0 . (10.3.18)

这些条件允许我们计算𝑍和𝛿𝑚2:

𝑍 𝛿𝑚2 = −Π*
LOOP(−𝑚2) , (10.3.19)

𝑍 = 1 +

[︂
𝑑

𝑑𝑞2
Π*

LOOP(𝑞
2)

]︂

𝑞2=−𝑚2

. (10.3.20)

这顺带表明了𝑍𝛿𝑚2与𝑍 − 1由一系列包含一个或多个耦合常数因子的项给出, 证明了方

程(10.3.12)中前两项的处理是作为相互作用L1的一部分.

在实际计算中, 最简单的就是说我们必须从圈图项Π*
LOOP(𝑞

2)中扣除𝑞2的一阶多项式, 并选择

系数使得差满足方程(10.3.17)和(10.3.18). 正如我们将看到的, 这个扣除步骤顺带抵消了Π*
LOOP中

动量空间积分所产生的无限大. 然而, 随着讨论深入而逐渐清晰的是, 质量和场的重整化与无限大

的出现没有直接关系, 并且, 即使在一个所有动量空间积分都收敛的理论中也是必要的.
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条件(10.3.17)和(10.3.18)的一个重要结果是, 在质量壳上的外线中, 引入辐射修正是不必要

的. 即,
[︁
Π*(𝑞2)[𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1 +Π*(𝑞2)[𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1Π*(𝑞2)[𝑞2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]−1

+ · · ·
]︁
𝑞2→−𝑚2

= 0 . (10.3.21)

类似的讨论适用于任意自旋的粒子. 例如, 对于“裸”Dirac场, 拉格朗日量是

L = −Ψ̄B[/𝜕 +𝑚B]ΨB − 𝑉B(Ψ̄BΨB) . (10.3.22)

我们引入重整化场和重整化质量

Ψ ≡ 𝑍
−1/2
2 ΨB , (10.3.23)

𝑚 = 𝑚B + 𝛿𝑚 . (10.3.24)

(𝑍2上的下标2一般用来标明费米场的重整化常数.) 那么拉格朗日量密度重写成

L = L0 + L1 , (10.3.25)

L0 = −Ψ̄[/𝜕 +𝑚]Ψ , (10.3.26)

L1 = −(𝑍2 − 1)[Ψ̄[/𝜕 +𝑚]Ψ] + 𝑍2𝛿𝑚Ψ̄Ψ− 𝑉B(𝑍2Ψ̄Ψ) . (10.3.27)

令𝑖(2𝜋)4Σ*(/𝑘)是所有这样连接图的和: 其中一个费米线携带4-动量𝑘进入, 而另一条费米线

携带相同的动量离开, 不能通过剪断任何一条内费米线变成非连图, 并且外线传播子因

子−𝑖(2𝜋)−4和[𝑖/𝑘 + 𝑚 − 𝑖𝜖]−1被省略了. (Lorentz不变性被用来验证将Σ*写成Lorentz标量矩

阵/𝑘 ≡ 𝑘𝜇𝛾
𝜇的普通函数的合理性.) 那么全费米子传播子是

𝑆′(𝑘) = [𝑖/𝑘 +𝑚− 𝑖𝜖]−1 + [𝑖/𝑘 +𝑚− 𝑖𝜖]−1Σ*(/𝑘)[𝑖/𝑘 +𝑚− 𝑖𝜖]−1

+ [𝑖/𝑘 +𝑚− 𝑖𝜖]−1Σ*(/𝑘)[𝑖/𝑘 +𝑚− 𝑖𝜖]−1Σ*(/𝑘)[𝑖/𝑘 +𝑚− 𝑖𝜖]−1 + · · ·
= [𝑖/𝑘 +𝑚− Σ*(/𝑘)− 𝑖𝜖]−1 . (10.3.28)

在计算Σ*(/𝑘)时, 我们考虑树图以及圈贡献, 其中树图来自于方程(10.3.27)中正比于Ψ̄/𝜕Ψ和Ψ̄Ψ的

项:

Σ*(/𝑘) = −(𝑍2 − 1)[𝑖/𝑘 +𝑚] + 𝑍2𝛿𝑚+Σ*
LOOP(/𝑘) . (10.3.29)

那么全传播子在𝑘2 = −𝑚2处有一极点以及与非修正传播子留数相同的条件是

Σ*(𝑖𝑚) = 0 , (10.3.30)

𝜕Σ*(/𝑘)

𝜕/𝑘

⃒⃒
⃒⃒
/𝑘=𝑖𝑚

= 0 , (10.3.31)

以及随之的

𝑍2𝛿𝑚 = −Σ*
LOOP(𝑖𝑚) , (10.3.32)

𝑍2 = 1− 𝑖
𝜕Σ*

LOOP(𝑖𝑚)

𝜕/𝑘

⃒⃒
⃒⃒
/𝑘=𝑖𝑚

. (10.3.33)

正如标量, [𝑖/𝑘+𝑚]−1Σ*(/𝑘)在极限/𝑘 → 𝑖𝑚下为零告诉我们, 在外费米线中辐射修正可以被忽略. 光

子传播子的相对应结果将在10.5节进行推导.
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10.4 重整化荷与Ward等式

使用Heisenberg-绘景算符的对易关系和守恒关系使得我们可以找到拉格朗日量密度中的

荷(或者其它类似的物理量)与物理态性质之间的联系. 回忆, 拉格朗日量密度相对整体规范变

换Ψℓ → exp(𝑖𝑞ℓ𝛼)(其中𝛼为任意的常数相位)的不变性暗示了流的存在

𝐽𝜇 = −𝑖
∑︁

ℓ

𝜕L

𝜕(𝜕𝜇Ψℓ)
𝑞ℓΨℓ , (10.4.1)

其满足对于守恒条件

𝜕𝜇𝐽
𝜇 = 0 . (10.4.2)

这暗示了𝐽𝜇时间分量的空间积分是与时间独立的:

𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝑄 = [𝑄,𝐻] = 0 , (10.4.3)

其中

𝑄 ≡
∫︁
𝑑3𝑥 𝐽0 . (10.4.4)

(这里可能存在一个非常重要的例外, 即如果由于系统中无质量标量而存在长程力, 积分(10.4.4)可

能不存在. 我们在卷II考察破缺对称性时会回到这点.) 另外, 既然它是空间积分, 𝑄显然是平移不

变的

[P, 𝑄] = 0 (10.4.5)

并且, 由于𝐽𝜇是4-矢, 𝑄相对于齐次Lorentz变换是不变的

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑄] = 0 . (10.4.6)

由此得出𝑄作用在真空Ψ0上必须是另一能量为零且动量为零的Lorentz不变态, 因而(假定没有真

空简并)必须正比于Ψ0本身. 但比例常数必须为零, 这是因为Lorentz不变性要求(Ψ0, 𝐽𝜇Ψ0)为零,

因此

𝑄Ψ0 = 0 . (10.4.7)

另外, 𝑄作用在任意单粒子态Ψp,𝜎,𝑛上必须是另一能量相同, 动量相同且Lorentz变换性质相同的

态, 因此(假定没有单粒子态简并)必须正比于同一单粒子态

𝑄Ψp,𝜎,𝑛 = 𝑞(𝑛)Ψp,𝜎,𝑛 . (10.4.8)

𝑄的Lorentz不变性确保了本征值𝑞(𝑛)是独立于p和𝜎, 而仅依赖于粒子的种类. 这一本征值正是所

谓单粒子态的电荷(或是其它任何𝐽𝜇可为流的量子数). 为了将其与拉格朗日量中的𝑞ℓ参量关联起

来, 我们注意到正则对易关系给出

[︁
𝐽0(x, 𝑡),Ψℓ(y, 𝑡)

]︁
= −𝑞ℓΨℓ(y, 𝑡)𝛿

3(x− y) , (10.4.9)

或者对x积分: [︁
𝑄,Ψℓ(𝑦)

]︁
= −𝑞ℓΨℓ(𝑦) . (10.4.10)
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对于场, 场导数以及它们的伴的任意定域函数𝐹 (𝑦), 其中𝐹 (𝑦)所包含的场, 场导数以及它们的伴的

数目是确定的, 这同样是正确的: [︁
𝑄,𝐹 (𝑦)

]︁
= −𝑞𝐹𝐹 (𝑦) , (10.4.11)

其中𝑞𝐹是, 𝐹 (𝑦)中所有场和场导数的𝑞ℓ之和减去所有场伴以及场伴导数的𝑞ℓ之和. 在单粒子态和真

空之间去该方程的矩阵元, 并利用方程(10.4.7)和(10.4.8), 我们有

(︁
Ψ0, 𝐹 (𝑦)Ψq,𝜎,𝑛

)︁
(𝑞𝐹 − 𝑞(𝑛)) = 0 . (10.4.12)

因此我们必须有

𝑞(𝑛) = 𝑞𝐹 (10.4.13)

只要 (︁
Ψ0, 𝐹 (𝑦)Ψp,𝜎,𝑛

)︁
̸= 0 . (10.4.14)

正如我们在上一节所看的, 方程(10.4.14)是确保包含𝐹的动量空间Green函数含有对应单粒子

态Ψp,𝜎,𝑛的极点的条件. 对于与拉格朗日量中一个场相对应的单粒子态, 我们可以取𝐹 = Ψℓ, 在这

一情况下𝑞𝐹 = 𝑞ℓ, 但是我们这里的结果适用于普遍的单粒子态, 与它们的场是否出现在拉格朗日

量中无关.

这几乎, 但不相当于, 告诉我们, 虽有全部可能的通过带荷粒子影响光子的发射与吸收的高阶

图, 但物理电荷就等于出现在拉格朗日量中的参量𝑞ℓ(或是这类参量的和, 类似𝑞𝐹 .) 这里所必须增

加的条件是, 拉格朗日量在变换Ψℓ → exp(𝑖𝑞ℓ𝛼)Ψℓ下不变的要求, 与固定𝑞ℓ的整体量级无关. 物理

电荷是那些决定物质场对一给定重整化电磁场𝐴𝜇如何响应的量. 即, 要求重整化电磁场以线性组

合[𝜕𝜇 − 𝑖𝑞ℓ𝐴𝜇]Ψℓ出现在物质拉格朗日量L𝑀中固定了𝑞ℓ的量级, 这使得流𝐽𝜇是

𝐽𝜇 =
𝛿L𝑀

𝛿𝐴𝜇
. (10.4.15)

但是当我们把拉格朗日量写成它的最简形式

L = −1
4(𝜕𝜇𝐴B𝜈 − 𝜕𝜈𝐴B𝜇)(𝜕

𝜇𝐴𝜈B − 𝜕𝜈𝐴𝜇B) + L𝑀 (Ψℓ, [𝜕𝜇 − 𝑖𝑞Bℓ𝐴B𝜇]Ψℓ) , (10.4.16)

𝐴𝜇与𝑞ℓ并不是出现在该拉格朗日量中的“裸电磁场”𝐴B𝜇和“裸电荷”𝑞Bℓ. 重整化电磁场(定义为全

传播子的极点在𝑝2 = 0处且留数为1)按惯例以𝐴𝜇B的形式写为

𝐴𝜇 = 𝑍
−1/2
3 𝐴𝜇B , (10.4.17)

所以为了使电荷𝑞ℓ表征带电粒子对一给定重整化电磁场的响应, 我们应该讲重整化荷定义为

𝑞ℓ =
√︀
𝑍3 𝑞Bℓ . (10.4.18)

我们看到任何粒子的物理电荷𝑞正好正比于𝑞B, 即与那些出现在拉格朗日量中的粒子相关的

参量, 并有一个对于所有粒子都相同的比例常数
√
𝑍3. 这帮助我们理解一个粒子, 例如质子, 它被

虚介子以及其它的强相互作用粒子云所围绕, 是如何拥有与相互作用弱得多的正电子相同的电

荷的. 由于某些原因唯一需要假定的是拉格朗日中的荷𝑞Bℓ与电子的荷相同与那些构成质子的粒

子(两个𝑢夸克和一个𝑑夸克)的荷相反; 那么高阶修正的效应仅出现在公共因子
√
𝑍3中.
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图 10.5 量子电动力学中电子传播子与顶点函数的一阶修正图, 这里直线是电子; 波浪线是光子.

为了使荷重整化仅源于对光子传播子的辐射修正, 那么对带荷粒子的传播子和电磁顶点的

各种各样其它辐射修正之间必存在抵消. 通过使用带荷粒子传播子与顶点之间的关系, 即著名

的Ward等式, 我们可以更深层次的理解这些抵消的性质.

例如,考察电子流𝐽𝜇(𝑥),荷为𝑞的Heisenberg-绘景Dirac场Ψ𝑛(𝑦)以及它的协变伴Ψ̄𝑚(𝑧)的Green

函数. 我们定义带荷粒子的电磁顶点函数Γ𝜇为
∫︁
𝑑4𝑥 𝑑4𝑦 𝑑4𝑧 𝑒−𝑖𝑝·𝑥𝑒−𝑖𝑘·𝑦𝑒+𝑖ℓ·𝑧

(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
𝐽𝜇(𝑥)Ψ𝑛(𝑦) Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁
Ψ0

)︁

≡ −𝑖(2𝜋)4𝑞𝑆′
𝑛𝑛′(𝑘)Γ

𝜇
𝑛′𝑚′(𝑘, ℓ)𝑆

′
𝑚′𝑚(ℓ)𝛿

4(𝑝+ 𝑘 − ℓ) , (10.4.19)

其中

− 𝑖(2𝜋)4𝑆′
𝑛𝑚(𝑘)𝛿

4(𝑘 − ℓ) ≡
∫︁
𝑑4𝑦 𝑑4𝑧

(︁
Ψ0, 𝑇

{︁
Ψ𝑛(𝑦)Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁
Ψ0

)︁
𝑒−𝑖𝑘·𝑦𝑒+𝑖ℓ·𝑧 (10.4.20)

根据6.4节的定理, 方程(10.4.20)给出有一个入费米线和一个出费米线的所有Feynman图之和.

另外, 方程(10.4.19)给出所有这样的图与一外光子线相连后构成的图之和, 所以Γ𝜇是有一个

入Dirac线, 一个出Dirac线以及一个光子线的“顶点”图之和, 但是剥去了全Dirac外线传播子和裸

光子外线传播子. 为了使𝑆′和Γ𝜇的归一化完全清晰, 我们提及过, 在无相互作用极限下, 这些函数

取值

𝑆′(𝑘) → [𝑖𝛾𝜆𝑘
𝜆 +𝑚− 𝑖𝜖]−1 , Γ𝜇(𝑘, ℓ) → 𝛾𝜇 .

对这些极限值施予修正的一圈图如图10.5所示.

通过使用等式

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝑇
{︁
𝐽𝜇(𝑥)Ψ𝑛(𝑦)Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁
= 𝑇

{︁
𝜕𝜇𝐽

𝜇(𝑥)Ψ𝑛(𝑦)Ψ̄𝑚(𝑧)
}︁

+ 𝛿(𝑥0 − 𝑦0)𝑇
{︁[︁
𝐽0(𝑥),Ψ𝑛(𝑦)

]︁
Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁

+ 𝛿(𝑥0 − 𝑧0)𝑇
{︁
Ψ𝑛(𝑦)

[︁
𝐽0(𝑥), Ψ̄𝑚(𝑧)

]︁}︁
, (10.4.21)

我们可以导出Γ𝜇和𝑆′之间的关系, 等式中的𝛿-函数是源于阶跃函数的时间导数. 守恒条

件(10.4.2)告诉我们第一项为零, 而第二项和第三项可以通过对易关系(10.4.9)计算出来, 对易

关系在这里给出 [︁
𝐽0(x, 𝑡),Ψ𝑛(y, 𝑡)

]︁
= −𝑞Ψ𝑛(y, 𝑡)𝛿

3(x− y) (10.4.22)

以及它的伴 [︁
𝐽0(x, 𝑡), Ψ̄𝑛(y, 𝑡)

]︁
= 𝑞Ψ̄𝑛(y, 𝑡)𝛿

3(x− y) . (10.4.23)
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那么方程(10.4.21)变成

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝑇
{︁
𝐽𝜇(𝑥)Ψ𝑛(𝑦)Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁
= −𝑞 𝛿4(𝑥− 𝑦)𝑇

{︁
Ψ𝑛(𝑦)Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁

+ 𝑞 𝛿4(𝑥− 𝑧)𝑇
{︁
Ψ𝑛(𝑦)Ψ̄𝑚(𝑧)

}︁
. (10.4.24)

将其代入Fourier变换(10.4.19)给出

(ℓ− 𝑘)𝜇𝑆
′(𝑘)Γ𝜇(𝑘, ℓ)𝑆′(ℓ) = 𝑖𝑆′(ℓ)− 𝑖𝑆′(𝑘)

或者另一种形式

(ℓ− 𝑘)𝜇Γ
𝜇(𝑘, ℓ) = 𝑖𝑆′−1(𝑘)− 𝑖𝑆′−1(ℓ) . (10.4.25)

这被称为广义Ward等式, 由Takahashi(高桥)(通过这些方法)首次导出.4 原始的Ward等式, 是之

前Ward5从微扰论研究中导出的, 可以通过令ℓ趋于𝑘从方程(10.4.25)中得出. 在这一极限下, 方

程(10.4.25)给出

Γ𝜇(𝑘, 𝑘) = −𝑖 𝜕
𝜕𝑘𝜇

𝑆′−1(𝑘) . (10.4.26)

通过方程(10.3.28)

𝑆′−1(𝑘) = 𝑖/𝑘 +𝑚− Σ*(/𝑘) ,

费米传播子与自能插入Σ*(/𝑘)相关联, 所以方程(10.4.26)可以写成

Γ𝜇(𝑘, 𝑘) = 𝛾𝜇 + 𝑖
𝜕

𝜕𝑘𝜇
Σ*(/𝑘) . (10.4.27)

对于一个重整化Dirac场, 方程(10.3.31)和(10.4.27)告诉我们在质量壳上

�̄�′𝑘Γ
𝜇(𝑘, 𝑘)𝑢𝑘 = �̄�′𝑘𝛾

𝜇𝑢𝑘 , (10.4.28)

其中[𝑖𝛾𝜇𝑘
𝜇 +𝑚]𝑢𝑘 = [𝑖𝛾𝜇𝑘

𝜇 +𝑚]𝑢′𝑘 = 0. 因此费米场的重整化条件确保了, 当一个在质量壳上的

费米子与一个没有动量传递的电磁场相互作用时, 对顶点函数Γ𝜇的修正抵消了, 这正是我们着手

测量费米子电荷时的情况. 如果我们没有使用重整化费米场, 那么对顶点函数的修正将正好抵消

由于对外费米线的辐射修正所引起的修正, 这再一次使得电荷不变.

10.5 规范不变性

电荷的守恒可以用来证明如下量的一个重要结果

𝑀𝜇𝜇′···
𝛽𝛼 (𝑞, 𝑞′, · · · ) ≡

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑥′ · · · 𝑒−𝑖𝑞·𝑥𝑒−𝑖𝑞′·𝑥′ · · ·

×
(︁
Ψ −
𝛽 , 𝑇

{︁
𝐽𝜇(𝑥), 𝐽𝜇

′
(𝑥′) · · ·

}︁
Ψ +
𝛼

)︁
. (10.5.1)

在类似旋量电动力学的理论中, 电磁相对作用对场𝐴𝜇是线性的, 上面的量是在任意跃迁𝛼 → 𝛽中,

发射(和/或吸收)质量壳上光子或非质量壳上光子的矩阵元,其中光子4-动量为𝑞, 𝑞′等(和/或−𝑞,−𝑞′等),
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并省略了外线光子系数函数或外线传播子. 我们的结果是方程(10.5.1)与任何一光子4-动量收缩后

为零:

𝑞𝜇𝑀
𝜇𝜇′···
𝛽𝛼 (𝑞, 𝑞′, · · · ) = 𝑞′𝜇′𝑀

𝜇𝜇′···
𝛽𝛼 (𝑞, 𝑞′, · · · )

= · · · = 0 . (10.5.2)

既然𝑀被定义成相对于光子线对称, 证明这些量中的第一个为零就足够了.

由于这个原因, 注意到, 通过分部积分

𝑞𝜇𝑀
𝜇𝜇′···
𝛽𝛼 (𝑞, 𝑞′, · · · ) = −𝑖

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑥′ · · ·

× 𝑒−𝑖𝑞·𝑥𝑒−𝑖𝑞
′·𝑥′ · · ·

(︂
Ψ−
𝛽 ,

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝑇
{︁
𝐽𝜇(𝑥), 𝐽𝜇

′
(𝑥′) · · ·

}︁
Ψ+
𝛼

)︂
. (10.5.3)

电流𝐽𝜇(𝑥)是守恒的, 但这并不立即指出方程(10.5.3)为零, 这是因为对于出现在编时乘积定义中

的𝜃-函数, 我们还要考虑它所含有的𝑥0-相关性. 例如, 对于只有两个流

𝑇
{︁
𝐽𝜇(𝑥)𝐽𝜈(𝑦)

}︁
= 𝜃(𝑥0 − 𝑦0)𝐽𝜇(𝑥)𝐽𝜈(𝑦) + 𝜃(𝑦0 − 𝑥0)𝐽𝜈(𝑦)𝐽𝜇(𝑥)

所以, 考虑到𝐽𝜇(𝑥)的守恒:

𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝑇
{︁
𝐽𝜇(𝑥)𝐽𝜈(𝑦)

}︁
= 𝛿(𝑥0 − 𝑦0)𝐽0(𝑥)𝐽𝜈(𝑦)− 𝛿(𝑦0 − 𝑥0)𝐽𝜈(𝑦)𝐽0(𝑥)

= 𝛿(𝑥0 − 𝑦0)
[︁
𝐽0(𝑥), 𝐽𝜈(𝑦)

]︁
. (10.5.4)

对于多于两个的流, 对于除𝐽𝜇(𝑥)本身以外的每一个流, 我们得到了(在编时乘积内)类似的等时对

易子. 为了计算这个对易子, 我们回忆(正如上一节所证明的)对于场算符以及场伴和/或导数的任

意乘积𝐹 [︁
𝐽0(�⃗�, 𝑡), 𝐹 (�⃗�, 𝑡)

]︁
= −𝑞𝐹 𝐹 (�⃗�, 𝑡)𝛿3(�⃗�− �⃗�) ,

其中𝑞𝐹是𝐹中场和场导数的𝑞ℓ之和减去场伴以及场伴导数的𝑞ℓ之和. 对于电流, 𝑞𝐽是零; 𝐽𝜈(𝑦)本身

是电中性算符. 它得出 [︁
𝐽0(�⃗�, 𝑡), 𝐽𝜈(�⃗�, 𝑡)

]︁
= 0 (10.5.5)

因而方程(10.5.4)为零, 使得方程(10.5.3)给出

𝑞𝜇𝑀
𝜇𝜇′···
𝛽𝛼 (𝑞, 𝑞′, · · · ) = 0 , (10.5.6)

这正是所要证明的.

这里存在一个重要的条件. 在推导方程(10.5.5)时, 我们应该将这样的事实考虑在内, 类似于

流算符𝐽𝜈(𝑦), 场在同一时空点𝑦的乘积可能仅能通过某些处理这类乘积中的无限大的正规化步骤

正确定义. 在很多情况下, 这表现为存在对𝐽0(�⃗�, 𝑡)与正规化流𝐽 𝑖(�⃗�, 𝑡)的对易子的非零贡献, 称其

为Schwinger项.6 其中流包含了来自带荷标量场Φ的项, 存在包含Φ†Φ的正规化无关Schwinger项.

然而, 在多光子振幅振幅中, 所有这些Schwinger项被额外相互作用的贡献抵消了, 这种额外的

相互作用是电磁场的二次型, 这些Schwinger项要么(如果规范不变)来自于正规化步骤, 要么,

对于带荷标量, 直接来自于拉格朗日量中的项. 我们将主要处理带荷旋量场, 并使用一种不导
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致Schwinger项的正规化步骤(维度正规化), 所以在下文中, 我们将忽视这一问题而继续使用朴素

对易关系(10.5.5).

即使除光子以外还有其它粒子不在质量壳上, 只要假定所有的带荷粒子被取在质量壳上, 即

保持在态Ψ −
𝛽 和Ψ +

𝛼 中, 同样的讨论给出类似于方程(10.5.2)的结果. 否则, 方程(10.5.2)的左边将得

到非零等时对易子的贡献, 就像我们在上一节推导Ward等式中所遇到的那些对易子.

方程(10.5.2)的一个结果是, 如果我们对光子传播子Δ𝜇𝜈(𝑞)做一改变

Δ𝜇𝜈(𝑞) → Δ𝜇𝜈(𝑞) + 𝛼𝜇𝑞𝜈 + 𝑞𝜇𝛽𝜈 , (10.5.7)

𝑆-矩阵元不受影响, 或者如果我们对光子偏振矢量做一改变

𝑒𝜌(k, 𝜆) → 𝑒𝜌(k, 𝜆) + 𝑐𝑘𝜌 , (10.5.8)

其中𝑘0 ≡ |k|, 而𝛼𝜇,𝛽𝜈和𝑐是完全任意的(不必须是常数, 并且对所有的传播子或偏振矢量不一定是

相同的), 𝑆-矩阵元也不受影响. 这称为(有些不严格)𝑆-矩阵的规范不变性.

为了证明这一结果唯一需要说明的就是𝑆-矩阵对光子偏振矢量以及传播子的显式依赖关系

𝑆𝛽𝛼 ∝
∫︁
𝑑4𝑞1 𝑑

4𝑞2 · · ·Δ𝜇1𝜈1(𝑞1)Δ𝜇2𝜈2(𝑞2) · · ·

× 𝑒*𝜌1(k
′
1𝜆

′
1)𝑒

*
𝜌2(k

′
2𝜆

′
2) · · · 𝑒𝜎1(k1𝜆1)𝑒𝜎2(k2𝜆2) · · ·

×𝑀𝜇1𝜇2···𝜈1𝜈2···𝜌1𝜌2···𝜎1𝜎2···
𝑏𝑎 (−𝑞1,−𝑞2, · · · , 𝑞1, 𝑞2, · · · ,−𝑘′1,−𝑘′2, · · · , 𝑘1, 𝑘2, · · · ) (10.5.9)

其中𝑀𝜌𝜎···是在没有电磁相互作用的情况下计算的矩阵元(10.5.1).* 从守恒条件(10.5.2)就立即得

出了方程(10.5.9)在“规范变换”(10.5.7)和(10.5.8)的不变性. (在9.6节, 我们使用了路径积分公式证

明了这一定理的特殊情况, 即规范不变算符的编时乘积的真空期望值是独立于传播子(9.6.21)中的

常数𝛼.) 这个结果不像看起来那么基本, 比如它不适用于单个图, 而仅适用于图的和, 在这些图中,

流顶点被插入到了图中所有可能的位置.

对于光子传播子的计算, 方程(10.5.2)有一特别重要的应用. 全传播子, 一般称为Δ′
𝜇𝜈(𝑞), 采取

形式

Δ′
𝜇𝜈(𝑞) = Δ𝜇𝜈(𝑞) + Δ𝜇𝜌(𝑞)𝑀

𝜌𝜎(𝑞)Δ𝜎𝜈(𝑞) , (10.5.10)

其中𝑀𝜌𝜎正比于有两个流且𝛼和𝛽都是真空态的矩阵元(10.5.1), 而Δ𝜇𝜈是裸光子传播子, 这里在普

遍的Lorentz-不变规范下写为

Δ𝜇𝜈(𝑞) ≡
𝜂𝜇𝜈 − 𝜉(𝑞2)𝑞𝜇𝑞𝜈/𝑞

2

𝑞2 − 𝑖𝜖
. (10.5.11)

从方程(10.5.2), 我们在这里有𝑞𝜇𝑀𝜇𝜈(𝑞) = 0, 使得

𝑞𝜇Δ′
𝜇𝜈(𝑞) =

𝑞𝜈(1− 𝜉(𝑞2))

𝑞2 − 𝑖𝜖
. (10.5.12)

另一方法, 正如在10.3节中我们对标量场和旋量场所做的那样, 我们可以将全光子传播子表示为有

两条光子外线的(不同于𝑀)单光子不可约图之和Π*(𝑞)的形式:

Δ′(𝑞) = Δ(𝑞) + Δ(𝑞)Π*(𝑞)Δ(𝑞) + Δ(𝑞)Π*(𝑞)Δ(𝑞)Π*(𝑞)Δ(𝑞) + · · ·
= [Δ(𝑞)−1 −Π*(𝑞)]−1 (10.5.13)

*态𝑎和𝑏与𝛼和𝛽是相同的, 但删掉了光子. 注意, 𝑀的变量现在全部取为入4-动量, 这是为什么对于方程(10.5.9)中

的𝑀 , 我们要给某些变量插入不同符号的原因.
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或者换种形式

Δ′
𝜇𝜈(𝑞) = Δ𝜇𝜈(𝑞) + Δ𝜇𝜈(𝑞)Π

*𝜌𝜎(𝑞)Δ′
𝜌𝜈(𝑞) . (10.5.14)

那么为了满足方程(10.5.12), 我们必须有

𝑞𝜌Π
*𝜌𝜎(𝑞) = 0 . (10.5.15)

这与Lorentz不变性告诉我们, Π*(𝑞)必须采取形式

Π*𝜌𝜎(𝑞) = (𝑞2𝜂𝜌𝜎 − 𝑞𝜌𝑞𝜎)𝜋(𝑞2) . (10.5.16)

那么方程(10.5.13)得出的全传播子的形式为

Δ′
𝜇𝜈(𝑞) =

𝜂𝜇𝜈 − 𝜉(𝑞2)𝑞𝜇𝑞𝜈/𝑞
2

[𝑞2 − 𝑖𝜖][1− 𝜋(𝑞2)]
, (10.5.17)

其中

𝜉(𝑞2) = 𝜉(𝑞2)[1− 𝜋(𝑞2)] + 𝜋(𝑞2) . (10.5.18)

现在, 因为Π*
𝜇𝜈(𝑞)仅得到了单光子不可约图的贡献. 预期在𝑞2 = 0处不会有任何极点. (在破缺规

范对称性的情形下, 有一重要的例外, 我们将在卷II讨论.)特别地, Π*
𝜇𝜈(𝑞)中的𝑞𝜇𝑞𝜈项中在𝑞

2 = 0处

没有极点告诉我们方程(10.5.16)中的函数𝜋(𝑞2)也没有这样的极点, 因而全传播子(10.5.17)中的极

点仍在𝑞2 = 0处, 这表明辐射修正并不赋予光子质量.

对于重整化电磁场, 辐射修正也不应该改变方程(10.5.17)中光子极点留数的规范不变部分, 所

以

𝜋(0) = 0 . (10.5.19)

这一条件导致了对电磁场重整化常数𝑍3的决定. 回忆, 当以重整化场(10.4.17)的形式表示时, 电动

力学拉格朗日量采取形式

L = −1
4𝑍3(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)(𝜕

𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇) + L𝑀 (Ψℓ, [𝜕𝜇 − 𝑖𝑞ℓ𝐴𝜇]Ψℓ) .

那么单光子不可约振幅中的函数𝜋(𝑞2)是

𝜋(𝑞2) = 1− 𝑍3 + 𝜋LOOP(𝑞
2) , (10.5.20)

其中𝜋LOOP是圈图的贡献. 它得出

𝑍3 = 1 + 𝜋LOOP(0) . (10.5.21)

实际上, 我们仅计算圈贡献并扣掉一个常数以使𝜋(0)为零.

附带地, 方程(10.5.18)表明, 对于𝑞2 ̸= 0, 光子传播子中的规范项被辐射修正改变了. 一个例

外是Landau规范的情况, 这一规范对于所有的𝑞2有𝜉 = 𝜉 = 1.
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10.6 电磁形状因子与磁矩

假使我们希望计算一个粒子在外电磁场(或是另一粒子的电磁场)上的散射, 直到该电磁场的

第一阶, 但是到我们粒子所有其它相互作用(包含电磁相互作用)的所有阶. 为了这个目的, 我们需

要知道如下所有Feynman图的贡献之和: 有一条入粒子线和一条出粒子线, 二者均在质量壳上, 再

加上一条光子线, 其可以在也可以不在质量壳上. 根据6.4节的定理, 该和由电磁流𝐽𝜇(𝑥)的单粒子

矩阵元给定. 我们来看看是什么控制着该矩阵元的一般形式.

根据时空平移不变性, 电磁流的单粒子矩阵元采取形式

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽𝜇(𝑥)Ψp,𝜎

)︁
= exp(𝑖(𝑝− 𝑝′) · 𝑥)

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽𝜇(0)Ψp,𝜎

)︁
. (10.6.1)

那么流守恒条件𝜕𝜇𝐽
𝜇要求

(𝑝′ − 𝑝)𝜇

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽𝜇(0)Ψp,𝜎

)︁
= 0 . (10.6.2)

另外, 令𝜇 = 0并对所有x积分给出

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝑄Ψp,𝜎

)︁
= (2𝜋)3𝛿3(p− p′)

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽0(0)Ψp,𝜎

)︁
.

利用方程(10.4.8), 这给出 (︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽0(0)Ψp,𝜎

)︁
= (2𝜋)−3𝑞 𝛿𝜎′𝜎 , (10.6.3)

其中𝑞是粒子荷.

在我们的处理中, 我们也有Lorentz不变性对流矩阵元所施加的约束. 为了探索这些约束, 我

们限制在最简单的情况: 自旋0和自旋1
2 . 这里所呈现的分析提供了对其它流也有用的技巧的一个

例子, 诸如半轻子弱相互作用的流.

自旋0

对于自旋0, Lorentz不变性要求流的单粒子矩阵元采取一般形式

(︁
Ψp′ , 𝐽𝜇(0)Ψp

)︁
= 𝑞(2𝜋)−3(2𝑝′0)−1/2(2𝑝0)−1/2J 𝜇(𝑝′, 𝑝) , (10.6.4)

其中𝑝0和𝑝′0是质量壳能量(𝑝0 =
√︀

p2 +𝑚2), 而J 𝜇(𝑝′, 𝑝)两个4-矢𝑝′𝜇和𝑝𝜇的4-矢函数.(为了以

后的方便, 我们从J中抽取了因子, 粒子的荷𝑞.) 显然, 最普遍的这类4-矢函数采取的形式

为𝑝′𝜇和𝑝𝜇的线性组合, 或者等价地, 𝑝′𝜇 + 𝑝𝜇和𝑝′𝜇 − 𝑝𝜇的线性组合, 其中系数为标量. 但标

量𝑝2和𝑝′2被固定在值𝑝2 = 𝑝′2 = −𝑚2处, 使得用𝑝𝜇和𝑝′𝜇构建的标量变量仅能是𝑝 · 𝑝′的函数, 或者

等价的

𝑘2 ≡ (𝑝− 𝑝′)2 = −2𝑚2 − 2𝑝 · 𝑝′ . (10.6.5)

因此函数J 𝜇(𝑝′, 𝑝)必须采取形式

J 𝜇(𝑝′, 𝑝) = (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝐹 (𝑘2) + 𝑖(𝑝′ − 𝑝)𝜇𝐻(𝑘2) . (10.6.6)

𝐽𝜇是厄密的这一性质暗示了J 𝜇(𝑝′, 𝑝)* = J 𝜇(𝑝, 𝑝′), 使得𝐹 (𝑘2)和𝐻(𝑘2)都是实的.

现在, (𝑝′ − 𝑝) · (𝑝′ + 𝑝)为零, 而(𝑝′ − 𝑝)2 = 𝑘2一般不为零, 所以流守恒的条件就是

𝐻(𝑘2) = 0 . (10.6.7)
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另外, 令方程(10.6.4)中p′ = p且𝜇 = 0, 并与方程(10.6.3)比较, 我们发现

𝐹 (0) = 1 . (10.6.8)

函数𝐹 (𝑘2)称为该粒子的电磁形状因子.

自旋1
2

对于自旋1
2 , Lorentz不变性要求流的单粒子矩阵元采取一般形式

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽𝜇(0)Ψp,𝜎

)︁
= 𝑖𝑞 (2𝜋)−3 �̄�(p′, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) (10.6.9)

其中Γ𝜇是𝑝𝜈 , 𝑝′𝜈以及𝛾𝜈的4-矢4 × 4矩阵函数, 而𝑢是通常的Dirac系数函数. 我们抽取了因子𝑖𝑞以

使Γ𝜇的归一化与上一节中的归一化相同.

就像对于任意的4× 4矩阵, 我们可以用16个协变矩阵1, 𝛾𝜌, [𝛾𝜌, 𝛾𝜎], 𝛾5𝛾𝜌和𝛾5展开Γ𝜇. 因此, 最

普遍的4-矢Γ𝜇可以写为如下量的线性组合

1 : 𝑝𝜇 , 𝑝′𝜇

𝛾𝜌 : 𝛾𝜇 , 𝑝𝜇/𝑝 , 𝑝′𝜇/𝑝 , 𝑝𝜇/𝑝′ , 𝑝′𝜇/𝑝′

[𝛾𝜌, 𝛾𝜎] : [𝛾𝜇, /𝑝], [𝛾𝜇, /𝑝′], [/𝑝, /𝑝′]𝑝𝜇, [/𝑝, /𝑝′]𝑝′𝜇

𝛾5𝛾𝜌 : 𝛾5𝛾𝜌 𝜖
𝜌𝜇𝜈𝜎 𝑝𝜈𝑝

′
𝜎

𝛾5 : 无

其中每一项的系数是问题中唯一标量变量(10.6.5)的函数. 通过使用𝑢和�̄�所满足的Dirac方程:

�̄�(p′, 𝜎′) (𝑖/𝑝
′ +𝑚) = 0 , (𝑖/𝑝+𝑚)𝑢(p, 𝜎) = 0 ,

这可以被大大地简化. 结果是, 除了前三个条目: 𝑝𝜇, 𝑝′𝜇和𝛾𝜇, 其它所有的都可以扔掉*. 我们得到

结论, 在费米子质量壳上, Γ𝜇可以表示成𝛾𝜇, 𝑝𝜇和𝑝′𝜇的线性组合, 我们将其写为

�̄�(p′, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) = �̄�(p′, 𝜎′)
[︁
𝛾𝜇𝐹 (𝑘2)

− 𝑖

2𝑚
(𝑝+ 𝑝′)𝜇𝐺(𝑘2) +

(𝑝− 𝑝′)𝜇

2𝑚
𝐻(𝑘2)

]︁
𝑢(p, 𝜎) . (10.6.10)

𝐽𝜇(0)的厄密性暗含了

𝛽Γ𝜇†(𝑝′, 𝑝)𝛽 = −Γ𝜇(𝑝, 𝑝′) , (10.6.11)

*对于𝑝𝜇/𝑝, 𝑝
′𝜇
/𝑝, 𝑝

𝜇
/𝑝
′和𝑝′𝜇/𝑝

′, 这是显然的, 它们分别可以被替换成𝑖𝑚𝑝𝜇, 𝑖𝑚𝑝′𝜇, 𝑖𝑚𝑝𝜇和𝑖𝑚𝑝′𝜇, 这已经出现在我们的

列表中. 另外, 我们可以写出

[𝛾𝜇, /𝑝] = 2𝛾𝜇
/𝑝− {𝛾𝜇, /𝑝} = 2𝛾𝜇

/𝑝− 2𝑝𝜇 ,

这可以被替换成2𝑖𝑚𝛾𝜇 − 2𝑝𝜇, 是已经出现在我们列表中的项的线性组合. 对于[𝛾𝜇, /𝑝
′]同样如此. 另外,

[/𝑝, /𝑝
′] = −2/𝑝

′
/𝑝+ {/𝑝, /𝑝′} = −2/𝑝

′
/𝑝+ 2𝑝 · 𝑝′ ,

这可以被替换成2𝑚2 + 2𝑝 · 𝑝′ = −𝑘2. 因此[/𝑝, /𝑝
′]𝑝𝜇项和[/𝑝, /𝑝

′]𝑝′𝜇并不给出新结果. 最后, 为了处理最后一项, 我们可以

使用关系

𝛾5𝛾𝜌 𝜖
𝜌𝜇𝜈𝜎 = 1

6
𝑖
(︁
𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜎 + 𝛾𝜎𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜎𝛾𝜇 − 𝛾𝜈𝛾𝜇𝛾𝜎 − 𝛾𝜇𝛾𝜎𝛾𝜈 − 𝛾𝜎𝛾𝜈𝛾𝜇

)︁
.

与𝑝𝜈和𝑝
′𝜎收缩, 并将所有的/𝑝因子移至右边, 将所有的/𝑝

′因子移至左边, 这又一次给出𝑝𝜇, 𝑝′𝜇和𝛾𝜇的线性组合.
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这使得𝐹 (𝑘2), 𝐺(𝑘2)和𝐻(𝑘2)都必须是𝑘2的实函数.

方程(10.6.10)中的前两项自动满足守恒条件(10.6.2), 这是因为

(𝑝′ − 𝑝)𝜇𝛾
𝜇 = −𝑖

[︁
(𝑖/𝑝

′ +𝑚)− (𝑖/𝑝+𝑚)
]︁

以及

(𝑝′ − 𝑝) · (𝑝′ + 𝑝) = 𝑝′2 − 𝑝2 .

另一方面, (𝑝′ − 𝑝)2一般不为零, 所以流守恒条件要求第三项为零

𝐻(𝑘2) = 0 . (10.6.12)

另外, 在方程(10.6.9)和(10.6.10)中令p′ → p, 我们发现

(︁
Ψp,𝜎′ , 𝐽𝜇(0)Ψp,𝜎

)︁
= 𝑖 𝑞(2𝜋)−3�̄�(p, 𝜎′)

[︁
𝛾𝜇𝐹 (0)− 𝑖

𝑚
𝑝𝜇𝐺(0)

]︁
𝑢(p, 𝜎) .

利用等式{𝛾𝜇, 𝑖/𝑝+𝑚} = 2𝑚𝛾𝜇 + 2𝑖𝑝𝜇, 我们又有

�̄�(p, 𝜎′)𝛾𝜇𝑢(p, 𝜎) = − 𝑖𝑝
𝜇

𝑚
�̄�(p, 𝜎′)𝑢(p, 𝜎) .

再回忆起

�̄�(p, 𝜎′)𝑢(p, 𝜎) = 𝛿𝜎′𝜎𝑚/𝑝
0

因而 (︁
Ψp,𝜎′ , 𝐽𝜇(0)Ψp,𝜎

)︁
= 𝑞(2𝜋)−3(𝑝𝜇/𝑝0)𝛿𝜎′𝜎

[︁
𝐹 (0) +𝐺(0)

]︁
. (10.6.13)

其与方程(10.6.3)比较给出归一化条件

𝐹 (0) +𝐺(0) = 1 . (10.6.14)

注意, 电磁顶点矩阵Γ𝜇通常以另两个矩阵形式写成

�̄�(p′, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) = �̄�(p′, 𝜎′)
[︁
𝛾𝜇𝐹1(𝑘

2)

+ 1
2 𝑖[𝛾

𝜇, 𝛾𝜈 ] (𝑝′ − 𝑝)𝜈 𝐹2(𝑘
2)
]︁
𝑢(p, 𝜎) , (10.6.15)

这一形式将是有用的. 正如已经提及的, 利用用以定义𝐹 (𝑘2)和𝐺(𝑘2)的那些量, 我们可以重写出现

在第二项中的矩阵

�̄�(p′, 𝜎′) 1
2 𝑖[𝛾

𝜇, 𝛾𝜈 ](𝑝′ − 𝑝)𝜈 𝑢(p, 𝜎)

= �̄�(p′, 𝜎′)
[︁
− 𝑖/𝑝

′𝛾𝜇 + 1
2 𝑖{𝛾𝜇, /𝑝′} − 𝑖𝛾𝜈/𝑝+

1
2 𝑖{𝛾𝜇, /𝑝}

]︁
𝑢(p, 𝜎)

= �̄�(p′, 𝜎′)
[︁
𝑖(𝑝′𝜇 + 𝑝𝜇) + 2𝑚𝛾𝜇

]︁
𝑢(p, 𝜎) . (10.6.16)

比较方程(10.6.15)与(10.6.10), 我们发现

𝐹 (𝑘2) = 𝐹1(𝑘
2) + 2𝑚𝐹2(𝑘

2) (10.6.17)

𝐺(𝑘2) = −2𝑚𝐹2(𝑘
2) . (10.6.18)
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归一化条件(10.6.14)现在变成

𝐹1(0) = 1 .

为了以粒子的形状因子计算出它的磁矩, 我们在小动量的情况下, 即|p| , |p′| ≪ 𝑚, 考察顶点

函数的空间部分. 对于这个目的, 利用方程(10.6.16)将方程(10.6.10)(其中𝐻 = 0)重写成第三种形

式将是有用的:

�̄�(p′, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) =
−𝑖
2𝑚

�̄�(p′, 𝜎′)
[︁
(𝑝+ 𝑝′)𝜇{𝐹 (𝑘2) +𝐺(𝑘2)}

− 1

2
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ] (𝑝′ − 𝑝)𝜈 𝐹 (𝑘

2)
]︁
𝑢(p, 𝜎) . (10.6.19)

对于零动量, 方程(5.4.19)和(5.4.20)给出Dirac矩阵对易子的矩阵元

�̄�(0, 𝜎′)[𝛾𝑖, 𝛾𝑗 ]𝑢(0, 𝜎) = 4𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘

(︁
𝐽
( 1
2
)

𝑘

)︁
𝜎′𝜎

, �̄�(0, 𝜎′)[𝛾𝑖, 𝛾0]𝑢(0, 𝜎) = 0 ,

其中J( 1
2
) = 1

2𝜎是自旋
1
2的角动量矩阵. 因此至小动量的第一阶,

�̄�(p′, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) → −𝑖
2𝑚

(p+ p′)𝛿𝜎′𝜎 +
1

𝑚
[(p− p′)× J( 1

2
)]𝜎′𝜎 𝐹 (0) . (10.6.20)

因此, 在非常弱的时间无关外矢势𝐴(x)中, 相互作用哈密顿量𝐻 ′ = −
∫︀
𝑑3𝑥J(x) ·𝐴(x)在小动量的

单粒子态之间的矩阵元是

(Ψp′,𝜎′ , 𝐻 ′Ψp,𝜎) =
−𝑖𝑞𝐹 (0)
𝑚(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒𝑖(p−p′)·x𝐴(x) · [(p− p′)× J( 1

2
)]𝜎′𝜎

= − 𝑞𝐹 (0)

𝑚(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒𝑖(p−p′)·x(J( 1

2
))𝜎′𝜎 ·B(x) , (10.6.21)

其中B = ∇×𝐴是磁场. 因此在平缓变化的弱磁场极限下, 相互作用哈密顿量的矩阵元是

(Ψp′,𝜎′ , 𝐻 ′Ψp,𝜎) = −𝑞𝐹 (0)
𝑚

(J( 1
2
))𝜎′𝜎 ·B 𝛿3(p− p′) . (10.6.22)

自旋为𝑗的任意粒子的磁矩𝜇被定义为, 粒子与平缓变化的静态弱磁场的相互作用的矩阵元是

(Ψp′,𝜎′ , 𝐻 ′Ψp,𝜎) = −𝜇
𝑗
(J(𝑗))𝜎′𝜎 ·B 𝛿3(p− p′) . (10.6.23)

因此, 方程(10.6.22)给出荷为𝑞, 质量为𝑚而自旋为1
2的粒子的磁矩:

𝜇 =
𝑞𝐹 (0)

2𝑚
. (10.6.24)

作为一个特殊情形, 这包含了著名的Dirac结果7𝜇 = 𝑞/2𝑚, 即没有辐射修正的自旋1
2粒子的磁矩.

在这里不带证明的, 我们来提一下质子的形状因子, 通过比较电子-质子散射的实验数据与实

验室参照系微分截面的Rosenbluth(罗森布鲁斯)公式:8

𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑒4

4(4𝜋)2𝐸2
0

cos2(𝜃/2)

sin4(𝜃/2)

[︂
1 +

2𝐸0

𝑚
sin2(𝜃/2)

]︂−1

×
{︂(︁

𝐹 (𝑘2) +𝐺(𝑘2)
)︁2

+
𝑘2

4𝑚2

(︁
2𝐹 2(𝑘2) tan2(𝜃/2) +𝐺2(𝑘2)

)︁}︂
,

我可以测量出𝑘2 > 0的形状因子𝐹 (𝑘2)和𝐺(𝑘2), 在上式中, 𝐸0是入射电子的能量(在这里取

为𝐸0 ≫ 𝑚𝑒); 𝜃是散射角; 而

𝑘2 =
4𝐸2

0 sin
2(𝜃/2)

1 + (2𝐸0/𝑚) sin2(𝜃/2)
.
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10.7 Källén-Lehmann表示*

我们在10.2节看到, 对于类似(10.2.1)的编时乘积的矩阵元, 单粒子中间态的出现导致了

其Fourier变换中的极点. 多粒子中间态则会导致更加复杂的奇异性, 其很难进行普遍描述. 但是

在真空期望值仅包含两个算符的特殊情况下, 我们有一个方便的表示, 它清楚的展示了Fourier变

换的解析结构. 特别地, 这个表示可用于传播子, 即两个算符是场的基本粒子. 当与量子力学的正

定要求结合时, 这一表示在传播子的解析行为与重整化常数的大小之间产生有趣的纽带.

考察一个复标量Heisenberg绘景算符Φ(𝑥), 其可以是也可以不是一个基本粒子场. 乘

积Φ(𝑥)Φ†(𝑦)的真空期望值可以表示成

⟨Φ(𝑥)Φ†(𝑦)⟩0 =
∑︁

𝑛

⟨0|Φ(𝑥)|𝑛⟩ ⟨𝑛|Φ†(𝑦)|0⟩ , (10.7.1)

其中求和取遍态的任意完全集. （这里对𝑛的求和代表对连续指标的积分和对离散指标的求和. ）

选择这些态为动量4-矢𝑃𝜇的本征态, 平移不变性告诉我们

⟨0|Φ(𝑥)|𝑛⟩ = exp(𝑖𝑝𝑛 · 𝑥)⟨0|Φ(0)|𝑛⟩ ,
⟨𝑛|Φ†(𝑦)|0⟩ = exp(−𝑖𝑝𝑛 · 𝑦)⟨𝑛|Φ†(0)|0⟩ (10.7.2)

随之有

⟨Φ(𝑥)Φ†(𝑦)⟩0 =
∑︁

𝑛

exp(𝑖𝑝𝑛 · (𝑥− 𝑦)) |⟨0|Φ(0)|𝑛⟩|2 . (10.7.3)

将其写成谱函数的形式将是方便的. 注意到求和
∑︀

𝑛 𝛿
4(𝑝 − 𝑝𝑛) |⟨0 |Φ(0)|𝑛⟩|2是4-矢𝑝𝜇的标量函

数, 因而可以仅依赖于𝑝2以及（当𝑝2 ≤ 0时）阶跃函数𝜃(𝑝0). 事实上, 方程(10.7.3)中的中间态总

有𝑝2 ≤ 0和𝑝0 > 0, 所以求和的形式为

∑︁

𝑛

𝛿4(𝑝− 𝑝𝑛)|⟨0|Φ(0)|𝑛⟩|2 = (2𝜋)−3𝜃(𝑝0)𝜌(−𝑝2) (10.7.4)

其在𝑝2 > 0是有𝜌(−𝑝2) = 0. （因子(2𝜋)−3是从𝜌中抽取出来的, 这是为了之后的方便. ）谱函数显

然是实的且正定的. 在这个定义下, 我们可以将(10.7.3)重写为

⟨Φ(𝑥)Φ†(𝑦)⟩0 = (2𝜋)−3

∫︁
𝑑4𝑝 exp[𝑖𝑝 · (𝑥− 𝑦)] 𝜃(𝑝0) 𝜌(−𝑝2)

= (2𝜋)−3

∫︁
𝑑4𝑝

∫︁ ∞

0
𝑑𝜇2 exp[𝑖𝑝 · (𝑥− 𝑦)] 𝜃(𝑝0)

× 𝜌(𝜇2) 𝛿(𝑝2 + 𝜇2) . (10.7.5)

交换对𝑝𝜇和𝜇2积分的次序, 这可以表示为

⟨Φ(𝑥)Φ†(𝑦)⟩0 = (2𝜋)−3

∫︁ ∞

0
𝑑𝜇2 𝜌(𝜇2)Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2) , (10.7.6)

其中Δ+是熟悉的函数

Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2) ≡ (2𝜋)−3

∫︁
𝑑4𝑝 exp[𝑖𝑝 · (𝑥− 𝑦)] 𝜃(𝑝0) 𝛿(𝑝2 + 𝜇2) . (10.7.7)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时省略.
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以相同的方法, 我们可以证明

⟨Φ†(𝑦)Φ(𝑥)⟩0 =
∫︁ ∞

0
𝑑𝜇2𝜌(𝜇2)Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2) (10.7.8)

其中, 第二个谱函数𝜌(𝜇2)通过如下方程定义

∑︁

𝑛

𝛿4(𝑝− 𝑝𝑛) |⟨𝑛 |Φ(0)| 0⟩|2 = (2𝜋)−3 𝜃(𝑝0) 𝜌(−𝑝2) . (10.7.9)

我们现在使用因果律条件, 即对易子[Φ(𝑥),Φ†(𝑦)]在间隔𝑥− 𝑦类空时必须为零. 这个对易子的

真空期望值是

⟨[Φ(𝑥),Φ†(𝑦)]⟩0 =
∫︁ ∞

0
𝑑𝜇2

(︁
𝜌(𝜇2)Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2)− 𝜌(𝜇2)Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2)

)︁
. (10.7.10)

正如5.2节中提及的,对于类空的𝑥−𝑦,函数Δ+(𝑥−𝑦)不为零,但它变成偶函数. 为了使(10.7.10)对

于所有类空间隔都为零, 必须有

𝜌(𝜇2) = 𝜌(𝜇2) . (10.7.11)

这是CPT定理的特殊情况, 这里没有使用微扰论就证明了它;

⟨
𝑇
{︁
Φ(𝑥)Φ†(𝑦)

}︁⟩
0
= −𝑖

∫︁ ∞

0
𝑑𝜇2 𝜌(𝜇2)Δ𝐹 (𝑥− 𝑦;𝜇2) , (10.7.12)

其中Δ𝐹 (𝑥− 𝑦;𝜇2)是质量为𝜇的无自旋粒子的Feynman传播子:

− 𝑖Δ𝐹 (𝑥− 𝑦;𝜇2) ≡ 𝜃(𝑥0 − 𝑦0)Δ+(𝑥− 𝑦;𝜇2)− 𝜃(𝑦0 − 𝑥0)Δ+(𝑦 − 𝑥;𝜇2) . (10.7.13)

借用10.3节所引入的全传播子的记号, 我们引入动量空间函数

− 𝑖Δ′(𝑝) ≡
∫︁
𝑑4𝑥 exp[−𝑖𝑝 · (𝑥− 𝑦)]

⟨
𝑇
{︁
Φ(𝑥)Φ†(𝑦)

}︁⟩
0
. (10.7.14)

回忆起 ∫︁
𝑑4𝑥 exp[−𝑖𝑝 · (𝑥− 𝑦)]Δ𝐹 (𝑥− 𝑦;𝜇2) =

1

𝑝2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖
. (10.7.15)

这给出了我们的谱表示:9

Δ′(𝑝) =

∫︁ ∞

0
𝜌(𝜇2)

𝑑𝜇2

𝑝2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖
. (10.7.16)

这一结果与𝜌(𝜇2)的正定性的立即推论是, 当
⃒⃒
𝑝2
⃒⃒
→ ∞时, Δ′(𝑝)无法比裸传播子1/(𝑝2 +𝑚2 −

𝑖𝜖)更快**地趋于零. 不时地有人提议在非微扰拉格朗日量中引入高阶导数项, 这会使得传播子

在
⃒⃒
𝑝2
⃒⃒
→ ∞时比1/𝑝2更快的趋于零, 但是谱表示表明这将必然地背离量子力学的正定性假设.

**实际上, 甚至不能确定Δ′(𝑝)在
⃒⃒
𝑝2
⃒⃒
→ ∞时是否为零, 即使这是从谱表示中得出的. 问题源于交换了对𝑝2和𝜇2的积

分. 可以确定的是, Δ′(𝑝)是−𝑝2的解析函数, 且有一穿过正实轴−𝑝2 = 𝜇2的, 由𝜋𝜌(𝜇2)给出的间断点, 这将通过下一节

的方法证明. 由此得出, Δ′(𝑝)是由谱函数𝜌(𝜇2)的色散关系与可能的扣除给定的:

Δ′(𝑝) = 𝑃 (𝑝2) + (−𝑝2 + 𝜇2
0)

𝑛

∫︁ ∞

0

𝜌(𝜇2)

(𝜇2 + 𝜇2
0)

𝑛

𝑑𝜇2

𝑝2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖
,

其中𝑛是正整数, 𝜇2
0是任意的正常数, 而𝑃 (𝑝2)是𝑝2的𝑛− 1阶多项式, 与𝜇2

0无关且在𝑛 = 0时不出现.
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利用谱表示与等时对易关系, 我们可以导出谱函数的一个有趣的求和规则. 如果Φ(𝑥)是按惯

例归一化(非重整化)的正则场算符, 那么
[︂
𝜕Φ(x, 𝑡)

𝜕𝑡
,Φ†(y, 𝑡)

]︂
= −𝑖𝛿3(x− y) . (10.7.17)

我们注意到
𝜕

𝜕𝑥0
Δ+(𝑥− 𝑦)

⃒⃒
⃒⃒
𝑥0=𝑦0

= −𝑖𝛿3(x− y)

所以谱表示(10.7.10)与对易关系(10.7.17)告诉我们
∫︁ ∞

0
𝜌(𝜇2) 𝑑𝜇2 = 1 . (10.7.18)

这暗示了, 当
⃒⃒
𝑝2
⃒⃒
→ ∞时, 非重整化场的动量空间传播子(10.7.16)有着自由场渐进行为

Δ′(𝑝) → 1

𝑝2
.

这一结果尽在合理的紫外发散正规化方案下才是有意义的; 在微扰论中, 非重整化场的矩阵元无

限大, 并且它们的传播子是定义不合理的.

现在考察这样的可能性, 存在一个质量为𝑚的单粒子态|k⟩, 其与态⟨0|Φ(0)的矩阵元不为零.

Lorentz不变性要求矩阵元采取形式

⟨0|Φ(0)|k⟩ = (2𝜋)−3/2
(︁
2
√︀

k2 +𝑚2
)︁−1/2

𝑁 , (10.7.19)

其中𝑁是常数. 根据10.3节的普遍结果, 非重整化场的传播子Δ′(𝑝)在𝑝2 → −𝑚2处应有一留数

为𝑍 ≡ |𝑁 |2 > 0的极点. 即,

𝜌(𝜇2) = 𝑍 𝛿(𝜇2 −𝑚2) + 𝜎(𝜇2) , (10.7.20)

其中𝜎(𝜇2) ≥ 0 是多粒子态的贡献. 与方程(10.7.18)一起, 这有一推论

1 = 𝑍 +

∫︁ ∞

0
𝜎(𝜇2) 𝑑𝜇2 (10.7.21)

因而

𝑍 ≤ 1 (10.7.22)

其中等号仅对于自由粒子成立, 这时⟨0|Φ(0)与多粒子态没有矩阵元.

因为𝑍是正的, 方程(10.7.21)也可以视为给场Φ与多粒子态的耦合提供了一个上界:

∫︁ ∞

0
𝜎(𝜇2)𝑑𝜇2 ≤ 1 (10.7.23)

其中当𝑍 = 0时等号成立. 极限𝑍 = 0有一个有趣的解释, 即粒子是复合粒子而非基本粒子的

条件.10 在这里, “复合”粒子可以理解为场不出现在拉格朗日量中的粒子. 考察这样一个粒子,

中性无自旋粒子, 并假定它的量子数允许它被由其它场构建的算符𝐹 (Ψ)所湮灭. 通过在拉格

朗日量密度中增加形式†为ΔL = (Φ − 𝐹 (Ψ))2的项, 我们可以自由地引入该粒子的场Φ, 这是

†在凝聚态物理中, 这被称为“Hubbard-Stratonovich(哈伯德-斯特拉托诺维奇)变换“.11 在卷II我们关于超导的讨论

中, 这用于引入电子对的场.
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因为对Φ的路径积分可以通过令它等于稳相点Φ = 𝐹 (Ψ)完成, 这时ΔL = 0. 但是假定我们转

而写成ΔL = ΔL0 + ΔL1, 其中ΔL0 ≡ −1
2𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ − 1
2𝑚

2Φ2是通常的自由场拉格朗日量, 并

视ΔL1 = ΔL −ΔL0为相互作用. 相互作用中的项1
2𝜕𝜇Φ𝜕

𝜇Φ是不新奇的. 我们在方程(10.3.12)中

遇到了这样的项, 但在那里乘了因子(1− 𝑍); 唯一不同的是在这里𝑍 = 0. 取代调整𝑍以满足场重

整化条件Π*′(0) = 0, 在这里我们必须视其为复合粒子的耦合常数上的条件. 不幸的是, 在量子场

论中实现这一步骤是不可能的, 这是因为, 正如我们已经看到的, 𝑍 = 0意味着粒子与它的组分尽

可能强的耦合, 这禁止了微扰论的使用. 在非相对论量子力学中, 条件𝑍 = 0确实证实是有用的;

例如, 它固定了氘核与中子和质子的耦合.12

尽管这里所导出的谱表示是针对无自旋粒子的, 将这些推广到其它场是很容易的. 诚然, 在下

一章我们将证明, 到𝑒2阶, 电磁场的𝑍-因子(一般称为𝑍3)给定为

𝑍3 = 1− 𝑒2

12𝜋2
ln

(︂
Λ2

𝑚2
𝑒

)︂

(其中Λ ≫ 𝑚𝑒是紫外截断), 这与上界(10.7.22)一致.

10.8 色散关系*

早期尝试将微扰量子场论用于强核力和弱核力的失败引导了理论家, 在20世纪50年代后期,

理论家们尝试将散射振幅的解析性与幺正性用做推导不依赖于任何特定场论的普遍非微扰结果的

方式. 这开始于对色散关系的再度注意. 在它的原始形式中,13 色散关系以对折射率虚部积分的形

式给出它的实部. 它是从折射律作为频率的函数的解析性质中推出的, 其源于条件: 电磁信号在介

质中不能比光在真空中传播的更快. 通过将折射率表示为向前光子散射振幅, 色散关系可以重写

为, 向前散射振幅的实部作为对它虚部积分的公式, 因而再经由幺正性, 成为对总截面的公式. 关

于这一关系令人振幅的事情之一是, 它提供了微扰论的一个替代品; 给定到𝑒2阶的散射振幅, 可以

计算出到𝑒4阶的散射振幅的虚部以及总截面, 然后利用色散关系计算到该阶的向前散射振幅的实

部, 在这个过程中甚至不需要计算一个圈图.

色散关系的现代方法始于1954年Gell-Mann, Goldberger(戈德伯格)和Thirring(瑟林)的工

作.14 取代考察光在介质中的传播, 他们直接从微观因果律的条件, 其陈述为当算符的对易子在所

在点的间隔是类空间隔时为零, 导出了散射振幅的解析性. 这一方法使得Goldberger15不久之后导

出了𝜋介子-核子向前散射振幅的一个非常有用的公式.

为了看到如何使用微观因果律原理, 在任意自旋无质量玻色子的实验室参照系中考察

在任意靶𝛼上的向前散射, 其中靶的质量𝑚𝛼 > 0且p𝛼 = 0. (这不仅对光子的散射用重要

应用, 在𝑚𝜋 = 0的极限下对𝜋介子散射也很有用, 这将在卷II中进行讨论.) 通过重复使用方

程(10.3.4)或Lehmann-Symanzik-Zimmerman定理,3 𝑆-矩阵元在这里是

𝑆 =
1

(2𝜋)3
√
4𝜔𝜔′ |𝑁 |2

lim𝑘2→0 lim𝑘′2→0

×
∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦 𝑒−𝑖𝑘

′·𝑦 𝑒𝑖𝑘·𝑥(𝑖�𝑦)(𝑖�𝑥)⟨𝛼|𝑇{𝐴†(𝑦), 𝐴(𝑥)}|𝛼⟩ . (10.8.1)

这里的𝑘和𝑘′是初态和末态玻色子4-动量, 其中𝜔 = 𝑘0, 𝜔′ = 𝑘′0; 𝐴(𝑥)是任意的Heisenberg-绘景

算符, 但其在单玻色子态|𝑘⟩与真空之间的矩阵元⟨VAC|𝐴(𝑥)|𝑘⟩ = (2𝜋)−3/2(2𝜔)−1/2𝑁𝑒𝑖𝑘·𝑥不为零;

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外, 可以在第一次阅读时省略.



10.8 色散关系 · 337 ·

而𝑁是矩阵元中的常数. 在光子散射中, 𝐴(𝑥)是电磁场的一个横向分量, 而对于无质量𝜋介子散射,

它是强子场的一个赝标量函数. 插入微分算符−𝑖�𝑥和−𝑖�𝑦是为了提供因子𝑖𝑘′2和𝑖𝑘2以抵消外线
玻色子传播子. 令这些算符作用在𝐴†(𝑦)和𝐴(𝑥)上, 我们有

𝑆 =
−1

(2𝜋)3
√
4𝜔𝜔′ |𝑁 |2

lim𝑘2→0 lim𝑘′2→0

×
∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑4𝑦 𝑒−𝑖𝑘

′·𝑦 𝑒𝑖𝑘·𝑥⟨𝛼|𝑇{𝐽†(𝑦), 𝐽(𝑥)}|𝛼⟩+ ETC , (10.8.2)

其中𝐽(𝑥) ≡ �𝑥𝐴(𝑥), 而“ETC”代表等时对易子项(equal time commutator)的Fourier变换, 等

时对易子产生于作用在编时乘积中阶跃函数上的导数. 对于𝑥0 = 𝑦0, 除非x = y, 否则类

似𝐴(𝑥)和𝐴†(𝑦)(或者它们的导数)的算符的对易子为零, 所以“ETC”项是作用在𝛿4(𝑥− 𝑦)上的微分

算符的Fourier变换, 因而是玻色子4-动量的多项式函数. 我们在这里关心的是𝑆-矩阵元的解析性

质, 所以该多项式的细节是无关的.

利用平移不变性, 方程(10.8.2)给定𝑆-矩阵元为𝑆 = −2𝜋𝑖𝛿4(𝑘′ − 𝑘)𝑀(𝜔), 其中

𝑀(𝜔) =
−𝑖

2𝜔 |𝑁 |2
𝐹 (𝜔) , (10.8.3)

𝐹 (𝜔) ≡
∫︁
𝑑4𝑥 𝑒𝑖𝜔 ℓ·𝑥⟨𝛼|𝑇{𝐽†(0), 𝐽(𝑥)}|𝛼⟩+ ETC , (10.8.4)

现在它被理解成𝑘𝜇 = 𝜔ℓ𝜇, 其中ℓ是被ℓ𝜇ℓ𝜇 = 0和ℓ0 = 1所固定的4-矢.

以对易子的形式, 编时乘积可以重写成两种不同的形式

𝑇{𝐽†(0), 𝐽(𝑥)} = 𝜃(−𝑥0)[𝐽†(0), 𝐽(𝑥)] + 𝐽(𝑥)𝑗†(0)

= −𝜃(𝑥0)[𝐽†(0), 𝐽(𝑥)] + 𝐽†(0)𝐽(𝑥) . (10.8.5)

相对应地, 我们可以写下

𝐹 (𝜔) = 𝐹𝐴(𝜔) + 𝐹+(𝜔) = 𝐹𝑅(𝜔) + 𝐹−(𝜔) , (10.8.6)

其中

𝐹𝐴(𝜔) ≡
∫︁
𝑑4𝑥 𝜃(−𝑥0) ⟨𝛼|[𝐽†(0), 𝐽(𝑥)]|𝛼⟩𝑒𝑖𝜔 ℓ·𝑥 + ETC , (10.8.7)

𝐹𝑅(𝜔) ≡ −
∫︁
𝑑4𝑥 𝜃(𝑥0) ⟨𝛼|[𝐽†(0), 𝐽(𝑥)]|𝛼⟩𝑒𝑖𝜔 ℓ·𝑥 + ETC , (10.8.8)

𝐹+(𝜔) ≡
∫︁
𝑑4𝑥 ⟨𝛼|𝐽(𝑥) 𝐽†(0)|𝛼⟩𝑒𝑖𝜔 ℓ·𝑥 , (10.8.9)

𝐹−(𝜔) ≡
∫︁
𝑑4𝑥 ⟨𝛼|𝐽†(0) 𝐽(𝑥)|𝛼⟩𝑒𝑖𝜔 ℓ·𝑥 . (10.8.10)

微观因果律告诉我们, 除非𝑥𝜇在光锥内, 否则(10.8.7)和(10.8.8)中的被积函数为零, 然后阶跃函数

要求(10.8.7)中的𝑥𝜇在向后光锥内, 使得𝑥 · ℓ > 0, 要求(10.8.8)中的𝑥𝜇在向前光锥内, 使得𝑥 · ℓ < 0.

我们得到结论, 𝐹𝐴(𝜔)对于Im𝜔 > 0是解析的而𝐹𝑅(𝜔)对于Im𝜔 < 0是解析的, 这是因为在两种情
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况下因子𝑒𝑖𝜔ℓ·𝑥均为对𝑥𝜇的积分提供了一个截断. (回忆“ETC”项是多项式, 因而对于所有有限点

均解析.) 那么我们可以定义函数

F (𝜔) ≡
{︃
𝐹𝐴(𝜔) Im𝜔 > 0

𝐹𝑅(𝜔) Im𝜔 < 0
(10.8.11)

除了在实轴上有间断, 其对于整个复𝜔平面是解析的.

我们现在可以来推导色散关系了. 根据方程(10.8.6), F (𝜔)穿越在任意实的𝐸上的割点的不连

续性是

F (𝐸 + 𝑖𝜖)− F (𝐸 − 𝑖𝜖) = 𝐹𝐴(𝐸)− 𝐹𝑅(𝐸) = 𝐹−(𝐸)− 𝐹+(𝐸) . (10.8.12)

如果在上半平面或下半平面|𝜔| → ∞时, F (𝜔)/𝜔𝑛为零, 那么通过除以任意一个𝑛阶多项式𝑃 (𝜔),

我们可以获得一个在|𝜔| → ∞时为零的函数, 并且这个函数除了在实轴上的割点以及处在𝑃 (𝜔)零

点𝜔𝜈上的极点外都是解析的. (其中F (𝜔)本身在|𝜔| → ∞是为零, 我们可以取𝑃 (𝜔) = 1.) 根据留

数方法, 那么我们有

F (𝜔)

𝑃 (𝜔)
+
∑︁

𝜈

F (𝜔𝜈)

(𝜔𝜈 − 𝜔)𝑃 ′(𝜔𝜈)
=

1

2𝜋𝑖

∮︁

𝐶

F (𝑧)𝑑𝑧

(𝑧 − 𝜔)𝑃 (𝑧)
, (10.8.13)

其中𝜔是不在实轴上的任意点, 而𝐶是由两部分构成的围道: 一个在实轴之上从−∞ + 𝑖𝜖跑

到+∞ + 𝑖𝜖然后沿着大半圆回到−∞ + 𝑖𝜖, 另一个处在实轴之下, 从+∞− 𝑖𝜖跑到−∞− 𝑖𝜖然后沿

着大半圆回到+∞− 𝑖𝜖. 由于函数F (𝑧)/𝑃 (𝑧)在|𝑧| → ∞时为零, 我们可以忽视来自大半圆的贡献.

利用方程(10.8.12), 方程(10.8.13)变成

F (𝜔) = 𝑄(𝜔) +
𝑃 (𝜔)

2𝜋𝑖

∫︁ +∞

−∞

𝐹−(𝐸)− 𝐹+(𝐸)

(𝐸 − 𝜔)𝑃 (𝐸)
𝑑𝐸 , (10.8.14)

其中𝑄(𝜔)是(𝑛− 1)阶多项式

𝑄(𝜔) ≡ −𝑃 (𝜔)
∑︁

𝜈

F (𝜔𝜈)

(𝜔𝜈 − 𝜔)𝑃 ′(𝜔𝜈)
.

这种形式的色散关系, 其中𝑃 (𝜔)和𝑄(𝜔)分别是𝑛阶和𝑛 − 1阶的, 被称为有𝑛个消减. 如果我们

取𝑃 = 1, 那么𝑄 = 0, 这个关系就被称为未消减的.

如果我们让𝜔从上方接近实轴, 方程(10.8.14)给出

𝐹𝐴(𝜔) = 𝑄(𝜔) +
𝑃 (𝜔)

2𝜋𝑖

∫︁ +∞

−∞

𝐹−(𝐸)− 𝐹+(𝐸)

(𝐸 − 𝜔 − 𝑖𝜖)𝑃 (𝐸)
𝑑𝐸 . (10.8.15)

回忆方程(10.8.6)和(3.1.25), 这是

𝐹 (𝜔) = 𝑄(𝜔) +
1

2
𝐹−(𝜔) +

1

2
𝐹+(𝜔) +

𝑃 (𝜔)

2𝜋𝑖

∫︁ +∞

−∞

𝐹−(𝐸)− 𝐹+(𝐸)

(𝐸 − 𝜔)𝑃 (𝐸)
𝑑𝐸 (10.8.16)

其中1/(𝐸 − 𝜔)现在解释为主值函数P/(𝐸 − 𝜔).

这一结果是有用的, 这是因为我们可以用可测截面的方式表示函数𝐹±(𝐸). 对方程(10.8.9)和

(10.8.10)中的多粒子中间态𝛽的完全集求和(包括对𝛽中粒子的动量积分)并再次使用平移不变性,

我们有

𝐹+(𝐸) = (2𝜋)4
∑︁

𝛽

⃒⃒
⃒⟨𝛽|𝐽(0)†|𝛼⟩

⃒⃒
⃒
2
𝛿4(−𝑝𝛼 + 𝐸ℓ+ 𝑝𝛽) , (10.8.17)
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𝐹−(𝐸) = (2𝜋)4
∑︁

𝛽

|⟨𝛽|𝐽(0)|𝛼⟩|2 𝛿4(𝑝𝛼 + 𝐸ℓ− 𝑝𝛽) . (10.8.18)

但是在𝐵 + 𝛼 → 𝛽中吸收无质量玻色子𝐵的矩阵元, 或者在𝐵𝑐 + 𝛼 → 𝛽中吸收它的反粒子𝐵𝑐的矩

阵元是

− 2𝑖𝜋𝑀𝐵𝑐+𝛼→𝛽 =
(2𝜋)4

(2𝜋)3/2
√
2𝐸𝐵𝑐𝑁

⟨𝛽|𝐽(0)†|𝛼⟩ , (10.8.19)

− 2𝑖𝜋𝑀𝐵+𝛼→𝛽 =
(2𝜋)4

(2𝜋)3/2
√
2𝐸𝐵𝑁

⟨𝛽|𝐽(0)|𝛼⟩ . (10.8.20)

与方程(3.4.15)比较, 我们看到𝐹±(𝐸)可以表示成能量∓𝐸处的总截面**:

𝐹+(𝐸) = 𝜃(−𝐸)
2 |𝐸| |𝑁 |2
(2𝜋)3

𝜎𝛼+𝐵𝑐(|𝐸|) , (10.8.21)

𝐹−(𝐸) = 𝜃(𝐸)
2 |𝐸| |𝑁 |2
(2𝜋)3

𝜎𝛼+𝐵(𝐸) . (10.8.22)

现在, 对于实的𝜔 > 0, 散射振幅(10.8.3)是

𝑀(𝜔) =
−𝑖𝑄(𝜔)

2𝜔 |𝑁 |2
− 𝑖

2(2𝜋)3
𝜎𝛼+𝐵(𝜔)

− 𝑃 (𝜔)

𝜔(2𝜋)4

∫︁ ∞

0

[︂
𝜎𝛼+𝐵(𝐸)

(𝐸 − 𝜔)𝑃 (𝐸)
+

𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝐸)

(𝐸 + 𝜔)𝑃 (−𝐸)

]︂
𝐸 𝑑𝐸 . (10.8.23)

更加常见的是, 以实验室参照系中向前散射振幅𝑓(𝜔)的形式表示这个色散关系, 实验室参照

系被定义成使得实验室参照系微分截面在向前方向是|𝑓(𝜔)|2. 这一振幅以𝑀(𝜔)的形式给定

为𝑓(𝜔) = −4𝜋2𝜔𝑀(𝜔) = 2𝜋2𝑖𝐹 (𝜔)/ |𝑁 |2, 所以方程(10.8.23)现在变成

𝑓(𝜔) = 𝑅(𝜔) +
𝑖𝜔

4𝜋
𝜎𝛼+𝐵(𝜔)

+
𝑃 (𝜔)

4𝜋2

∫︁ ∞

0

[︂
𝜎𝛼+𝐵(𝐸)

(𝐸 − 𝜔)𝑃 (𝐸)
+

𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝐸)

(𝐸 + 𝜔)𝑃 (−𝐸)

]︂
𝐸 𝑑𝐸 ,

其中𝑅(𝜔) ≡ 2𝑖𝜋2𝑄(𝜔)/ |𝑁 |2. 光学定理(3.6.4)告诉我们右边的第二项等于𝑖 Im 𝑓(𝜔), 所以这也可

以写成更通常的形式

Re 𝑓(𝜔) = 𝑅(𝜔)

+
𝑃 (𝜔)

4𝜋2

∫︁ ∞

0

[︂
𝜎𝛼+𝐵(𝐸)

(𝐸 − 𝜔)𝑃 (𝐸)
+

𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝐸)

(𝐸 + 𝜔)𝑃 (−𝐸)

]︂
𝐸 𝑑𝐸,

特别地, 我们看到如果我们选择𝑃 (𝜔)为实, 那么𝑅(𝜔)为实.

向前散射振幅又满足一个重要的对称性条件. 通过将方程(10.8.7)和(10.8.8)中的积分变量𝑥变

成−𝑥, 然后再使用平移不变性

⟨𝛼|[𝐽†(0), 𝐽(−𝑥)]|𝛼⟩ = ⟨𝛼|[𝐽†(𝑥), 𝐽(0)]|𝛼⟩
**在某些情况下, 选择定则允许跃迁𝛼→ 𝛼+𝐵和𝛼→ 𝛼+𝐵𝑐, 函数𝐹±(𝐸)也包含正比于𝛿(𝐸)的项, 这一项来源于对

中间态𝛽的求和中单粒子态𝛼的贡献. 对于横向偏振光子, 或是极限𝑚𝜋 → 0中的赝标量𝜋介子, 这是不会发生的.
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我们看到对于Im𝜔 ≤ 0, 除了交换𝐽与𝐽†, 𝐹𝐴(−𝜔)与𝐹𝑅(𝜔)是相同的. 即,

𝐹𝐴(−𝜔) = 𝐹 𝑐𝑅(𝜔) 对于 Im𝜔 ≤ 0 ,

其中下标𝑐表明该振幅指代的是反粒子𝐵𝑐在𝛼上的散射. (这个关系不被方程(10.8.7)和(10.8.8)中

的等时对易子项所影响的证明, 我们留给读者.) 以同样的方式, 我们发现

𝐹𝑅(−𝜔) = 𝐹 𝑐𝐴(𝜔) 对于 Im𝜔 ≥ 0 ,

并且, 对于实的𝜔

𝐹±(−𝜔) = 𝐹∓(𝜔) .

在(10.8.6)中使用这些关系, 并回忆𝑓(𝜔)是正比于𝐹 (𝜔), 针对于实的𝜔, 我们发现了交叉对称性关

系,

𝑓(−𝜔) = 𝑓 𝑐(𝜔) . (10.8.24)

我们可以随便地取𝑃 (𝜔)为充分高阶的任意多项式, 但是之后𝑅(𝜔)不仅依赖于𝑃 (𝜔), 也依

赖于F (𝜔)在𝑃 (𝜔)零点处的值. 如果𝑃 (𝜔)是实的且是𝑛-阶的, 方程(10.8.16)中唯一的自由参量是

实(𝑛 − 1)阶多项式𝑅(𝜔)中的𝑛个实系数. 因此方程(10.8.16)中仅包含𝑛个未知的独立实常数, 即对

于给定的𝑃 (𝜔), 多项式𝑅(𝜔)中的实系数. 因此我们希望将其它任意的𝑛多项式𝑃 (𝜔)取得尽可能的

小.

我们可以尝试取𝑃 (𝜔) = 1, 但这并不合理. 3.7节的分析认为向前散射振幅应该像𝜔或者

像𝜔 ln2 𝜔一样增长. 在𝑓(𝜔)/𝑃 (𝜔)随着𝜔 → ∞趋于零的情况下, 取𝑃 (𝜔)为二阶多项式是足够的, 这

使得𝑅(𝜔)关于𝜔是线性的. 方便起见选择𝑃 (𝐸) = 𝐸2, 那么方程(??)变成

Re 𝑓(𝜔) = 𝑎+ 𝑏𝜔

+
𝜔2

4𝜋2

∫︁ ∞

0

[︂
𝜎𝛼+𝐵(𝐸)

(𝐸 − 𝜔)
+
𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝐸)

(𝐸 + 𝜔)

]︂
𝑑𝐸

𝐸
, (10.8.25)

其中𝑎和𝑏是未知的常数. 交叉对称性条件(10.8.24)告诉我们色散关系中反粒子散射振幅𝑓 𝑐(𝜔)的相

对应常数是

𝑎𝑐 = 𝑎 , 𝑏𝑐 = −𝑏 . (10.8.26)

例如, 如果我们假定截面𝜎𝛼+𝐵(𝐸)和𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝐸)在𝐸 → ∞时的行为为不同的常数乘上(ln𝐸)𝑟,

那么(10.8.25)会给出

Re 𝑓(𝜔) ∼ [𝜎𝛼+𝐵(𝜔)− 𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝜔)]𝜔 ln𝜔 ∼ 𝜔(ln𝜔)𝑟+1 (10.8.27)

所以散射振幅的实部的增长要比虚部快一个因子ln𝜔. 这是难以置信的; 我们在3.7节看到,

在𝜔 → ∞时, 散射振幅的实部预期要比虚部小得多, 这也是实验所证实的. 我们得到结论, 如

果𝜎𝛼+𝐵(𝐸)和𝜎𝛼+𝐵𝑐(𝐸)在𝐸 → ∞时的行为为常数乘上(ln𝐸)𝑟, 那么这两个常数必须是相同的. 因

为我们在这里关心的是高能极限, 这一结果不依赖于𝐵是无质量玻色子的假定, 所以在同样意

义上, 在高能下, 任何粒子与其反粒子在一固定靶上的截面的比值应该趋于一. 这一结果是所

谓Pomeranchuk(波梅兰丘克)定理16稍微推广的版本. (Pomeranchuk仅考虑了情况𝑟 = 0, 而3.7节

以及截面的观测行为都支持𝑟 = 2是更可能的.)
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尽管Pomeranchuk从类似3.7节的讨论中得到了对散射振幅渐进行为的估计, 现今, 高能行为

通常从Regge(雷吉)极点理论17推导出来. 在这里进入该理论的细节将使我们远离主题; 只需知

道, 对于强子过程, 随着𝜔趋于无穷, 𝑓(𝜔)的渐进行为是对正比于𝜔𝛼𝑛(0)的项的求和, 其中𝛼𝑛(𝑡)是一

组“Regge轨迹”,每一个对应于碰撞过程中无限组不同的单强子态的交换.强子-强子散射中的领头

轨迹(实际上, 很多轨迹的复合)是“玻密子(Pomeron)”, 对于玻密子, 𝛼(0)接近于一. 正是这个轨迹

给出了𝐸 → ∞时近似为常数的截面. 我们可以从强子态的频谱中估计更低阶Regge轨迹的𝛼𝑛(0).

在质量𝑚处发生自旋𝑗的介子共振的一个必要不充分条件18是, 𝑚2等于𝑡的值且其中轨迹𝛼𝑛(𝑡)之一

等于𝑗. 除了玻密子, 在𝜋介子-核子散射的领头轨迹上, 我们发现了, 在𝑚 = 770Mev处𝑗 = 1的𝜌介

子, 𝑚 = 1690Mev处𝑗 = 3的𝑔介子, 以及𝑚 = 2350Mev处𝑗 = 5的介子. 推算这些𝛼(𝑡)的值至𝑡 = 0,

我们可以估计出这个轨迹有𝛼(0) ≈ 0.5. 这个轨迹与𝜋+和𝜋−的耦合有一相反符号, 所以对于𝜋介

子-核子散射, 我们预期𝑓(𝜔)− 𝑓 𝑐(𝜔)的行为粗略类似于
√
𝜔.

对于光子散射, 𝐵和𝐵𝑐之间不存在区别,所以方程(10.8.26)在这里给出𝑏 = 0,而方程(10.8.25)变

成

𝑓(𝜔) = 𝑎+
𝜔2

2𝜋2

∫︁ ∞

0

𝜎(𝐸)

𝐸2 − 𝜔2
𝑑𝐸 . (10.8.28)

这本质上是原始的Kramers-Kronig13关系. 正如我们将在13.5节中看到的, 对于荷为𝑒而质量

为𝑚的靶, 常数𝑎有著名的值Re 𝑓(0) = −𝑒2/𝑚.
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第 11 章 量子电动力学中的一圈辐射修正

在本章我们将继续进行带荷轻子——仅与电磁场相互作用的有质量自旋1
2粒子理论中的一

些经典一圈计算. 已知存在的轻子有三种或三“味”: 电子和𝜇子, 以及最重的, 最近发现的𝜏子.

尽管我们的大多数计算将等价地适用于𝜇子和𝜏子, 明确起见, 我们这里的计算中的带荷粒子指

代“电子”. 在11.1节的一些通用准备后, 我们将在11.2节进行真空极化的计算, 在11.3节计算电

子的反常磁矩, 在11.4节计算电子自能. 在行进的过程中, 我们将引入数个在这种计算中被证

实有用的数学技巧, 包括Feynman参量的使用, Wick旋转, 以及‘t Hooft和Veltman的维数正规化

和Pauli和Villars(维拉斯)的旧正规化方法. 尽管我们将遇到无限大, 将会看到, 如果以重整化荷和

重整化质量的形式表述, 最终的结果是有限的. 在下一章, 关于重整化我们在这里所学到的东西将

推广至微扰论任意阶中的一般理论.

11.1 抵消项

电子和光子的拉格朗日量密度被取为如下形式*

L = −1
4𝐹

𝜇𝜈
B 𝐹B𝜇𝜈 − 𝜓B

[︁
𝛾𝜇[𝜕

𝜇 + 𝑖𝑒B𝐴
𝜇
B] +𝑚B

]︁
𝜓B (11.1.1)

其中𝐹𝜇𝜈B ≡ 𝜕𝜇𝐴𝜈B − 𝜕𝜈𝐴𝜇B; 𝐴
𝜇
B和𝜓B是光子和电子的裸场(即, 非重整化场), 而−𝑒B和𝑚B是电子的

裸荷与裸质量. 正如上一章所描述的, 我们引入重整化场, 重整化荷以及重整化质量:

𝜓 ≡ 𝑍
−1/2
2 𝜓B , (11.1.2)

𝐴𝜇 ≡ 𝑍
−1/2
3 𝐴𝜇B , (11.1.3)

𝑒 ≡ 𝑍
+1/2
3 𝑒B , (11.1.4)

𝑚 ≡ 𝑚B + 𝛿𝑚 , (11.1.5)

其中对常数𝑍2, 𝑍3和𝛿𝑚进行调整, 使得重整化场传播子的极点与没有相互作用时的自由场传播子

的极点有相同的位置和留数. 那么, 以重整化量的形式, 拉格朗日量可以写为

L = L0 + L1 + L2 , (11.1.6)

其中

L0 = −1
4𝐹

𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝜓
[︁
𝛾𝜇𝜕

𝜇 +𝑚
]︁
𝜓 , (11.1.7)

L1 = −𝑖𝑒𝐴𝜇𝜓𝛾𝜇𝜓 , (11.1.8)

*在本章, 我们不会在Heisenberg-绘景和相互作用绘景之间做变换, 所以我们将回到传统的记法, 在这个记法中大写

的𝐴和小写的𝜓分别用来标记光子场和带荷粒子场.

343
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q−→

p

p− q

图 11.1 量子电动力学中真空极化的一圈图. 这里波浪线代表光子; 带箭头线代表电子

而L2是“抵消项”的和

L2 = −1
4(𝑍3 − 1)𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − (𝑍2 − 1)𝜓

[︁
𝛾𝜇𝜕

𝜇 +𝑚
]︁
𝜓

+ 𝑍2𝛿𝑚𝜓𝜓 − 𝑖𝑒(𝑍2 − 1)𝐴𝜇𝜓𝛾
𝜇𝜓 . (11.1.9)

将会发现L2中的所有项是𝑒的二阶或更高阶, 并且这些项仅是用来抵消圈图所产生的发散.

11.2 真空极化

我们现在开始我们首个包含圈图的辐射修正计算, 即所谓的真空极化效应, 由对与内光子线

相联系的传播子的修正构成. 在氢原子能级中, 真空极化会产生可测量的偏移, 并对束缚在重核周

围原子轨道中的𝜇子能量做了重要的修正. 另外, 正如我们将在卷II中所讨论的, 在电动力学或其

它规范理论高能行为的计算中, 真空极化的计算提供了一个关键元素.

就像10.5节中那样, 我们定义𝑖(2𝜋)4Π*𝜇𝜈(𝑞)为所有有两个光子外线的连接图之和, 这些连接

图携带极化指标𝜇和𝜈并携带4-动量𝑞进入并离开图, 其中不包含两条外线的光子传播子, 而星

号代表我们排除了那些可以通过剪断某些内光子线变成非连的图. 全光子传播子Δ′𝜇𝜈(𝑞)由方

程(10.5.13)给定:

Δ′ = Δ[1−Π*Δ]−1 , (11.2.1)

其中Δ𝜇𝜈(𝑞)是没有辐射修正的光子传播子. 在这里我们的任务是计算对Π*𝜇𝜈(𝑞)的领头贡献.

在最低阶中有对Π*的一圈贡献, 对应于图11.1中的图:

𝑖(2𝜋)4Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) = −

∫︁
𝑑4𝑝 Tr

{︂[︂ −𝑖
(2𝜋)4

−𝑖/𝑝+𝑚

𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂

×
[︁
(2𝜋)4𝑒𝛾𝜌

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

−𝑖(/𝑝− /𝑞) +𝑚

(𝑝− 𝑞)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂ [︁
(2𝜋)4𝑒𝛾𝜎

]︁}︂
(11.2.2)

其中右边的负号是出现费米子圈所要求的. 更简洁些, 这是

Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) =

−𝑖𝑒2
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝

Tr
{︀
[−𝑖/𝑝+𝑚]𝛾𝜌

[︀
− 𝑖(/𝑝− /𝑞) +𝑚

]︀
𝛾𝜎
}︀

(𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖)
(︀
(𝑝− 𝑞)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

)︀ . (11.2.3)

做这个积分的第一步是使用由Feynman所引入的一个技巧.1 我们使用基本公式

1

𝐴𝐵
=

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

[(1− 𝑥)𝐴+ 𝑥𝐵]2
(11.2.4)
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x

x

图 11.2 𝑝0积分围道的Wick旋转. 小x标记𝑝0复平面中的极点; 箭头代表积分围道旋转的方向, 从实𝑝0-轴到

虚𝑝0-轴.

将方程(11.2.3)中的标量传播子乘积写成

1

(𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖)((𝑝− 𝑞)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖)
=

∫︁ 1

0

[︁
(𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖)(1− 𝑥)

+
(︁
(𝑝− 𝑞)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

)︁
𝑥
]︁−2

𝑑𝑥

=

∫︁ 1

0

[︁
𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖− 2𝑝 · 𝑞𝑥+ 𝑞2𝑥

]︁−2
𝑑𝑥

=

∫︁ 1

0

[︁
(𝑝− 𝑞𝑥)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖+ 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

]︁−2
𝑑𝑥 .

(这是本章附录所给出的一类积分中的特殊情况.) 我们现在可以偏移动量空间中的积分变量*

𝑝→ 𝑝+ 𝑞𝑥 ,

使得方程(11.2.3)变成

Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) =

−𝑖𝑒2
(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁
𝑑4𝑝
[︁
𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖+ 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

]︁−2

× Tr
{︀[︀

− 𝑖(/𝑝+ /𝑞𝑥) +𝑚
]︀
𝛾𝜌
[︀
− 𝑖
(︀
/𝑝− /𝑞(1− 𝑥)

)︀
+𝑚

]︀
𝛾𝜎
}︀
. (11.2.5)

利用第8章附录的结果, 可以轻松地算出这里的迹

Tr
{︀[︀

− 𝑖(/𝑝+ /𝑞𝑥) +𝑚
]︀
𝛾𝜌
[︀
− 𝑖
(︀
/𝑝− /𝑞(1− 𝑥)

)︀
+𝑚

]︀
𝛾𝜎
}︀

= 4
[︁
− (𝑝+ 𝑞𝑥)𝜌 (𝑝− 𝑞(1− 𝑥))𝜎 + (𝑝+ 𝑞𝑥) · (𝑝− 𝑞(1− 𝑥))𝜂𝜌𝜎

− (𝑝+ 𝑞𝑥)𝜎 (𝑝− 𝑞(1− 𝑥))𝜌 +𝑚2𝜂𝜌𝜎
]︁
. (11.2.6)

*严格地讲, 这一步仅在收敛积分中适用. 原则上, 为了证明这种变量的偏移合理. 我们已经引入一些正规化方案使

得所有积分收敛, 例如下面要讨论的维数正规化方案.
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我们的下一步被称为Wick旋转.2 只要−𝑞2 < 4𝑚2, 对于0和1之间的所有𝑥, 𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)都

是正的, 所以方程(11.2.5)的被积函数中的极点处在𝑝0 = ±
√︀

p2 +𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)− 𝑖𝜖, 即, 恰

好处在负实轴的上方和正实轴的下方. (见图11.2.) 我们可以逆时针地旋转𝑝0的围道而不穿过任

何一个极点, 使得取代在实轴上从−∞到+∞对𝑝0积分, 我们转而在虚轴上从−𝑖∞到+𝑖∞对它积
分. 即, 我们可以写成𝑝0 = 𝑖𝑝4, 其中𝑝4取实值从−∞积到+∞. (如果不是−𝑖𝜖而是𝑖𝜖出现在传播
子的分母中, 那么我们将会令𝑝0 = −𝑖𝑝4, 其中𝑝4又一次取实值从−∞积到+∞. 这个效应将是改

变Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞)的符号.) 方程(11.2.5)现在变成

Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) =

4𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁
(𝑑4𝑝)𝐸

[︀
𝑝2 +𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

]︀−2

×
[︁
− (𝑝+ 𝑞𝑥)𝜌(𝑝− 𝑞(1− 𝑥))𝜎 + (𝑝+ 𝑞𝑥) · (𝑝− 𝑞(1− 𝑥)) 𝜂𝜌𝜎

− (𝑝+ 𝑞𝑥)𝜎(𝑝− 𝑞(1− 𝑥))𝜌 +𝑚2𝜂𝜌𝜎
]︁
, (11.2.7)

其中

(𝑑4𝑝)𝐸 = 𝑑𝑝1𝑑𝑝2𝑑𝑝3𝑑𝑝4

而所有的标量积利用欧几里得型进行计算

𝑎 · 𝑏 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 + 𝑎4𝑏4

其中指定了𝑞4 ≡ −𝑖𝑞0. 另外, 𝜂𝜌𝜎可以被取成克罗内克-𝛿符号, 其中指标取1, 2, 3, 4, 或者取成通常

的Minkowski张量, 其中指标取1, 2, 3, 0.

积分(11.2.7)严重发散. 最终所有的无穷大会抵消, 但是为了看到这点, 必须在计算的中

间阶段使用一些正规化技巧使得积分有限. 不会是简单地在某个最大动量Λ处截断积分, 而

只对𝑝2 < Λ2的𝑝𝜇积分, 因为这相当于在电子传播子中引入阶跃函数𝜃(Λ2 − 𝑝2), 而Ward等

式(10.4.25)表明为了维持规范不变性, 对电子传播子的任何修正必须伴随着对电子-光子顶点的修

正. 事实上, 伴随着一个普通的截断, 辐射修正会引入一个光子质量, 这是对规范不变性要求的一

个显然破坏.

经验表明正规化一个发散积分而不损害规范不变性的最方便方法是维数正规化, 这一技巧

有’t Hooft和Weltman3在1972年引入, 它基于从4维到任意时空维数𝑑的一个延拓. 这相当于在类

似(11.2.7)的积分中做角度平均, 方法是扔掉所有的𝑝的奇次项, 而将有偶数个𝑝-因子的项换成**

𝑝𝜇𝑝𝜈 → 𝑝2𝜂𝜇𝜈
⧸︁
𝑑 , (11.2.8)

𝑝𝜇𝑝𝜈𝑝𝜌𝑝𝜎 → (𝑝2)2[𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎 + 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 + 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌]
⧸︁
𝑑(𝑑+ 2) (11.2.9)

另外, 在以这种方式将被积函数写成仅是𝑝2的函数后, 体积元𝑑4𝑝𝐸被替换成Ω𝑑𝜅
𝑑−1𝑑𝜅, 其中𝜅 ≡√︀

𝑝2, 而Ω𝑑是𝑑维中单位球的面积.

Ω𝑑 = 2𝜋𝑑/2
⧸︁
Γ(𝑑/2) . (11.2.10)

积分(11.2.7)现在对复时空维数𝑑收敛. 我们可以通过复𝑑值将积分延拓至𝑑 = 4, 那么无穷大

将再现为因子(𝑑− 4)−1.

**通过注意这些表达式的形式是由Lorentz不变性以及指标𝜇, 𝜈, 𝜌等之间的对称性所规定的, 我们可以轻松地导出它

们, 而通过要求两边在与𝜂收缩后给出相同的结果可以找到因子.
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对于积分(11.2.7), 维数正规化给出

Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) =

4𝑒2Ω𝑑
(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ ∞

0
𝜅𝑑−1𝑑𝜅

[︁
𝜅2 +𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

]︁−2

×
[︂−2𝜅2

𝑑
𝜂𝜌𝜎 + 2𝑞𝜌𝑞𝜎𝑥(1− 𝑥) +

(︁
𝜅2 − 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

)︁
𝜂𝜌𝜎 +𝑚2𝜂𝜌𝜎

]︂
.

对𝜅的积分可以对任意复的𝑑(或者, 除了偶数, 对任意实的𝑑)进行. 我们可以使用著名公式(在本章

附录将给出更广泛的形式):

∫︁ ∞

0
𝜅𝑑−1[𝜅2 + 𝜈2]−2𝑑𝜅 = 1

2(𝜈
2)

𝑑
2
−2Γ(𝑑/2)Γ(2− 𝑑/2) , (11.2.11)

∫︁ ∞

0
𝜅𝑑+1[𝜅2 + 𝜈2]−2𝑑𝜅 = 1

2(𝜈
2)

𝑑
2
−1Γ(1 + 𝑑/2)Γ(1− 𝑑/2) , (11.2.12)

并发现

Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) =

2𝑒2Ω𝑑
(2𝜋)4

×
∫︁ 1

0
𝑑𝑥

[︃
(1− 2/𝑑)𝜂𝜌𝜎

(︁
𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

)︁ 𝑑
2
−1

Γ(1 + 𝑑/2)Γ(1− 𝑑/2)

+
(︁
2𝑞𝜌𝑞𝜎𝑥(1− 𝑥)− 𝑞2𝜂𝜌𝜎𝑥(1− 𝑥) +𝑚2𝜂𝜌𝜎

)︁(︁
𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

)︁ 𝑑
2
−2

× Γ(𝑑/2)Γ(2− 𝑑/2)

]︃
.

积分中的两项可以结合, 利用

(1− 2/𝑑)Γ(1 + 𝑑/2)Γ(1− 𝑑/2) = −Γ(𝑑/2)Γ(2− 𝑑/2) .

我们发现

Π*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) =

4𝑒2Ω𝑑
(2𝜋)4

Γ(𝑑/2)Γ(2− 𝑑/2)(𝑞𝜌𝑞𝜎 − 𝑞2𝜂𝜌𝜎)

×
∫︁ 1

0
𝑑𝑥 𝑥(1− 𝑥)(𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥))

𝑑
2
−2 . (11.2.13)

我们注意到一个重要的结果, 对Π*𝜌𝜎的这一贡献满足关系

𝑞𝜌Π
*𝜌𝜎
1 loop(𝑞) = 0 (11.2.14)

这正是10.5节中基于电流的守恒与中性所导出的. 我们使用维数正规化精确得到了这个结果. 维

数正规化给出这一结果的原因是流的守恒不依赖于时空的维数.

方程(11.2.13)中的Γ-函数Γ(2 − 𝑑/2)在𝑑 → 4是发散. 幸运的是, 正如我们在11.1节中看到的,

存在另外一个必须要加到Π*𝜌𝜎上的项, 来自于相互作用拉格朗日量中的−1
4(𝑍3 − 1)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈项. 这

一项有类似方程(11.2.13)的结构

Π*𝜌𝜎
L2

(𝑞) = −(𝑍3 − 1)(𝑞2𝜂𝜌𝜎 − 𝑞𝜌𝑞𝜎) , (11.2.15)
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所以到𝑒2阶, 完整的Π*有形式

Π*𝜌𝜎(𝑞) = (𝑞2𝜂𝜌𝜎 − 𝑞𝜌𝑞𝜎)𝜋(𝑞2) , (11.2.16)

其中

𝜋(𝑞2) = −4𝑒2Ω𝑑
(2𝜋)4

Γ(𝑑2)Γ(2− 𝑑
2)

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 𝑥(1− 𝑥)(𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥))

𝑑
2
−2

− (𝑍3 − 1) . (11.2.17)

正如我们在10.5节所看到的, 重整化电磁场的定义要求𝜋(0) = 0(为了使, 去除规范相关项后, 全光

子传播子在𝑞2 = 0处极点的留数与裸传播子相同). 因此, 到𝑒2阶,

𝑍3 = 1− 4𝑒2Ω𝑑
(2𝜋)4

Γ(𝑑2)Γ(2− 𝑑
2)(𝑚

2)
𝑑
2
−2

∫︁ 1

0
𝑥(1− 𝑥) 𝑑𝑥 , (11.2.18)

使得, 到𝑒2阶,

𝜋(𝑞2) = −4𝑒2Ω𝑑
(2𝜋)4

Γ(𝑑2)Γ(2− 𝑑
2)

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 𝑥(1− 𝑥)

×
[︂(︁
𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥)

)︁ 𝑑
2
−2

− (𝑚2)
𝑑
2
−2

]︂
. (11.2.19)

现在我们可以移掉正规化, 允许𝑑趋于它的物理值𝑑 = 4. 正如上面所提及的, 在一圈贡献中存

在一个无限大, 源于Γ-函数的极限行为

Γ(2− 𝑑
2) →

1

(2− 𝑑/2)
− 𝛾 ,

其中𝛾是Euler常数, 𝛾 = 0.5772157. 通过对Γ(2− 𝑑/2)使用1/(2− 𝑑/2), 再将其它所有的𝑑替换成4,

就给出了(𝑍3 − 1)的无限部分:

(𝑍3 − 1)∞ = −4𝑒2 · 2𝜋2
6(2𝜋)4

1

2− 𝑑/2
=

𝑒2

6𝜋2
1

𝑑− 4
. (11.2.20)

我们将在卷II看到, 这一结果将被用来推导电荷重整化群方程中的领头项.

在𝑑 = 4处的极点在𝜋(𝑞2)中显然抵消了,这是因为当𝑑 = 4时, (𝑚2+𝑞2𝑥(1−𝑥)) 𝑑
2
−2与(𝑚2)

𝑑
2
−2有

相同的极限1. 由于相同的原因, Γ(2−𝑑/2)中的−𝛾项,尽管对𝑍3−1有有限的贡献,但在总的𝜋(𝑞2)中

也抵消了. 存在对𝑍3 − 1其它有限的贡献, 这些贡献来源于Γ(2 − 𝑑/2)中的极点与Ω𝑑Γ(𝑑/2)围

绕𝑑 = 4的展开中的线性项之积, 但这些在𝜋(𝑞2)中也抵消了. 诚然, 在进行维数正规化中, 我们也

可以将(2𝜋)−4替换成(2𝜋)−𝑑, 而将因子𝑇𝑟1 = 4替换成𝛾-矩阵在任意偶数维𝑑中的维数2𝑑/2, 并且这

些将会对(𝑍3− 1)的有限部分有贡献, 但是对𝜋(𝑞2)无贡献. 更进一步, 𝑒2不能认为是𝑑-独立的, 这是

因为检查方程(11.2.13)证明了, 它有𝑑-相关维数[质量]4−𝑑. 如果我们取𝑒2 ∝ 𝜇4−𝑑, 其中𝜇是某个带

有质量单位的量,那么在𝑍3−1存在额外的有限项,它们源于Γ(2−𝑑/2)中的极点与𝜇4−𝑑在(4−𝑑)的
级数展开中的(4− 𝑑) ln𝜇之积, 但是, 又一次地, 它们在𝑍3 − 1与对𝜋(𝑞2)的一圈贡献之间抵消了.

在极限𝑑 → 4下, 唯一对𝜋(𝑞2)有贡献的项, 来自于Γ(2 − 𝑑/2)中的极点与(𝑚2 + 𝑞2𝑥(1 −
𝑥))

𝑑
2
−2和(𝑚2)

𝑑
2
−2在𝑑− 4的级数展开中的线性项之积:

(𝑚2 + 𝑞2𝑥(1− 𝑥))
𝑑
2
−2 − (𝑚2)

𝑑
2
−2 → (

𝑑

2
− 2) ln

(︂
1 +

𝑞2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂
. (11.2.21)
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1 2

1′ 2′

(a)

1 2

1′ 2′

(b)

图 11.3 带荷粒子散射的两个图. 这里带箭头的线是带荷粒子; 波浪线是光子. 图(b)表示对树级近似

图(a)的最低阶真空极化修正.

这最后给出了

𝜋(𝑞2) =
𝑒2

2𝜋2

∫︁ 1

0
𝑥(1− 𝑥) ln

(︂
1 +

𝑞2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2

)︂
𝑑𝑥 . (11.2.22)

通过考察真空极化在两个自旋1
2带荷粒子散射上的效应, 我们可以探索它的物理意义.

图11.3中的Feynman图对散射𝑆-矩阵元有如下形式的贡献

𝑆𝑎(1, 2 → 1′, 2′) = (2𝜋)−12/2𝛿4(𝑝1′ + 𝑝2′ − 𝑝1 − 𝑝2)
[︁
𝑒1(2𝜋)

4�̄�1′𝛾
𝜇𝑢1

]︁

×
[︁
− 𝑖(2𝜋)−4 1

𝑞2

]︁ [︁
𝑒2(2𝜋)

4�̄�2′𝛾𝜇𝑢2

]︁
,

𝑆𝑎(1, 2 → 1′, 2′) = (2𝜋)−12/2𝛿4(𝑝1′ + 𝑝2′ − 𝑝1 − 𝑝2)
[︁
𝑒1(2𝜋)

4�̄�1′𝛾
𝜇𝑢1

]︁

×
[︁
− 𝑖(2𝜋)−4 1

𝑞2

]︁2[︁
𝑖(2𝜋)4(𝑞2𝜂𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈)𝜋(𝑞

2)
]︁[︁
𝑒2(2𝜋)

4�̄�2′𝛾
𝜈𝑢2

]︁
,

其中𝑒1和𝑒2是两个被散射粒子的荷; 方程(11.2.22)中计算𝜋(𝑞2)使用的𝑒是图11.3的圈中循环粒子荷

的大小; 而𝑞𝜇是动量传递𝑞 ≡ 𝑝1 − 𝑝1′ = 𝑝2′ − 𝑝2. 利用守恒性质𝑞𝜇�̄�1′𝛾
𝜇𝑢1 = 0, 这两个图合起来产

生𝑆-矩阵元:

𝑆𝑎+𝑏(1, 2 → 1′, 2′) =
−𝑖𝑒1𝑒2
4𝜋2𝑞2

[1 + 𝜋(𝑞2)] 𝛿4(𝑝1′ + 𝑝2′ − 𝑝1 − 𝑝2)

×
[︁
�̄�1′𝛾

𝜇𝑢1

]︁[︁
�̄�2′𝛾𝜇𝑢2

]︁
. (11.2.23)

在非相对论极限下, �̄�1′𝛾
0𝑢1 ≃ −𝑖𝛿𝜎′

1𝜎1
而�̄�1′𝛾

𝑖𝑢1 ≃ 0, 对粒子2同样如此. 另外, 在这一极限

下𝑞0与|q|相比可忽略. 方程(11.2.23)在这一极限下变成

𝑆𝑎+𝑏(1, 2 → 1′, 2′) =
−𝑖𝑒1𝑒2
4𝜋2q2

[1 + 𝜋(q2)] 𝛿4(𝑝1′ + 𝑝2′ − 𝑝1 − 𝑝2)𝛿𝜎′
1𝜎1
𝛿𝜎′

2𝜎2
. (11.2.24)

这可以与一个定域的自旋无关中心势𝑉 (𝑟)所引起的Born近似中的𝑆-矩阵相比

𝑆Born(1, 2 → 1′, 2′) = −2𝑖𝜋𝛿(𝐸1′ + 𝐸2′ − 𝐸1 − 𝐸2)𝑇Born(1, 2 → 1′, 2′) . (11.2.25)
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𝑇Born(1, 2 → 1′, 2′) = 𝛿𝜎′
1𝜎1
𝛿𝜎′

2𝜎2

∫︁
𝑑3𝑥1

∫︁
𝑑3𝑥2 𝑉

(︁
|x1 − x2|

)︁

× (2𝜋)−12/2𝑒−𝑖p1′ ·x1𝑒−𝑖p2′ ·x2𝑒𝑖p1·x1𝑒𝑖p2·x2 . (11.2.26)

令x1 = x2 + r, 这给出

𝑆Born =
−𝑖
4𝜋2

𝛿4(𝑝1′ + 𝑝2′ − 𝑝1 − 𝑝2)𝛿𝜎′
1𝜎1
𝛿𝜎′

2𝜎2

×
∫︁
𝑑3𝑟 𝑉 (𝑟) 𝑒−𝑖q·r . (11.2.27)

比较该式与方程(11.2.23)表明了, 在非相对论极限下, 图11.3所产生的𝑆-矩阵相当于势𝑉 (𝑟)满足

∫︁
𝑑3𝑟 𝑉 (𝑟) 𝑒−𝑖q·r = 𝑒1𝑒2

1 + 𝜋(q2)

q2

或者, 逆转Fourier变换

𝑉 (𝑟) =
𝑒1𝑒2
(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑞 𝑒−𝑖q·r

[︂
1 + 𝜋(q2)

q2

]︂
. (11.2.28)

到辐射修正的第一阶, 方程(11.2.28)与两个相距为𝑟的扩展的荷分布𝑒1𝜂(𝑥)和𝑒2𝜂(𝑦)的静电相互作

用产生的是同一个势:

𝑉 (𝑟) = 𝑒1𝑒2

∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦

𝜂(x)𝜂(y)

4𝜋|x− y − r| , (11.2.29)

其中

𝜂(r) = 𝛿3(r) +
1

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑞 𝜋(q2) 𝑒𝑖q·r . (11.2.30)

注意到 ∫︁
𝑑3𝑟 𝜂(r) = 1 + 1

2𝜋(0) = 1 , (11.2.31)

所以粒子1和2的总荷, 正如用Coulomb势的长程部分所决定的, 是与控制重整化电磁场的相互作

用相同的常数𝑒1和𝑒2.

对于|r| ≠ 0, 通过一个直接的围道积分, 积分(11.2.30)可以被积掉:

𝜂(r) = − 𝑒2

8𝜋3𝑟3

∫︁ 1

0
𝑥(1− 𝑥) 𝑑𝑥

[︂
1 +

𝑚𝑟√︀
𝑥(1− 𝑥)

]︂
exp

(︂ −𝑚𝑟√︀
𝑥(1− 𝑥)

)︂
.

这个表达式对于所有的r都是负的. 然而, 我们已经看到𝜂(r)对所有的r积分等于1. 因此𝜂(r)必须

包含在r = 0处奇异的项(1 + 𝐿)𝛿3(r), 其中对𝐿进行选择使得满足方程(11.2.31):

𝐿 =
𝑒2

8𝜋3

∫︁
𝑑3𝑟

𝑟3

∫︁ 1

0
𝑥(1− 𝑥) 𝑑𝑥

[︂
1 +

𝑚𝑟√︀
𝑥(1− 𝑥)

]︂
exp

(︂ −𝑚𝑟√︀
𝑥(1− 𝑥)

)︂
. (11.2.32)

那么荷分布函数的完整表达式是

𝜂(r) = (1 + 𝐿)𝛿3(r)− 𝑒2

8𝜋3𝑟3

∫︁ 1

0
𝑥(1− 𝑥) 𝑑𝑥

×
[︂
1 +

𝑚𝑟√︀
𝑥(1− 𝑥)

]︂
exp

(︂ −𝑚𝑟√︀
𝑥(1− 𝑥)

)︂
. (11.2.33)
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这一结果的物理解释是, 一个裸点电荷吸引真空中产生的相反符号电荷的粒子, 排斥它们的反粒

子至无穷远, 使得裸荷实际上被屏蔽了, 产生变小了1/(1 + 𝐿)倍的重整化荷. 作为一个检验, 我

们会注意到如果我们截断发散积分(11.2.32), 令积分仅覆盖𝑟 ≥ 𝑎的部分, 我们发现这个部分对

于𝑎→ 0的发散是

𝐿∞ =
𝑒2

12𝜋2
ln 𝑎−1 . (11.2.34)

因此如果我们将动量空间截断Λ与𝑎−1等同起来, 𝐿的发散部分与(𝑍3 − 1)的发散部分的关系是

(𝑍3 − 1)∞ = −2𝐿∞ , (11.2.35)

这是因为到𝑒2阶重整化荷(10.4.18)给定为

𝑒ℓ = 𝑍
1/2
3 𝑒Bℓ ≃

(︀
1 + 1

2(𝑍3 − 1)
)︀
𝑒Bℓ ≃ (1 + 𝐿)−1𝑒Bℓ . (11.2.36)

下面来证明方程(11.2.35)

真空极化在𝜇子原子能级上有可观测效应. 我们将在第14章看到, 图11.3中Feynman图(b)的效

应是偏移波函数为𝜓(r)的原子态能量

Δ𝐸 =

∫︁
𝑑3𝑟Δ𝑉 (r) |𝜓(r)|2 , (11.2.37)

其中Δ𝑉 (r)是势(11.2.28)中的微扰

Δ𝑉 (r) =
𝑒1𝑒2
(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑞 𝑒𝑖q·r

[︂
𝜋(q2)

q2

]︂
. (11.2.38)

这个微扰对于𝑟 ≫ 𝑚−1指数衰减. 另一方面, 普通原子的电子波函数一般被限制在一个大得

多的半径𝑎 ≫ 𝑚−1之内; 例如, 绕着荷为𝑍𝑒的核的电子, 对于该电子的类氢轨道, 我们有𝑎 =

137/𝑍𝑚(这里𝑚 = 𝑚𝑒). 那么, 能量偏移将仅依赖于𝑟 ≪ 𝑎的波函数行为. 对于轨道角动量ℓ, 波函

数行为对于𝑟 ≪ 𝑎类似于𝑟ℓ, 所以方程(11.2.37)给出了正比于因子(𝑚𝑎)−(2ℓ+1)的因子. 因此与更高

的轨道角动量相比, ℓ = 0的真空极化效应要大得多. 对于ℓ = 0, 波函数对于小于或等于𝑚−1阶

的𝑟近似等于常数𝜓(0), 所以方程(11.2.37)变成

Δ𝐸 = |𝜓(0)|2
∫︁
𝑑3𝑟Δ𝑉 (r) . (11.2.39)

利用方程(11.2.38)和(11.2.22), 对势(𝑒1𝑒1 = −𝑍𝑒2)的偏移的积分是
∫︁
𝑑3𝑟Δ𝑉 (r) = −𝑍𝑒2𝜋′(0) = −4𝑍𝛼2

15𝑚2
. (11.2.40)

另外, 在ℓ = 0且主量子数为𝑛的类氢原子态中, 在原点的波函数是

𝜓(0) =
2√
4𝜋

(︂
𝑍𝛼𝑚

𝑛

)︂3/2

, (11.2.41)

所以能量偏移(11.2.39)是

Δ𝐸 = −4𝑍4𝛼5𝑚

15𝜋𝑛3
. (11.2.42)
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例如, 在氢原子的2𝑠态中, 能量偏移是−1.122 × 10−7eV, 对应于−27.13MHz的频率平移Δ𝐸/2𝜋~.
这有时被称为Uehling(尤林)效应.4 正如我们在第一章所讨论过的, 由于在没有各种辐射修正时,

纯Dirac理论讲精确预测氢原子2𝑠态和2𝑝态的简并, 这样微弱的能量偏移变得可观测. 我们将在

第14章看到, 2𝑠态和2𝑝态之间+1580MHz的“Lamb位移”中的大部分来自于其它的辐射修正, 但是

理论与实验吻合的相当好, 足以证实由于真空极化的−37.13MHz偏移确实出现了.

尽管在普通原子的辐射修正中, 真空极化只贡献小部分, 但在𝜇子原子中, 即一个𝜇子取代了轨

道电子的原子, 真空极化支配了辐射修正. 这是因为在𝜇子原子中, 基于量纲的原因, 大部分辐射

修正给出的能量偏移正比于𝑚𝜇, 而真空极化能积分
∫︀
𝑑3𝑟 Δ𝑉 , 由于是一个电子圈产生的, 仍然像

方程(11.2.40)中那样正比于𝑚−2
𝑒 , 给出的能量偏移正比于𝑚3

𝜇𝑚
−2
𝑒 = (210)2𝑚𝜇. 然而, 在这种情况

下, 𝜇子原子半径并不比电子Compton波长大多少, 所以近似结果(11.2.39)仅给出真空极化所产生

的能量数量级的能量偏移

* * *

为了与之后的计算相比较, 注意如果我们在𝜅 = Λ处截断积分, 那么取代方程(11.2.20), 我们

将遇到如下形式的积分

(𝑍3 − 1)∞ = − 𝑒2

6𝜋2

∫︁ Λ

𝜇
𝜅𝑑−5 𝑑𝜅 =

𝑒2

6𝜋2
𝜇𝑑−4 − Λ𝑑−4

𝑑− 4
,

其中𝜇是红外有效截断, 与图11.1的圈中循环的带荷粒子的质量是同一阶的. (找到这里的常数因

子的最简单方法是, 要求这个表达式对于𝑑 < 3且Λ → ∞的极限与方程(11.2.20)匹配.) 换成这样

一个紫外截断, 我们可以达到极限𝑑→ 4, 并获得

(𝑍3 − 1)∞ = − 𝑒2

6𝜋2
ln(Λ/𝜇) . (11.2.43)

11.3 反常磁矩与荷半径

我们的下一个例子是计算, 由于最低阶的辐射修, 电子或𝜇子的磁矩或荷半径中的偏移. 光

子-轻子顶点的一圈图以及重整化修正如图11.4所示. 正如我们在10.3节中讨论过的那样, 由于轻

子在质量壳上, 这些图中进入轻子线与外出轻子线上有嵌入的图为零. 在外光子线上有嵌入的图

是上一节所讨论的真空极化效应. 这使得这里需要计算的只剩一个一圈图(图11.4中的最后一个):

Γ𝜇1 loop(𝑝
′, 𝑝) =

∫︁
𝑑4𝑘

[︁
𝑒𝛾𝜌(2𝜋)4

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

−𝑖(/𝑝′ − /𝑘)

(𝑝′ − 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂
[𝛾𝜇]

×
[︂ −𝑖
(2𝜋)4

−𝑖(/𝑝− /𝑘)

(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂ [︁
𝑒𝛾𝜌(2𝜋)

4
]︁ [︂ −𝑖

(2𝜋)4
1

𝑘2 − 𝑖𝜖

]︂
, (11.3.1)

其中𝑝′和𝑝分别是末态轻子4-动量和初态轻子4-动量. (对于连接外光子线与内轻子线的顶点, 它的

贡献被取为𝛾𝜇, 这是因为在定义Γ𝜇中抽取了一个𝑒(2𝜋)4的因子.)

这个积分有一个显然的紫外发散, 粗略的像
∫︀
𝑑4𝑘/(𝑘2)2. 不像真空极化的情况, 在这里我们不

需要为了保持规范不变性所要求的结果而使用一个像维数正规化那样精妙的重整化处理, 这是因

为光子是一个中性粒子, 因此通过对光子传播子合适的修正(例如引入一个有很大截断质量𝑀的

因子𝑀2/(𝑘2 +𝑀2)), 并且无需在别的地方引入修正以保持规范不变性, 就可以使得积分有限. 无
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(a) (b) (c) (d)

图 11.4 光子-轻子顶点函数Γ𝜇的一圈图. 这里波浪线代表光子; 其它线代表电子或𝜇子. 图(a)和图(b)被轻

子场重整化项抵消了; 图(c)源于11.2节中计算的真空极化; 而图(d)是11.3节所要计算的.

论如何, 正如我们将看到的, 反常磁矩和荷半径的计算中根本就不会遇到任何紫外发散. 在下文中,

带着如有必要任何发散积分都可以用截断质量𝑀的形式表示这一理念, 我们将保留顶点函数积分

的无限形式.

我们从组合分母开始, 对本章, 使用附录中所描述的Feynman技巧的多重版本

1

𝐴𝐵𝐶
= 2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦
[︁
𝐴𝑦 +𝐵(𝑥− 𝑦) + 𝐶(1− 𝑥)

]︁−3
. (11.3.2)

应用于方程(11.3.1)中的分母, 这给出

1

(𝑝′ − 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

1

(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

1

𝑘2 − 𝑖𝜖

= 2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦
[︁(︁

(𝑝′ − 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
)︁
𝑦 +

(︁
(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

)︁
(𝑥− 𝑦)

+
(︁
𝑘2 − 𝑖𝜖

)︁
(1− 𝑥)]−3

= 2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦
[︁(︁
𝑘 − 𝑝′𝑦 − 𝑝(𝑥− 𝑦)

)︁2
+𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)− 𝑖𝜖

]︁−3
, (11.3.3)

其中𝑞 ≡ 𝑝− 𝑝′是光子传递的动量. 偏移积分变量

𝑘 → 𝑘 + 𝑝′𝑦 + 𝑝(𝑥− 𝑦)

积分(11.3.1)变成

Γ𝜇1 loop(𝑝
′, 𝑝) =

2𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁
𝑑4𝑘

[︁
𝑘2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)− 𝑖𝜖

]︁3

× 𝛾𝜌
[︁
− 𝑖
(︁
/𝑝
′(1− 𝑦)− /𝑘 − /𝑝(𝑥− 𝑦)

)︁
+𝑚

]︁
𝛾𝜇

×
[︁
− 𝑖
(︁
/𝑝(1− 𝑥+ 𝑦)− /𝑘 − /𝑝

′𝑦
)︁
+𝑚

]︁
𝛾𝜌 . (11.3.4)

我们的下一步是Wick旋转. 正如上一节所解释的那样, 分母中的−𝑖𝜖表明, 当我们把𝑘0的

积分围道旋转至虚轴时, 必须逆时针旋转, 使得对𝑘0从−∞到+∞的积分被替换成对虚值
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的𝑘0从−𝑖∞到+𝑖∞的积分, 或者等价地, 对实值的𝑘4 ≡ −𝑖𝑘0从−∞到+∞的积分. 我们也利用

方程(11.3.4)中分母的旋转对称性; 我们扔掉分子中𝑘的奇数次项, 将𝑘𝜆𝑘𝜎替换成𝜂𝜆𝜎𝑘2/4, 并将

体积元𝑑4𝑘 = 𝑖𝑑𝑘1𝑑𝑘2𝑑𝑘3𝑑𝑘4替换成2𝑖𝜋2𝜅2𝑑𝜅, 其中𝜅是4-矢𝑘的欧几里得型长度. 将这些汇总, 方

程(11.3.4)变成

Γ𝜇1 loop(𝑝
′, 𝑝) =

−4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0
𝜅3𝑑𝜅

{︁
− 𝜅2𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝜇𝛾𝜎𝛾𝜌/4

+ 𝛾𝜌
[︁
− 𝑖
(︁
/𝑝
′(1− 𝑦)− /𝑝(𝑥− 𝑦)

)︁
+𝑚

]︁
𝛾𝜇

×
[︁
− 𝑖
(︁
/𝑝(1− 𝑥+ 𝑦)− /𝑝

′𝑦
)︁
+𝑚

]︁
𝛾𝜌

}︁

×
[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

]︁−3
. (11.3.5)

这里我们仅对顶点函数在Dirac旋量之间的矩阵元�̄�′Γ𝑢感兴趣, 而这些旋量满足关系

�̄�′[𝑖 /𝑝
′ +𝑚] = 0 , [𝑖 /𝑝+𝑚]𝑢 = 0 .

因此, 通过使用Dirac矩阵的反对易关系把所有的/𝑝′因子挪到左边而把所有的/𝑝因子挪到右边,

移至两边后再把它们替换成𝑖𝑚, 我们就能简化这个表达式. 在一个直接但繁琐的计算后, 方

程(11.3.5)变成

�̄�′Γ𝜇1 loop(𝑝
′, 𝑝)𝑢 =

−4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0
𝜅3𝑑𝜅

�̄�′
{︁
𝛾𝜇
[︁
− 𝜅2 + 2𝑚2(𝑥2 − 4𝑥+ 2) + 2𝑞2(𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥)

]︁

+ 4𝑖𝑚𝑝′𝜇(𝑦 − 𝑥+ 𝑥𝑦) + 4𝑖𝑚𝑝𝜇(𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦)
}︁
𝑢

×
[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

]︁−3
. (11.3.6)

接下来我们利用最后剩下的因子在反射𝑦 → 𝑥− 𝑦下的对称性. 在这个反射下, 乘以𝑝′𝜇和𝑝𝜇的

函数𝑦 − 𝑥+ 𝑥𝑦和𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦相互交换, 所以这两个函数均被它们的平均替代:

1
2(𝑦 − 𝑥+ 𝑥𝑦) + 1

2(𝑥
2 − 𝑥𝑦 − 𝑦) = −1

2𝑥(1− 𝑥) .

这最终给出

�̄�′Γ𝜇1 loop(𝑝
′, 𝑝)𝑢 =

−4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0
𝜅3𝑑𝜅

× �̄�′
{︁
𝛾𝜇
[︁
− 𝜅2 + 2𝑚2(𝑥2 − 4𝑥+ 2) + 2𝑞2(𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥)

]︁

− 2𝑖𝑚(𝑝′𝜇 + 𝑝𝜇)𝑥(1− 𝑥)
}︁
𝑢

×
[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

]︁−3
. (11.3.7)

注意到𝑝𝜇和𝑝′𝜇现在仅出现在组合𝑝𝜇 + 𝑝′𝜇中, 这正是流守恒所要求的.

还有其它需要考虑的项. 当然, Γ𝜇中有零阶项𝛾𝜇. 修正项(11.1.9)中正比于𝑍2 − 1的项在Γ𝜇中

产生了

Γ𝜇L2
= (𝑍2 − 1)𝛾𝜇 . (11.3.8)
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另外, 在外光子传播子中嵌入修正的效应是:

Γ𝜇vac pol(𝑝
′, 𝑝) =

1

(𝑝′ − 𝑝)2 − 𝑖𝜖
Π𝜇𝜈(𝑝′ − 𝑝) 𝛾𝜈 . (11.3.9)

这些项中每一个, 其形式都与(𝐻(𝑞2) = 0的)一般结果(10.6.10)一致

�̄�′Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢 = �̄�′
[︂
𝛾𝜇𝐹 (𝑞2)− 𝑖

2𝑚
(𝑝+ 𝑝′)𝜇𝐺(𝑞2)

]︂
𝑢 . (11.3.10)

到𝑒2阶, 形状因子是

𝐹 (𝑞2) = 𝑍2 + 𝜋(𝑞2) +
4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0
𝜅3𝑑𝜅

×

[︁
𝜅2 − 2𝑚2(𝑥2 − 4𝑥+ 2)− 2𝑞2(𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥)

]︁

[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

]︁3 , (11.3.11)

𝐺(𝑞2) =
−4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0

4𝑚2𝑥(1− 𝑥)𝜅3 𝑑𝜅
[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

]︁3 , (11.3.12)

其中𝜋(𝑞2)是真空极化函数(11.2.22).

现在, 形状因子𝐺(𝑞2)的积分是有限的:

𝐺(𝑞2) =
−𝑒2𝑚2

4𝜋2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

𝑥(1− 𝑥)

𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)
. (11.3.13)

这使得计算反常磁矩变得简单. 在10.6节我们注意到, 对磁矩有贡献仅是𝛾𝜇项, 所以辐射修正的效

应是给磁矩的Dirac值𝑒/2𝑚乘以因子𝐹 (0). 但是真正轻子荷的𝑒的定义要求

𝐹 (0) +𝐺(0) = 1 , (11.3.14)

所以磁矩可以表示为

𝜇 =
𝑒

2𝑚

(︁
1−𝐺(0)

)︁
. (11.3.15)

从方程(11.3.13)中我们发现

−𝐺(0) =
𝑒2

8𝜋2
= 0.001161 . (11.3.16)

这是由Schwinger首次计算出的著名修正𝛼/2𝜋.5

当然, 这只是磁矩的辐射修正中的第一项. 即使就在下一阶, 𝑒的4次阶, 项的个数变得非常多

使得计算变得相当复杂. 然而, 由于𝜇子-质子质量比值很大, 在𝜇子的磁矩中有一个四阶项要比

其它几个四阶项都大一些. 这一项源于在二阶图的虚光子线中插入了一个电子圈. 如图11.5所

示. 这个电子圈的效应是将方程(11.3.1)中的光子传播子1/𝑘2变成(1 + 𝜋𝑒(𝑘
2))/𝑘2, 其中𝜋𝑒(𝑘

2)由方

程(11.2.22)给出, 但其中质量𝑚取为电子质量:

𝜋𝑒(𝑘
2) =

𝑒2

2𝜋2

∫︁ 1

0
𝑥(1− 𝑥) ln

(︂
1 +

𝑘2𝑥(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒

)︂
𝑑𝑥 .

对方程(11.3.12)的考察说明了, 在𝜇子磁矩的计算中, 虚光子动量𝑘上的有效截断是𝑚𝜇. 比
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图 11.5 𝜇子磁矩的两圈图. 这里粗直线代表𝜇子; 细的波浪线代表光子; 而其它细线是电子. 这个图对四阶

的𝜇子旋磁比有一个相对较大的贡献, 这个贡献正比于ln(𝑚𝜇/𝑚𝑒).

值𝑚𝜇/𝑚𝑒非常大使得对于𝑚
2
𝜇阶的𝑘

2, 我们可以做近似

𝜋𝑒(𝑘
2) ≃ 𝑒2

2𝜋2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 𝑥(1− 𝑥) ln(𝑚2

𝜇/𝑚
2
𝑒) =

𝑒2

12𝜋2
ln(𝑚2

𝜇/𝑚
2
𝑒) (11.3.17)

其中在ln(𝑚2
𝜇/𝑚

2
𝑒)中系数为1阶的项被忽略了. 因为这是一个常数, 在−𝐺(0)中, 通过在虚光子线

中增加一个电子圈所产生的变化, 就是给我们之前−𝐺(0)的结果(11.3.16)乘以方程(11.3.17), 使得

现在

𝜇𝜇 =
𝑒

2𝑚𝜇

(︃
1 +

𝑒2

8𝜋2
+

𝑒4

96𝜋2

[︃
ln
𝑚2
𝜇

𝑚2
𝑒

+𝑂(1)

]︃)︃
. (11.3.18)

(我们将在卷II看到, 这个讨论是重整化群方法的一个原始版本.) 这个结果11.3.18可以与整个4阶

结果相比:6

𝜇𝜇 =
𝑒

2𝑚𝜇

(︃
1 +

𝑒2

8𝜋2
+

𝑒4

96𝜋2

[︁
ln
𝑚2
𝜇

𝑚2
𝑒

− 25

6
+

197

24
+
𝜋2

2
+

9𝜁(3)

2
− 3𝜋2 ln 2 +𝑂

(︃
𝑚𝑒

𝑚𝜇

)︃]︁)︃
. (11.3.19)

结果是乘以𝑒4/96𝜋4的“𝑂(1)”项增加到了−6.137, 这比ln(𝑚2
𝜇/𝑚

2
𝑒) = 10.663小不了多少, 所以近

似(11.3.18)给出了仅到二阶因子的第四阶项. 与二阶结果𝜇𝜇 = 1.001161 𝑒/2𝑚𝜇以及当前的实验

值𝜇𝜇 = 1.001165923(8)𝑒/2𝑚𝜇相比, 正确的4阶结果给出𝜇𝜇 = 1.00116546 𝑒/2𝑚𝜇.

现在我们转向另一个形状因子. 方程(11.3.11)中𝐹 (𝑞2)的积分有紫外发散. 然而为了满足荷的

非重整化条件(11.3.14), 𝑍2要取如下值

𝑍2 = 1 +
𝑒2

8𝜋2
− 4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0
𝜅3𝑑𝜅

× 𝜅2 − 2𝑚2(𝑥2 − 4𝑥+ 2)
[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2

]︁3 . (11.3.20)
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(回忆𝜋(0) = 0.) 这本身是紫外发散, 其中无限大部分是

(𝑍2 − 1)∞ = − 𝑒2

8𝜋2

∫︁ ∞ 𝑑𝜅

𝜅
. (11.3.21)

将方程(11.3.20)代回方程(11.3.11)给出

𝐹 (𝑞2) = 1 +
𝑒2

8𝜋2
+ 𝜋(𝑞2) +

4𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

∫︁ ∞

0
𝜅3𝑑𝜅

×

⎧
⎪⎨
⎪⎩

[︁
𝜅2 − 2𝑚2(𝑥2 − 4𝑥− 2)− 2𝑞2(𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥)

]︁

[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

]︁3

−
[︀
𝜅2 − 2𝑚2(𝑥2 − 4𝑥− 2)

]︀
[︁
𝜅2 +𝑚2𝑥2

]︁3

⎫
⎪⎬
⎪⎭

. (11.3.22)

对𝜅的积分现在是收敛的:

𝐹 (𝑞2) = 1 +
𝑒2

8𝜋2
+ 𝜋(𝑞2) +

2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

×
{︂−𝑚2[𝑥2 − 4𝑥− 2]− 𝑞2[𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥)]

𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)
+
𝑥2 − 4𝑥+ 2

𝑥2

− ln

[︂
𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

𝑚2𝑥2

]︂}︂
. (11.3.23)

然而,我们看到,对𝑥和𝑦的积分现在在𝑥 = 0和𝑦 = 0处对数发散,这是因为在分母中有𝑥和/或𝑦的二

次项, 而在分子上只有两个微分𝑑𝑥 𝑑𝑦. 这个发散可以到方程(11.3.11)中在𝑥 = 0, 𝑦 = 0和𝜅 = 0处

为零的分母[𝜅2 +𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)]3. 由于这个发散来自于小的𝜅区域而非大的𝜅区域, 它被称为

红外发散而不是紫外发散.

在第13章, 我们将给出红外发散的一个综合处理. 在那里将证明, 对于类似电子-电子散射的

过程, 截面中的红外发散, 例如那些由电子形状因子𝐹 (𝑞2)中的红外发散所引入的发散, 在我们将

低能光子发散以及弹性散射包含在内后, 这些发散将会被抵消掉. 另外, 我们将在第14章看到, 当

我们计算对原子能级的辐射修正时, 由于束缚态电子不精确地在自由粒子质量壳上, 𝐹 (𝑞2)中的红

外发散是截断的. 现在, 我们将通过引入一个微小的光子质量𝜇以截断𝐹 (𝑞2)中的红外发射来继续

我们的计算, 将这个结果留给第14章, 看看如何使用.

若有了光子质量𝜇, 方程(11.3.1)中的分母𝑘2 − 𝑖𝜖将会被𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖替代. 那么效应就是在方

程(11.3.3)—(11.3.7), (11.3.11), (11.3.20)以及(11.3.24)的分母中给被立方的项加上一项𝜇2(1 − 𝑥).

这样方程(??)被替换成

𝐹 (𝑞2) = 1 +
𝑒2

8𝜋2
+ 𝜋(𝑞2) +

2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

×
{︂−𝑚2[𝑥2 − 4𝑥− 2]− 𝑞2[𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥)]

𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦) + 𝜇2(1− 𝑥)
+

𝑥2 − 4𝑥+ 2

𝑥2 + 𝜇2(1− 𝑥)

− ln

[︂
𝑚2𝑥2 + 𝑞2𝑦(𝑥− 𝑦)

𝑚2𝑥2 + 𝜇2(1− 𝑥)

]︂}︂
. (11.3.24)
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这个积分现在是完全收敛的. 它可以表示成Spence(斯盆司)函数的形式, 但是这个结果没有多少

启发性. 对于我们第14章的目的, 计算𝐹 (𝑞2)在𝑞2很小时的行为是足够的. 从Ward等式中, 我们

已经知道了𝐹 (0) = 1 − 𝐺(0) = 1 + 𝑒2/8𝜋2, 所以我们来考虑𝑞2 = 0处的一阶导数𝐹 ′(𝑞2). 根据方

程(??), 这是

𝐹 ′(0) = 𝜋′(0) +
2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑑𝑦

×
{︂
−2𝑦(𝑥− 𝑦) + 1− 𝑥

𝑚2𝑥2 + 𝜇2(1− 𝑥)
+
𝑚2[𝑥2 − 4𝑥+ 2]𝑦(𝑥− 𝑦)

[𝑚2𝑥2 + 𝜇2(1− 𝑥)]2

}︂
. (11.3.25)

方程(11.2.22)所给出的真空极化贡献是

𝜋′(0) =
𝑒2

60𝜋2𝑚2
. (11.3.26)

扔掉方程(11.3.25)中所用正比于𝜇/𝑚的幂次的项, 然后我们有*

𝐹 ′(0) =
𝑒2

24𝜋2𝑚2

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2

)︂
+

2

5
+

1

4

]︂
(11.3.27)

其中2
5是真空极化的贡献. 另一方面, 方程(11.3.13)表明𝐺(𝑞2)在𝑞2 = 0处有一有限导数,

𝐺′(0) =
𝑒2

48𝜋2𝑚2
. (11.3.28)

这些结果以顶点函数的另一表达式(10.6.15)所定义的电荷形状因子𝐹1(𝑞
2)的形式表示最为方便

�̄�(p′, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝′, 𝑝)𝑢(p, 𝜎)

= �̄�(p′, 𝜎′)
[︁
𝛾𝜇𝐹1(𝑞

2) +
1

2
𝑖[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ] (𝑝′ − 𝑝)𝜈 𝐹2(𝑞

2)
]︁
𝑢(p, 𝜎) . (11.3.29)

根据方程(10.6.17)和(10.6.18)

𝐹1(𝑞
2) = 𝐹 (𝑞2) +𝐺(𝑞2) . (11.3.30)

对于
⃒⃒
𝑞2
⃒⃒
≪ 𝑚2, 这一形状因子近似是

𝐹1(𝑞
2) ≃ 1 +

𝑒2

24𝜋2

(︂
𝑞2

𝑚2

)︂[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂
. (11.3.31)

这可以表示成荷半径𝑎的形式, 荷半径有电荷形状因子在𝑞2 → 0是的极限行为定义:

𝐹1(𝑞
2) → 1− 𝑞2𝑎2/6 . (11.3.32)

(这一定义的动机是, exp(𝑖q · x)对于半径为𝑎的球壳的平均在q2𝑎2 ≪ 1时趋于1− q2𝑎2/6.) 我们看

到电子的荷半径给定为

𝑎2 = − 𝑒2

4𝜋2𝑚2

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂
. (11.3.33)

我们将在第14章看到, 对于原子中的电子, 光子质量的角色由一个远小于𝑚的有限红外截断扮演,

所以这里的对数很大且是负值, 这产生了一个正的𝑎2值.

*𝑦-积分是平庸的. 在极限𝜇 ≪ 𝑚下, 𝑥-积分的计算变得非常轻松, 方法是将积分范围分成两部分, 一个从0到𝑠, 其

中𝜇/𝑚≪ 𝑠≪ 1, 而另一个是从𝑠到1.
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图 11.6 电子自能函数的一圈图. 像往常一样, 直线代表电子, 波浪线代表光子.

11.4 电子自能

我们以电子自能的计算总结本章. 尽管其本身没有什么直接的实验含义, 但是这里的一些的

结果在第14章和卷II中将是有用的.

像10.3节中那样,我们将有一条入电子线和一条出电子线的所有图之和定义为𝑖(2𝜋)4[Σ*(𝑝)]𝛽,𝛼,

其中𝑝是两条电子线携带的动量, 𝛼, 𝛽分别是入电子线和出电子线的Dirac指标, 而星号表示我们排

除了那些可以通过剪断某个内电子线就能变成非连接的图, 并且两个外线上的传播子被省略了.

那么全电子传播子由如下的和给出

[−𝑖(2𝜋)−4𝑆′(𝑝)] = [−𝑖(2𝜋)−4𝑆(𝑝)]

+ [−𝑖(2𝜋)−4𝑆(𝑝)] [𝑖(2𝜋)4Σ*(𝑝)] [−𝑖(2𝜋)−4𝑆(𝑝)] + · · · , (11.4.1)

其中

𝑆(𝑝) ≡ −𝑖/𝑝+𝑚𝑒

𝑝2 +𝑚2
𝑒 − 𝑖𝜖

. (11.4.2)

这个求和是平庸的, 给出

𝑆′(𝑝) = [𝑖/𝑝+𝑚𝑒 − Σ*(𝑝)− 𝑖𝜖]−1 . (11.4.3)

在最低阶有一个对Σ*的一圈贡献, 由图11.6给出:

𝑖(2𝜋)4Σ*
1 loop(𝑝) =

∫︁
𝑑4𝑘

[︂ −𝑖
(2𝜋)4

𝜂𝜌𝜎
𝑘2 − 𝑖𝜖

]︂

× [(2𝜋)2𝑒𝛾𝜌]

[︂ −𝑖
(2𝜋)4

−𝑖/𝑝+ 𝑖/𝑘 +𝑚𝑒

(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2
𝑒 − 𝑖𝜖

]︂
[(2𝜋)4𝑒𝛾𝜎]

或者简化些

Σ*
1 loop(𝑝) =

𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

[︂
1

𝑘2 − 𝑖𝜖

]︂

×
[︂
𝛾𝜌(−𝑖/𝑝+ 𝑖/𝑘 +𝑚𝑒)𝛾𝜌

(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2
𝑒 − 𝑖𝜖

]︂
. (11.4.4)

(这是在Feynman规范下的, 带荷粒子不在质量壳上的振幅是不是规范不变的.) 为了在我们计

算Lamb位移时的使用, 使用由Pauli和Villars8引入的正规化方法将是方便的. 我们将光子传播

子(𝑘2 − 𝑖𝜖)−1换成
1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖
,

使得电子自能函数变成

Σ*
1 loop(𝑝) =

𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

[︂
1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

]︂

×
[︂
𝛾𝜌(−𝑖/𝑝+ 𝑖/𝑘 +𝑚𝑒)𝛾𝜌

(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2
𝑒 − 𝑖𝜖

]︂
. (11.4.5)
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之后我们可以通过令正规化子质量𝜇趋于∞扔掉正规化子. 而在第14章, 我们也会关心𝜇 ≪ 𝑚𝑒的

情况.

我们仍使用Feynman技巧来组合分母, 并回忆起𝛾𝜌𝛾𝜅𝛾𝜌 = −2𝛾𝜅以及𝛾𝜌𝛾𝜌 = 4. 这给出

Σ*
1 loop(𝑝) =

𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘 [2𝑖(/𝑝− /𝑘) + 4𝑚𝑒]

×
∫︁ 1

0
𝑑𝑥

[︂
1

((𝑘 − 𝑝𝑥)2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥− 𝑖𝜖)2

− 1

((𝑘 − 𝑝𝑥)2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥+ 𝜇2(1− 𝑥)− 𝑖𝜖)2

]︂
. (11.4.6)

偏移积分变量𝑘 → 𝑘 + 𝑝𝑥并旋转积分围道, 给出

Σ*
1 loop(𝑝) =

−2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 [2𝑖(1− 𝑥)/𝑝+ 4𝑚𝑒]

∫︁ ∞

0
𝑑𝜅 𝜅3

×
[︂

1

(𝜅2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥)

2
− 1

(𝜅2 + 𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥+ 𝜇2(1− 𝑥))2

]︂
. (11.4.7)

𝜅-积分是平庸的

Σ*
1 loop(𝑝) =

−𝜋2𝑒2
(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 [2𝑖(1− 𝑥)/𝑝+ 4𝑚𝑒]

× ln

(︂
𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2

𝑒𝑥+ 𝜇2(1− 𝑥)

𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥

)︂
. (11.4.8)

相互作用(11.1.9)也在Σ*(𝑝)中贡献了一个抵消项−(𝑍2 − 1)(𝑖/𝑝 + 𝑚𝑒) + 𝑍2𝛿𝑚𝑒, 其中确

定𝑍2与𝛿𝑚𝑒的条件是, 视为𝑖/𝑝函数的𝑆′(𝑝)应该在𝑖/𝑝 = −𝑚𝑒处有留数为一的极点. (我们将在下

一章看到, 这使得当𝜇→ ∞时, Σ*在𝑒的所有阶有限.) 在最低阶, 这给出

𝛿𝑚𝑒 = −Σ*
1 loop

⃒⃒
⃒
𝑖/𝑝=−𝑚𝑒

=
2𝑚𝑒𝜋

2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 [1 + 𝑥] ln

(︂
𝑚2
𝑒𝑥

2 + 𝜇2(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒𝑥

2

)︂
, (11.4.9)

𝑍2 − 1 = −𝑖
𝜕Σ*

1 loop

𝜕/𝑝

⃒⃒
⃒⃒
𝑖/𝑝=−𝑚𝑒

= −2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

{︂
(1− 𝑥) ln

(︂
𝑚2
𝑒𝑥

2 + 𝜇2(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒𝑥

2

)︂

− 2𝜇2(1− 𝑥)2(1 + 𝑥)

𝑥(𝑚2
𝑒𝑥

2 + 𝜇2(1− 𝑥))

}︂
. (11.4.10)

(到这一阶, 我们不区分𝛿𝑚𝑒和𝑍2𝛿𝑚𝑒.) 扔掉在𝜇
2 → ∞时为零的项, 方程(11.4.8)—(11.4.10)给出

Σ*
1 loop(𝑝) =

−𝜋2𝑒2
(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 [2𝑖(1− 𝑥)/𝑝− 4𝑚𝑒] ln

(︂
𝜇2(1− 𝑥)

𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥

)︂
, (11.4.11)

𝛿𝑚𝑒 =
2𝑚𝑒𝜋

2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 [1 + 𝑥] ln

(︂
𝜇2(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒𝑥

2

)︂
, (11.4.12)

𝑍2 − 1 =
−2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

{︂
(1− 𝑥) ln

(︂
𝜇2(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒𝑥

2

)︂
− 2(1− 𝑥2)

𝑥

}︂
. (11.4.13)
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观察后发现, ln𝜇2项在全自能函数中抵消了, 留下

Σ*
order 𝑒2(𝑝) = Σ*

1 loop(𝑝)− (𝑍2 − 1)(𝑖/𝑝+𝑚𝑒) + 𝑍2𝛿𝑚𝑒

=
−2𝜋2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

{︂
[𝑖(1− 𝑥)/𝑝+ 2𝑚𝑒] ln

(︂
𝑚2
𝑒(1− 𝑥)

𝑝2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2
𝑒𝑥

2

)︂

−𝑚𝑒[1 + 𝑥] ln

(︂
1− 𝑥

𝑥2

)︂

− (𝑖/𝑝+𝑚𝑒)

[︂
(1− 𝑥) ln

(︂
1− 𝑥

𝑥2

)︂
− 2(1− 𝑥2)

𝑥

]︂}︂
.

还有一个发散, 来自于最后一项在𝑥 → 0时的行为, 这个发散可以追溯到, 当我们在计

算𝑍2 − 1时在𝑝 = −𝑚2
𝑒处取𝑝后, 方程(11.4.5)中对光子动量𝑘的积分在𝑘2 = 0处的奇异行为. 这种

红外发射将在第13章进行细致讨论. 目前, 我们关心的重点是紫外发散已经抵消掉了.

* * *

𝛿𝑚𝑒的结果(11.4.9)本身有一些值得注意的地方. 注意到𝛿𝑚𝑒/𝑚𝑒 > 0, 这正是我们对由于电荷

与其自身的场的相互作用所产生的电磁自能所预期的. 但是不像Poincaré, Adraham(亚伯拉罕)以

及其他人9对电磁自能的经典估计, 在极限𝜇 → ∞下, 这时截断已经去除了, 方程(11.4.9)仅是对数

发散的. 在这一极限下:

𝛿𝑚𝑒 →
6𝑚𝑒𝜋

2𝑒2

(2𝜋)4
ln

(︂
𝜇

𝑚𝑒

)︂
. (11.4.14)

在14.3节, 我们对Lamb位移的计算中, 我们将致力于相反的极限, 𝜇≪ 𝑚𝑒. 这里方程(11.4.9)给出

𝛿𝑚𝑒 →
𝑒2𝜇

8𝜋

[︂
1− 3𝜇

2𝜋𝑚𝑒
+ . . .

]︂
. (11.4.15)

附录 各种积分

为了组合𝑁个传播子的分母, 我们需要将类似𝐷−1
1 𝐷−1

2 . . . 𝐷−1
𝑁 的乘积替换成对一个函数的积

分, 而这个函数包含𝐷1, 𝐷2, . . . 𝐷𝑁的一个线性组合. 由于这个目的, 使用如下的公式通常是方便

的

1

𝐷1𝐷2 . . . 𝐷𝑁
= (𝑁 − 1)!

∫︁ 1

0
𝑑𝑥1

∫︁ 𝑥1

0
𝑑𝑥2 · · ·

∫︁ 𝑥𝑁−2

0
𝑑𝑥𝑁−1

× [𝐷1𝑥𝑁−1 +𝐷2(𝑥𝑁−2 − 𝑥𝑁−1) + · · ·+𝐷𝑁 (1− 𝑥1)]
−𝑁 . (11.A.1)

在本章我们使用了这一公式𝑁 = 2和𝑁 = 3时的特殊情况.

组合分母, 偏移4-动量积分变量, Wick旋转并使用4-维旋转不变性, 在这之后, 我们通常会遇

到如下形式的积分 ∫︁
𝑑4𝑘

(𝑘2)𝑛

(𝑘2 + 𝜈2)𝑚

其中(𝑘2 + 𝜈2)𝑚来自于结合后的传播子分母, 而(𝑘2)𝑛来自于传播子分子以及顶点动量因子. 这个

积分在2𝑛 + 4 ≥ 2𝑚时是发散的, 但是通过解析延拓, 将时空维数从4延拓到复值的𝑑, 这个积分可

以给出有限值. 为了计算随之的积分, 我们使用著名的公式
∫︁ ∞

0
𝑑𝜅

𝜅ℓ−1

(𝜅2 + 𝜈2)𝑚
= 𝜈ℓ−2𝑚Γ(ℓ/2)Γ(𝑚− ℓ/2)

2Γ(𝑚)
, (11.A.2)



· 362 · 第 11章 量子电动力学中的一圈辐射修正

其中ℓ = 𝑑+ 2𝑛. 在11.2节中, 我们使用了这一公式的特殊情况𝑛 = 0,𝑚 = 2和𝑛 = 1,𝑚 = 2.

紫外发散在方程(11.A.2)中的体现方式为: 对于固定的𝑛, 因子Γ(𝑚 − ℓ/2) = Γ(𝑚 − 𝑛 −
𝑑/2)在𝑑→ 4时的极点. 对于2 + 𝑛 = 𝑚, 这个因子变成

Γ

(︂
4− 𝑑

2

)︂
→ 2

𝑑− 4
+ 𝛾 , (11.A.3)

其中𝛾 = 0.5772157 · · ·是Euler常数. 从(11.A.3)以及Γ-函数的递推公式,我们可以获得2+𝑛 > 𝑚时

的极限行为.
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第 12 章 重整化的一般理论

我们在上一章看到, 在包含一圈图的量子电动力学计算中, 产生了对动量空间的发散积分, 但

是当我们将该理论中所有的参量表示成“重整化”参量的形式, 例如实际测量的质量和电荷, 这些

发散抵消了. 在1949年, Dyson1概述了这种抵消会发生在量子电动力学各阶的一个证明. 很快大

家就明白了Dyson的讨论适用于更大的一类理论(我们将在12.1节和12.2节证明这点), 这类理论中

有有限个相对简单的相互作用, 即所谓的可重整理论, 而量子电动力学仅是这类理论的一个简单

例子.

多年来, 大家普遍认为任何合理的物理理论将不得不采取可重整量子场论的形式. 在发展弱

作用, 电磁作用和强作用的现代“标准模型”中, 可重整的要求扮演了重要角色. 然而, 我们将在这

里看到, 紫外发散的抵消并不真正依赖于可重整性; 只要我们将对称性所允许的无限多个相互作

用中的每一个都包含在内, 所谓的不可重整理论实际上会像可重整理论一样是可重整的.

现今, 大家普遍认为用以描述在可达到能量处的物理的真实理论是所谓的“有效场论”. 正

如12.3节所要讨论的, 它们是更基础理论的低能近似, 而基础理论可能根本就不是场论. 任何一个

有效场论必然包含无限个不可重整的相互作用. 然而，就像在12.3节和12.4节所讨论的, 我们预期

在这种有效场论中, 所有的不可重整项在低能处都被抑制了. 因而, 尽管原因上与最初在这些理论

中做出可重整假定的动机不同, 类似量子电动力学和标准模型的可重整理论保留了它们在物理中

的地位.

12.1 发散度

我们来考察一类非常广泛的理论, 其中包含各种相互作用, 并用𝑖标记. 每种相互作用可以用

每一𝑓型场的个数𝑛𝑖𝑓 , 以及作用在场上的导数个数𝑑𝑖表征.

我们从计算这种理论中一个任意的连通的单粒子不可约Feynman图的“表观发散度”𝐷开始.

表观发散度𝐷是被积函数分母中动量因子的数目减去分子中动量因子的数目, 对于每个我们要做

的动量空间积分还要再加上4. 表观发散是对动量空间区域的积分在所有内线的动量都趋于无穷

大时的实际发散度. 即, 如果𝐷 > 0, 那么振幅中所有内动量以公共因子𝜅区域无穷的部分, 它的发

散类似于 ∫︁ ∞
𝜅𝐷−1𝑑𝜅 . (12.1.1)

在相同意义上, 发散度𝐷 = 0的积分是对数发散的, 而𝐷 < 0的积分是收敛的. 稍后我们将回到子

积分行为比该区域积分更坏这个问题上.

为了计算𝐷, 我们需要知道图的如下信息:

𝐼𝑓 ≡ 𝑓类场内线的数目,

𝐸𝑓 ≡ 𝑓类场外线的数目,

𝑁𝑖 ≡ 𝑖类相互作用顶点的数目.

363
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我们将以如下形式写出𝑓类场的传播子Δ𝑓 (𝑘)的渐进行为

Δ𝑓 (𝑘) ∼ 𝑘−2+2𝑠𝑓 . (12.1.2)

回顾第六章, 我们看到, 对于标量场𝑠𝑓 = 0, 对于Dirac场𝑠𝑓 = 1
2 , 对于有质量矢量场𝑠𝑓 = 1. 更普

遍地, 可以证明, 对于(𝐴,𝐵)型Lorentz变换的有质量场, 我们有𝑠𝑓 = 𝐴 + 𝐵. 不严格地说, 我们可

以称𝑠𝑓为“自旋”. 然而, 扔掉由于规范不变性而没有效应的项后, 有效光子传播子𝜂𝜇𝜈/𝑘
2有𝑠𝑓 = 0.

对于与守恒流耦合的有质量矢量场, 只要流不依赖于该矢量场, 类似的结果依然成立. 也可以证

明, 在相同意义下, 引力场𝑔𝜇𝜈也有𝑠𝑓 = 0的传播子.

根据方程(12.1.2), 传播子对𝐷的总贡献等于

∑︁

𝑓

𝐼𝑗(2𝑠𝑓 − 2) . (12.1.3)

另外, 每个𝑖类相互作用中的导数向积分中引入了𝑑𝑖个动量因子, 对𝐷的总贡献等于

∑︁

𝑖

𝑁𝑖𝑑𝑖 . (12.1.4)

最后, 我们需要独立的动量积分变量的总数. 每个内线可以标记一个4-动量, 但是它们不是全部独

立的; 去掉一个用以保证外动量守恒的𝛿-函数后, 每个顶点所附带的𝛿-函数在这些内动量之间强加

了一个线性关系. 因此, 动量空间积分元对𝐷贡献了一项

4

⎡
⎣∑︁

𝑓

𝐼𝑓 −
(︃∑︁

𝑖

𝑁𝑖 − 1

)︃⎤
⎦ , (12.1.5)

显然, 这正是图中相互独立圈的数目的4倍. 加上贡献(12.1.3), (12.1.4)和(12.1.5), 我们发现

𝐷 =
∑︁

𝑓

𝐼𝑓 (2𝑠𝑓 + 2) +
∑︁

𝑖

𝑁𝑖(𝑑𝑖 − 4) + 4 . (12.1.6)

方程(12.1.6)不像它所表现的那样方便, 因为它所给出的𝐷的值似乎依赖于Feynman图的内部

细节. 幸运地是, 它可以被拓扑等式简化

2𝐼𝑓 + 𝐸𝑓 =
∑︁

𝑖

𝑁𝑖 𝑛𝑖𝑓 . (12.1.7)

(每个内线贡献两条线与顶点相连, 而每个外线只贡献一条.) 利用方程(12.1.7)消除𝐼𝑓 , 我们看到方

程(12.1.6)变成

𝐷 = 4−
∑︁

𝑓

𝐸𝑓 (𝑠𝑓 + 1)−
∑︁

𝑖

𝑁𝑖Δ𝑖 , (12.1.8)

其中Δ𝑖是用来表征𝑖类相互作用的一个参量:

Δ𝑖 ≡ 4− 𝑑𝑖 −
∑︁

𝑓

𝑛𝑖𝑓 (𝑠𝑓 + 1) . (12.1.9)

不考虑Feynman图的结果, 只是通过简单的量纲分析也可以获得这个结果. 场的传播子是一

对自由场编时乘积的真空期望值的Fourier变换, 所以一个按照惯例归一化的场, 若它的量纲*以动

*本章中, 在~ = 𝑐 = 1的单位值下, “量纲”总是指质量或动量幂次的量纲. 我们使用的场是按惯例归一化的, 也就是

说自由场拉格朗日量中导数数目最多的那一项(其决定了传播子的渐进行为), 它的系数是无量纲的.
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表 12.1 量子电动力学拉格朗日密度中的项. 这里的𝑑𝑖, 𝑛𝑖𝛾和𝑛𝑖𝑒分别是相互作用中导数, 光子场和电子场

的个数, 而Δ𝑖是相应系数的量纲. (回忆起𝑠𝛾 = 0, 𝑠𝑒 =
1
2 .)

相互作用 𝑑𝑖 𝑛𝑖𝛾 𝑛𝑖𝑒 Δ𝑖

−𝑖𝑒𝜓 /𝐴𝜓 0 1 2 4− 1− 3 = 0

−1
4(𝑍3 − 1)𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 2 2 0 4− 2− 2 = 0

−(𝑍2 − 1)𝜓/𝜕𝜓 1 0 2 4− 1− 3 = 0

[−(𝑍2 − 1)𝑚+ 𝑍2𝛿𝑚]𝜓𝜓 0 0 2 4− 3 = 1

量幂次表示是D𝑓 , 那么传播子的量纲就是−4 + 2D𝑓 . 因此, 如果传播子在𝑘远大于质量时的行为类

似于𝑘−2+2𝑠𝑓 , 那么这个场的量纲必须满足−4 + 2D𝑓 = −2 + 2𝑠𝑓 , 或者D𝑓 = 1 + 𝑠𝑓 . 一个𝑖类相互

作用, 若它有𝑛𝑖𝑓个这样的场和𝑑𝑖个导数, 那么它的量纲是𝑑𝑖 +
∑︀

𝑓 𝑛𝑖𝑗(1 + 𝑠𝑓 ). 但是作用量必须是

无量纲的, 所以为了抵消𝑑4𝑥的量纲−4, 拉格朗日量密度中的每一项的量纲必须为+4. 因此, 相互

作用必须有一个量纲为4 − 𝑑𝑖 −
∑︀

𝑓 𝑛𝑖𝑗(1 + 𝑠𝑓 )的耦合常数, 这正好就是参数Δ𝑖. 有𝐸𝑓条𝑓类外线

的连通Feynman图, 其所对应的动量空间振幅是对总量纲为
∑︀

𝑓 𝐸𝑓 (1 + 𝑠𝑓 )的场的编时乘积的真空

期望值对4
∑︀

𝑓 𝐸𝑓个坐标的Fourier变换, 所以它的量纲为
∑︀

𝑓 𝐸𝑓 (−3+ 𝑠𝑓 ). 下面量纲中, −4来自于

动量空间𝛿-函数, 而
∑︀

𝑓 (−2 + 2𝑠𝑓 )是外线传播子的量纲, 所以动量空间积分本身再加上所有耦合

常数因子的量纲是

∑︁

𝑓

𝐸𝑓 (−3 + 𝑠𝑓 )− (−4)−
∑︁

𝑓

𝐸𝑓 (−2 + 2𝑠𝑓 ) = 4−
∑︁

𝑓

𝐸𝑓 (𝑠𝑓 + 1) .

给定Feynman图耦合常数的总量纲是
∑︀

𝑖𝑁𝑖Δ𝑖, 留下了量纲为4 −∑︀𝑓 𝐸𝑓 (𝑠𝑓 + 1) −∑︀𝑖𝑁𝑖Δ𝑖的动

量空间积分. 只要我们所关心的积分区域是所有动量一起趋于无穷的, 动量空间积分的发散度就

是它的量纲, 因而证明了方程(12.1.8).

如果所有相互作用都有Δ𝑖 ≥ 0, 那么方程(12.1.8)给出了𝐷的上界, 对于所要计算的振幅相应

的物理过程, 这个上界只依赖于物理过程中每类外线的数目

𝐷 ≤ 4−
∑︁

𝑓

𝐸𝑓 (𝑠𝑓 + 1) . (12.1.10)

例如, 在上一节所研究的量子电动力学的简单版本中, 拉格朗日量所包含的项的类型如表12.1所

示. 这里所有的相互作用都有Δ𝑖 ≥ 0, 因而有𝐸𝛾个外光子线和𝐸𝑒个外Dirac线的Feynman图的表观

发散度被方程(12.1.10)所限制:

𝐷 ≤ 4− 3

2
𝐸𝑒 − 𝐸𝛾 . (12.1.11)

仅有有限个外线组合可以产生表观发散的积分; 在12.2节将列举它们. 我们将要证明, 对于所有相

互作用的Δ𝑖 ≥ 0的理论中出现的有限个发散, 通过对有限个物理常数的重定义以及场的重整化,

这些发散被自动地去除了. 由于这个原因, 这种理论被称为可重整的. 在12.3节我们将编录所有的

可重整理论, 并讨论可重整性作为物理理论判据的意义.

“可重整”也可用于单个相互作用. 可重整相互作用是那些Δ𝑖 ≥ 0的相互作用, 它们的耦合常

数的量纲为正或为零. 有时会区分Δ𝑖 = 0的相互作用和Δ𝑖 > 0的相互作用, 前者称为可重整的,

后者称为超重整的. 由于增加额外的场或导数总会降低Δ𝑖, 包含任意给定类型场的可重整相互
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(a) (b) (c)

图 12.1 一些Compton散射的两圈图. 这里直线是电子; 波浪线是光子. 对图(a)的动量空间积分是发散的,

由于被虚线所包围的子图相联系的子积分是发散的, 对(b)和(c)的积分则是发散的.

作用仅有有限个. 我们已经看到在量子电动力学的最简版本中, 所有的相互作用都是可重整的,

而𝜓𝜓项是超重整的.

另一方面, 如果有相互作用有Δ𝑖 < 0, 我们引入的这样的顶点越多, 发散度(12.1.8)越大. 无论

我们把各种𝐸𝑓取得多大, 最终Δ𝑖的𝑖类顶点都可以足够多, 方程(12.1.8)将变成正的(或零), 而积分

会发散. 这种耦合常数量纲为负的相互作用被称为不可重整的;** 有任何不可重整相互作用的理论

也被称为不可重整的. 但这并不意味着这样的理论就是无希望的; 我们将看到这些发散也可以被

吸收进理论参量的重定义中, 但是这时我们需要无限个耦合.

需要铭记于心的是我们在这里所计算的Feynman图发散度仅源于所有内4-动量一起趋于无

穷的动量空间区域. 如果区域中仅属于某些子图的线的动量趋于无穷大, 发散也能产生. 例如,

在量子电动力学中, 对于Compton散射(其中𝐸𝑒 = 2, 𝐸𝛾 = 2), 方程(12.1.11)给出𝐷 ≤ −1, 并且

类似图12.1(a)的图是收敛的, 但是像图12.1(b)或12.1(c)的图是对数收敛的, 这是因为这些图包

含𝐷 ≥ 0的子图(由虚线框标出). 我们可以认为这些图的发散是由于, 当这些图的两个独立内4-动

量的八个分量在一个特定的4-维子空间上趋于无穷时的较坏的反常渐进行为, 即, 在这个子空间

中, 唯一真正趋于无穷的4-动量是插入在内线或电子-光子顶点上的圈中的动量.

已经被证明了,2 任意图所对应的振幅, 使其真正收敛的要求是幂次计数不仅对整个积分的完

全多重积分给出𝐷 < 0, 对于通过保持任意一个或多个圈动量的线性组合不变所定义的任意子图,

也要给出𝐷 < 0. (图12.1(b)和12.1(c)所示的图没有通过这个检验, 因为对于仅对虚线框中的圈动

量积分的子积分, 𝐷 ≥ 0.) 我们不会在这里重复这个相当长的证明, 因为在较早的书3中有很好的

处理, 并且无论怎样, 这个证明方法都与我们如何做真实的计算没多大关系. 下一节将描述这要求

是如何被满足的

**在微扰统计力学中, 不可重整相互作用称为不相关的, 因为它们在低能极限下变得不重要. 而可重整和超重整相互

作用被分别称为临界的和相关的.
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12.2 发散的抵消

考察表观发散度为正, 即𝐷 ≥ 0的Feynman图或者部分Feynman图. 那么, 所有内动量一

起趋于无穷的那部分动量空间积分将会像
∫︀∞

𝑘𝐷−1 𝑑𝑘那样发散. 如果我们相对任意外动量微

分𝐷 + 1次, 我们会将被积函数中的净动量因子数目降低𝐷 + 1个,* 因而使得这部分动量空间积分

收敛. 仍然可能存在源于子图的发散, 例如图12.1(a)和图12.1(b)中的子图; 我们暂且忽略这种可

能性, 在本节稍后将回到这种可能性. 既然微分𝐷 + 1次使得积分有限, 由此得出这样的图或子图

的贡献可以写成外动量的𝐷次多项式, 在该多项式中系数发散但有一个有限的余数.

为了在没有不相关的复杂性下了解其中的原理, 考察对数发散的一维积分

I (𝑞) ≡
∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘 + 𝑞

其中𝐷 = 1− 1 = 0. 微分一次给出

I ′(𝑞) ≡ −
∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

(𝑘 + 𝑞)2
= −1

𝑞
,

所以

I (𝑞) = − ln 𝑞 + 𝑐 .

常数𝑐显然是发散的, 但是积分的其它部分都是有限的. 以完全相同的方式, 我们可以算出𝐷 = 1的

积分 ∫︁ ∞

0

𝑘 𝑑𝑘

𝑘 + 𝑞
= 𝑎+ 𝑏𝑞 + 𝑞 ln 𝑞

其中常数𝑎和𝑏是发散的.

现在, 外动量的多项式项正是通过给拉格朗日量中添加合适的项所产生的: 如果有𝐸𝑓个𝑓类

外线的图, 其发散度𝐷 ≥ 0, 那么通过增加各种有𝑛𝑖𝑓 = 𝐸𝑓个𝑓类场以及𝑑𝑖 ≤ 𝐷个导数的相互作用𝑖,

这样所产生的紫外发散多项式与前者相同. 如果在拉格朗日量中已经有了这样的相互作用, 那么

紫外发散就是给这些相互作用的耦合常数加上修正. 因此, 通过在这些耦合常数中引入合适的无

限大项就可以抵消掉这些无限大. 所有我们所测量过的都是裸耦合常数与其中一个发散多项式相

对应系数的和, 所以如果我们希望这个和等于(可能有限)测量值, 那么裸耦合常数必须包含一个无

穷大以抵消对内动量的发散积分所产生的无穷大. (一个条件: 当发散发生在只有两条外线的图或

子图中, 其表现为对粒子传播子的辐射修正, 这里我们不是要求某些耦合常数等于测量值, 而是要

求全传播子与自由传播子在相同位置有留数相同的极点.) 以这种方式, 所有的无限大都被吸收进

耦合常数, 质量以及场的重定义中.

为了使这个重整化程序运作, 重要的是, 拉格朗日量中要包含所有对应Feynman振幅紫外发

散部分的相互作用. 当然, 拉格朗日量中的相互作用被各种对称性原理所限制, 例如Lorentz不变

性, 规范不变性等, 但是它们以限制相互作用的方式限制了紫外发散. (证明非阿贝尔规范对称性

以限制相互作用的方式限制了无限大要费些功夫, 这将在卷II中进行证明.) 在一般情况下, 在紫外

发散上没有其它限制, 所以拉格朗日量必须包含每个与对称原理相容的项. (在超对称理论中, 这

个规则存在例外.4)

*例如, 如果一个内标量场线携带动量𝑘 + 𝑝, 其中𝑝是外4-动量的线性组合而𝑘是积分4-动量变量, 那么传播

子[(𝑘 + 𝑝)2 +𝑚2]−1相对𝑝𝜇的导数给出−2(𝑘𝜇 + 𝑝𝜇)[(𝑘 + 𝑝)2 +𝑚2]−2, 其在𝑘 → ∞时趋于𝑘−3而不是𝑘−2.
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然而, 存在一类重要的理论, 其只有有限个相互作用, 但重整化程序依旧运作. 它们是所谓的

可重整理论, 其相互作用都有Δ𝑖 ≥ 0. 这样, 方程(12.1.8)给出

𝐷 ≤ 4−
∑︁

𝑓

𝐸𝑓 (𝑠𝑓 + 1) ,

所以仅有有限个Feynman图或子图中产生了发散多项式: 那些外线足够少使得𝐷 ≥ 0的图. 将这

些发散图或发散子图替换成单个顶点, 其中顶点由拉格朗日量中有𝐸𝑓个𝑓类场和0, 1, · · ·𝐷个导数
的项产生, 这样将会产生与这种发散多项式相同的贡献. 但是, 与方程(12.1.9)相比, 我们看到它们

与满足可重整性要求Δ𝑖 ≥ 0的相互作用是精确相同的, 或者换句话说,

0 ≤ 𝑑𝑖 ≤ 4−
∑︁

𝑓

𝑛𝑖𝑓 (𝑠𝑓 + 1) .

为了使所有的无限大在可重整理论中抵消掉, 通常需要对称性允许的所有相互作用都必须真

正地出现在拉格朗日量**中. 例如, 如果有相互作用为𝜓𝜓𝜑(或𝜓𝛾5𝛾𝜑)的标量(或赝标量)场𝜑和费

米场𝜓, 那么我们无法排除相互作用𝜑4; 否则就没有抵消项来抵消与四个标量或赝标量线相连的费

米圈所产生的对数发散.

我们来更细致的看一下在量子电动力学的最简版本中, 无限大的抵消是如何运作的. 方

程(12.1.11)表明只有如下的图或子图才可能产生发散积分:

Ee = 2, E𝛾 = 1

这是电子-光子顶点Γ
(ℓ)
𝜇 (𝑝′, 𝑝). (上标ℓ表明这仅包含圈图的贡献.) 它有𝐷 = 0, 所以它的发散部分

是动量无关的. 这样Lorentz不变性仅允许这个发散常数正比于𝛾𝜇, 所以

Γ(ℓ)
𝜇 = 𝐿𝛾𝜇 + Γ(𝑓)

𝜇 (12.2.1)

其中𝐿是个对数发散的常数, 而Γ
(𝑓)
𝜇 是有限的. 由于我们总可以把Γ

(𝑓)
𝜇 中的有限项𝛿𝐿 𝛾𝜇移到𝐿𝛾𝜇中,

所以这并不唯一地定义常数𝐿. 为了完成这个定义, 我们应指出, 就像10.4节中所证明的那样,

Γ𝜇(𝑝, 𝑝), 以及随之的Γ
(𝑓)
𝜇 (𝑝, 𝑝), 它们在质量壳Dirac旋量之间的的质量壳矩阵元正比于𝛾𝜇的同一矩

阵元, 所以我们可以通过𝑝2 +𝑚2
𝑒 = 0时的规定

�̄�(p, 𝜎′)Γ(𝑓)
𝜇 (𝑝, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) = 0 (12.2.2)

来定义𝐿.

Ee = 2, E𝛾 = 0

这是电子自能插入Σ*(𝑝). 它有𝐷 = 1, 所以它的发散部分对入费米子和出费米子所携带的动

量𝑝𝜇是线性的. Lorentz不变性(以及宇称守恒)只允许它是/𝑝的函数, 所以我们可以将圈贡献写成

Σ(ℓ)(𝑝) = 𝐴− (𝑖/𝑝+𝑚)𝐵 +Σ(𝑓)(/𝑝) , (12.2.3)

**额外地, 整体对称性不允许的相互作用和质量项, 只要它们是超重整的, 即有Δ𝑖 > 0, 就可以出现在拉格朗日量中.

这是因为超重整耦合的出现降低了发散度, 使得对称性破缺不影响那些被Δ𝑖 = 0的严格可重整耦合所抵消的发散. 要

注意的是, 要体现对称性的是裸的严格可重整耦合; 以质量壳矩阵元定义的重整化耦合一般表现的是对称性破缺的效

应.
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其中𝐴和𝐵是发散常数, 而Σ(𝑓)是有限的. 同样地, 因为我们总可以使Σ(𝑓)偏移一个有限的/𝑝的一阶

多项式. 我们将通过规定

Σ(𝑓) =
𝜕Σ(𝑓)

𝜕/𝑝
= 0 对于 𝑖/𝑝 = −𝑚 (12.2.4)

来定义𝐴和𝐵. 实际上, 𝐵不是一个新的发散常数. 只要我们使用一个遵守流守恒的正规化方案,

Γ𝜇和Σ将通过Ward等式(10.4.27)相关

Γ𝜇(𝑝, 𝑝) = 𝛾𝜇 + 𝑖
𝜕

𝜕𝑝𝜇
Σ(𝑝)

因而

𝐿𝛾𝜇 + Γ(𝑓)
𝜇 (𝑝, 𝑝) = 𝐵𝛾𝜇 + 𝑖

𝜕Σ(𝑓)(𝑝)

𝜕𝑝𝜇
. (12.2.5)

取该方程在�̄�(p, 𝜎′)与𝑢(p, 𝜎)之间的矩阵元, 并使用方程(12.2.2)和(12.2.4), 我们发现

𝐿 = 𝐵 . (12.2.6)

E𝛾 = 2, Ee = 0

这是光子自能插入Π*
𝜇𝜈(𝑞). 它有𝐷 = 2, 所以它的发散部分是𝑞的二次多项式. Lorentz不变性仅允

许Π*
𝜇𝜈采取𝜂𝜇𝜈和𝑞𝜇𝑞𝜈的线性组合的形式, 而系数只能依赖于𝑞2, 所以圈贡献采取形式

Π(ℓ)
𝜇𝜈 (𝑞) = 𝐶1𝜂𝜇𝜈 + 𝐶2𝜂𝜇𝜈𝑞

2 + 𝐶3𝑞𝜇𝑞𝜈 +有限项,

其中𝐶1, 𝐶2和𝐶3是发散常数. 只要我们使用遵守流守恒的正规化方案, 我们必然有

𝑞𝜇Π(ℓ)
𝜇𝜈 (𝑞) = 0 .

那么, 对于发散常数这同样要成立, 所以𝐶1𝑞𝜈 + (𝐶2 + 𝐶3)𝑞
2𝑞𝜈对于所有的𝑞都必须是有限的. 由此

得出𝐶1和𝐶2 + 𝐶3都必须是有限的, 因而可以被集中到Π
(ℓ)
𝜇𝜈 (𝑞)的有限部分中. 因此

Π(ℓ)
𝜇𝜈 (𝑞) = (𝜂𝜇𝜈𝑞

2 − 𝑞𝜇𝑞𝜈)
(︀
𝐶 + 𝜋(𝑞2)

)︀
, (12.2.7)

其中𝜋(𝑞2)是有限的而𝐶是Π
(ℓ)
𝜇𝜈中仅剩的发散. 为了确定𝐶的定义, 我们可以将任意的有限常

数𝜋(0)移入𝐶, 使得

𝜋(0) = 0 . (12.2.8)

E𝛾 = 4, Ee = 0

这是光被光散射的振幅𝑀𝜇𝜈𝜌𝜎. 它有𝐷 = 0, 所以, 利用Lorentz不变性和Bose统计, 它可以写

成(这里不存在非圈图贡献)

𝑀𝜇𝜈𝜌𝜎 = 𝐾(𝜂𝜇𝜈𝜂𝜌𝜎 + 𝜂𝜇𝜌𝜂𝜈𝜎 + 𝜂𝜇𝜎𝜂𝜈𝜌) +有限项

其中𝐾是潜在的发散常数. 然而, 流守恒给出

𝑞𝜇𝑀𝜇𝜈𝜌𝜎 = 0

因而𝐾(𝑞𝜈𝜂𝜌𝜎 + 𝑞𝜌𝜂𝜈𝜎 + 𝑞𝜎𝜂𝜈𝜌)是有限的. 为了使其对于𝑞 ̸= 0依然成立, 𝐾本身必须是有限的. 这

是对称性原理在重整化程序中所扮演角色的一个很好的示例; 如果𝐾表现为无限的, 无法通过对
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相互作用(𝐴𝜇𝐴
𝜇)2的耦合常数进行重整化来移除它, 因为规范不变性根本就不允许这样的相互作

用, 但是由于规范不变性所附加的流守恒条件, 𝐾是有限的.

E𝛾 = 1, Ee = 0 和和和 Ee = 1, E𝛾 = 0, 1, 2

它们分别有𝐷 = 3和𝐷 = 5
2 ,

3
2和

1
2 , 但Lorentz不变性使得所有这样的图为零.

E𝛾 = 3, Ee = 0

这有𝐷 = 1, 但由于荷共轭不变性为零.

读者也许已经注意到了, 独立发散常数𝐴,𝐵,𝐶与量子电动力学拉格朗日量的抵消项部

分(11.1.9)中的独立参量𝑍2, 𝑍3以及𝛿𝑚是一一对应的. 这些抵消项对Σ*(𝑝)有一个直接的贡

献𝑍2𝛿𝑚 − (𝑍2 − 1)(𝑖/𝑝 + 𝑚). 单粒子极点的位置与留数要与自由场相同的要求意味着, 我们

必须选择𝑍2和𝛿𝑚使得总的Σ*(𝑝)满足方程(12.2.4), 即

𝑍2 𝛿𝑚 = −𝐴 , (12.2.9)

𝑍2 − 1 = −𝐵 , (12.2.10)

这样, 完整的电子自能插入正是有限函数Σ(𝑓)(𝑝):

Σ(𝑝) = Σ(𝑓)(𝑝) . (12.2.11)

另外, L2对Γ𝜇的直接贡献等于(𝑍2 − 1)𝛾𝜇. 利用方程(12.2.6), 我们看到全顶点是

Γ𝜇 = 𝛾𝜇 + (𝑍2 − 1)𝛾𝜇 + Γ(ℓ)
𝜇 = 𝛾𝜇 + Γ(𝑓)

𝜇 . (12.2.12)

这不仅是有限的, 而且满足条件

�̄�(p, 𝜎′)Γ𝜇(𝑝, 𝑝)𝑢(p, 𝜎) = �̄�(p, 𝜎′)𝛾𝜇𝑢(p, 𝜎) , (12.2.13)

也可以从方程(10.6.13)和(10.6.14)中看到这一点. 最后, L2对Π*
𝜇𝜈(𝑞)的贡献为−(𝑍3 − 1)(𝑞2𝜂𝜇𝜈 −

𝑞𝜇𝑞𝜈). 为了使光子传播子与自由场有相同的极点且留数相同, 我们需要在总的Π𝜇𝜈(𝑞)中𝑞
2𝜂𝜇𝜈 −

𝑞𝜇𝑞𝜈的系数为零, 所以

𝑍3 = 1 + 𝐶 (12.2.14)

这样光子传播子就是有限的:

Π𝜇𝜈(𝑞) = (𝜂𝜇𝜈𝑞
2 − 𝑞𝜇𝑞𝜈)𝜋(𝑞

2) . (12.2.15)

迄今为止, 我们仅检验了, 产生于动量空间中所有内动量都很大(并带有通用的比例)的区域

的发散, 是外动量的多项式并可以被合适的抵消项抵消掉. 这样的图被称为表观收敛的. 在我

们得出所有的紫外发散实际上都可以被重整化移除的结论之前, 我们需要考察, 在高阶图中, 当

动量空间积分变量的一些子集而非全体趋于无穷大时产生的发散. 例如, 在量子电动力学中, 子

积分中的表观发散, 要么来源于光子自能部分Π*, 要么来源于电子自能部分Σ*, 要么来源于电

子-电子-光子顶点Γ𝜇. 这种发散的问题是无法通过对外动量微分去掉这些发散; 留给我们的项,

导数只能作用在不在发散子图中的内线上, 因而没有降低那些子图的发散度. 正如上一节所提到

的, 一个图或几个图的和, 仅当其自身以及它所有的子积分在动量幂次计数的意义上是表观收

敛时, 才是真正收敛的. 但只要这样的发散子图出现了, 一个无限大的抵消项就会伴随而来. 在

电动力学中, 它们是方程(11.1.9)中的项: 对于每一Π*
𝜇𝜈(𝑞)是−(𝑍3 − 1)(𝑞2𝜂𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈)项, 对于每一
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(Z2−1)2

(Z2−1)2 (Z3−1)overlap

图 12.2 量子电动力学中一些包含交缠发散的4阶光子自能图. 带箭头的线是电子; 波浪线是光子. 十字代

表抵消项的贡献.

(Z2−1)2

(Z2−1)2 (Z3−1)overlap

图 12.3 量子电动力学中一些包含交缠发散的4阶电子自能图. 波浪线是光子; 其它线是电子. 十字代表抵

消项的贡献.

个Σ*(𝑝)是𝑍2𝛿𝑚− (𝑍2 − 1)(𝑖/𝑝+𝑚)项, 而对于每一Γ𝜇是(𝑍2 − 1)𝛾𝜇项. 就像这个图是整体一样, 这

些抵消项抵消了来自发散子图的无限大.1

不幸的是, 这个简单的讨论中存在疏漏——交缠(overlap)发散的可能性. 即, 两个发散子图有

可能分享一条内线, 使得我们无法将它们视为独立的发散积分. 在量子电动力学中, 仅当两个电

子-电子-光子顶点在光子或电子自能插入†中交缠时, 如图12.2和12.3所示, 这才会发生.

将交缠发散考虑在内的完整重整化处理应该不仅要包含消除全部积分中表观紫外发散的处

理, 也要包含消除所有子积分中的表观发散的处理, 并且要证明这个处理被质量, 场以及耦合常

数的重整化(至少形式上地)实现了. 这样, 参考文献2的定理就确保了, 所有重整化场的Gree函

数, 当其以重整化质量和耦合表示时是有限的. 重整化场, 质量以及耦合使得整个积分以及所有

的子积分表观收敛的第一个证明由Salam(萨拉姆)给出.5 一个更加具体的消除紫外发散的处理

由Bogoliubov(玻戈留玻夫)和Parasiuk(泊拉奇克)给出,6 Hepp(海普)修正了它,7 并且他们证明了

这等价于场, 质量以及耦合常数的重整化. 最后, Zimmerman8(齐默尔曼)证明这一处理确实消除

了整个积分以及所有子积分中的表观发散, 并使用参考文献2的定理得到了这样的结论: 动量空间

重整化Feynman积分是收敛的.

简言之, 消除表观发散的“BPHZ”方法要求我们考虑用盒子围住整个图和/或其子图的所有

†在两个自能插入中, 或者在一个自能插入与一个顶点部分中, 共享一条线使得不能留下足够多的外线将这样的子图

与图的剩余部分相连. 历史上, 通过将电子自能表示成顶点函数的形式, 这样交缠发散就不会发生, 就可以用Ward等

式(10.4.26)来绕过电子自能中的交缠发散问题. 由于这个方法是不必要的, 并且在任何情况下都不能解决光子或其它

中性粒子的自能问题, 所以我们不会在这里叙述这个方法.



· 372 · 第 12章 重整化的一般理论

可能方式(称为“树丛”), 盒子可以相互嵌套但不能重叠. (下面会给出一个例子.) 对于每一树丛,

通过将盒子内(从最内部的盒子开始, 逐步向外扩展)表观发散度为𝐷的任何子积分替换成其关

于流入或流出该盒子的动量的Taylor级数展开式中的前𝐷 + 1项, 我们可以定义一个剪除项.‡ 剪

除Feynman图通过原始图减去所有这些剪除项给出, 其中这些剪除项中包括由包含整个图的单个

盒子组成的树丛的剪除项.

很容易看到, 以这种方式计算剪除Feynman振幅与通过将原始拉格朗日量中的所有场, 耦合

常数以及质量替换成它们的重整化配对所获的振幅是相同的. 这种方法与我们在第11章所使用的

那一类重整化之间的差异是, 用振幅定义的重整化场, 耦合常数和质量处在非传统的点上, 即所有

的4-动量为零. (在这一方面, 本节开头讨论的一维发散积分提供了BPHZ方法分离发散项的一个

基础例子.) 但关于重整化点没有什么特殊的; 一旦通过将Feynman振幅表示成这些非传统的重整

化量的形式而使其收敛, 便能够在不进入新的无限大的情况下改写成传统的重整化场, 耦合以及

质量的形式.

实际中使用BPHZ剪除处理是不必要的. 将场, 质量以及耦合替换称它们的(利用任何方便的

重整化点定义的)重整化配对就会自动提供抵消所有无限大的抵消项. 哪怕出现了交缠发散, 取代

证明BPHZ剪除处理确实使得所有积分收敛, 我们反而应该看一个展示重整化如何运作的例子.

考察图12.2所示的对光子自能插入Π*
𝜇𝜈(𝑞)的4阶贡献. (这里的树丛由对𝑝和𝑝′的整个积分, 单

独对𝑝的子积分以及单独对𝑝′的子积分构成.) 引入对应顶点部分和光子场重整化的抵消项, 其有值

[Π*
𝜇𝜈(𝑞)]overlap = − 𝑒4

(2𝜋)8

∫︁
𝑑4𝑝

∫︁
𝑑4𝑝′

1

(𝑝− 𝑝′)2 − 𝑖𝜖

× Tr
{︀
𝑆(𝑝′) 𝛾𝜈 𝑆(𝑝

′ + 𝑞) 𝛾𝜌 𝑆(𝑝+ 𝑞) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝) 𝛾𝜌
}︀

− 2(𝑍2 − 1)2
𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝 Tr {𝛾𝜈 𝑆(𝑝+ 𝑞) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝)}

− (𝑍3 − 1)overlap (𝑞
2𝜂𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈) , (12.2.16)

其中𝑆(𝑝) ≡ [−𝑖/𝑝+𝑚]/[𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖]; (𝑍2 − 1)2是𝑍2 − 1中𝑒的二阶项; 而(𝑍3 − 1)overlap是对数发

散常数, 其是𝑒的4阶用来抵消[Π*
𝜇𝜈(𝑞)]overlap中𝑞

𝜆的二阶项. 在第二项中产生了因子2是因为对于二

阶光子自能中的两个顶点都有重整化抵消项𝑍2 − 1. 然而, 要注意的是, 这里的第一项既可以被理

解成𝑝′-积分给出的顶点修正插入在𝑝-积分给出的光子自能上, 也可以被理解成𝑝-积分给出的顶点

修正插入在𝑝′-积分给出的光子自能上, 但是不能理解成插入两个独立的顶点修正, 这是因为只存

在一个光子传播子.

为了看到如何处理方程(12.2.16)中的无限大, 注意到

[(𝑍2 − 1)2 +𝑅2]𝛾𝜇 =
𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝′

𝑝′2 − 𝑖𝜖
𝛾𝜌 𝑆(𝑝

′) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝
′)𝛾𝜌 , (12.2.17)

其中𝑅2是有限的余数. (Lorentz不变性告诉我们右边的积分正比于𝛾𝜇. 这个积分与(𝑍2 − 1)2𝛾𝜇的

差到𝑒的二阶等于在零电子动量和零光子动量处的全重整化电子-电子-光子顶点, 因而是有限的.)

‡正如这里所叙述的, 这个方法即适用于可重整理论也适用于不可重整理论. 在可重整理论中, 它暗示了, 除非该盒

子包含对应拉格朗日量中可重整项的有限个图中的一个, 否则就没有剪除项.
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这使得我们可以以如下形式重写方程(12.2.16)

[Π*
𝜇𝜈(𝑞)]overlap = − 𝑒4

(2𝜋)8

∫︁
𝑑4𝑝

∫︁
𝑑4𝑝′

×
[︂

1

(𝑝− 𝑝′)2 − 𝑖𝜖
Tr
{︀
𝑆(𝑝′) 𝛾𝜈 𝑆(𝑝

′ + 𝑞) 𝛾𝜌 𝑆(𝑝+ 𝑞) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝) 𝛾𝜌
}︀

− 1

𝑝′2 − 𝑖𝜖
Tr
{︀
𝑆(𝑝′) 𝛾𝜈 𝑆(𝑝

′) 𝛾𝜌 𝑆(𝑝+ 𝑞) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝) 𝛾𝜌
}︀

− 1

𝑝2 − 𝑖𝜖
Tr
{︀
𝑆(𝑝′) 𝛾𝜈 𝑆(𝑝

′ + 𝑞) 𝛾𝜌 𝑆(𝑝) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝) 𝛾𝜌
}︀ ]︂

− 2𝑅2
𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝 Tr {𝛾𝜈 𝑆(𝑝+ 𝑞) 𝛾𝜇 𝑆(𝑝)}

− (𝑍3 − 1)overlap (𝑞
2𝜂𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈) . (12.2.18)

首先考察只对𝑝′的积分. 前两项都是对数发散的, 但是它们的差是有限的. 第三项也是对数发散

的(有一个规范不变的正规化子), 但这一项中的发散(不像前两项)的形式为𝑞的二次多项式, 而余

数是有限的. 剩余的发散被−(𝑍3−1)overlap(𝑞
2𝜂𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈)这一项抵消, 这一项抵消了Π*

𝜇𝜈(𝑞)中的所

有二阶项. 所以𝑝′-子积分给出有限结果. 方程(12.2.16)的对称性表明𝑝-积分也以精确相同的方式给

出了一个有限的结果. 保持𝑎𝑝+ 𝑏𝑝′(其中𝑎和𝑏任意的非零常数)不变的对𝑝和𝑝′的子积分显然是收敛

的, 而抵消项−(𝑍3 − 1)overlap(𝑞
2𝜂𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈)使得对𝑝和𝑝

′一起积分变得有限. 因此方程(12.2.18)和

它的任意一个子积分都满足收敛的幂次计数要求, 因而根据上一节所引用的定理,2 总表达式实际

上是收敛的.

* * *

在电动力学中, 存在重整化耦合以及重整化质量和场的自然定义. 这并非总是如此, 例如, 考

察单个实标量场𝜑(𝑥)的理论, 其拉格朗日量密度为

L = −1
2 𝜕𝜆𝜑𝜕

𝜆𝜑− 1
2 𝑚

2𝜑2 − 1
24 𝑔 𝜑

4 . (12.2.19)

到一圈阶, 标量-标量散射的𝑆-矩阵根据Feynman规则给定为

𝑆(𝑞1𝑞2 → 𝑞′1𝑞
′
2) =

−𝑖(2𝜋)4𝛿4(𝑞′1 + 𝑞′2 − 𝑞1 − 𝑞2)

(2𝜋)6(16𝐸′
1𝐸

′
2𝐸1𝐸2)1/2

𝐹 (𝑞1𝑞2 → 𝑞′1𝑞
′
2) , (12.2.20)

其中

− 𝑖(2𝜋)4𝐹 (𝑞1𝑞2 → 𝑞′1𝑞
′
2) = −𝑖(2𝜋)4𝑔 + 1

2

[︁
− 𝑖(2𝜋)4𝑔

]︁2 [︂ −𝑖
(2𝜋)4

]︂2

×
∫︁
𝑑4𝑘

⎡
⎣ 1[︁

(𝑞1 + 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
]︁[︁
(𝑞2 − 𝑘)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︁

+ (𝑞2 → −𝑞′1) + (𝑞2 → −𝑞′2)

⎤
⎦ , (12.2.21)
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而𝑞1, 𝑞2和𝑞
′
1, 𝑞

′
2是入4-动量和出4-动量. 像通常一样, 组合分母并旋转𝑘0-积分围道, 这变成

𝐹 = 𝑔 − 𝑔2

16𝜋2

∫︁ ∞

0
𝑘3 𝑑𝑘

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

{︂[︁
𝑘2 +𝑚2 − 𝑠𝑥(1− 𝑥)

]︁−2

+
[︁
𝑘2 +𝑚2 − 𝑡𝑥(1− 𝑥)

]︁−2
+
[︁
𝑘2 +𝑚2 − 𝑢𝑥(1− 𝑥)

]︁−2
}︂

, (12.2.22)

其中𝑠, 𝑡和𝑢是Mandelstam(曼德斯塔姆)变量

𝑠 = −(𝑞1 + 𝑞2)
2 , 𝑡 = −(𝑞1 − 𝑞′1)

2 , 𝑢 = −(𝑞1 − 𝑞′1)
2 , (12.2.23)

关系为𝑠+ 𝑡+ 𝑢 = 4𝑚2; 另外, 𝑥是在组合分母时引入的Feynman参量. 加上一个在𝑘 = Λ处的紫外

截断, 这给出结果(对于Λ ≫ 𝑚)

𝐹 = 𝑔 − 𝑔2

32𝜋2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

{︂
ln

(︂
Λ2

𝑚2 − 𝑠𝑥(1− 𝑥)

)︂

+ ln

(︂
Λ2

𝑚2 − 𝑡𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ ln

(︂
Λ2

𝑚2 − 𝑢𝑥(1− 𝑥)

)︂
− 3

}︂
. (12.2.24)

假定我们待在𝐹为实的区域, 我们可以定义重整化耦合𝑔𝑅为𝐹在我们希望的任意𝑠, 𝑡, 𝑢点的值.

例如, 假使为了维持标量间的对称性, 我们选择在非质量壳点¶𝑞21 = 𝑞22 = 𝑞′21 = 𝑞′22 = 𝜇2,

𝑠 = 𝑡 = 𝑢 = −4𝜇2/3处重整化. 定义重整化耦合𝑔𝑅为𝐹在该点的值, 我们有

𝑔 = 𝑔𝑅 +
3𝑔2

32𝜋2

[︂
ln

(︂
Λ2

𝜇2

)︂
− 1−

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 ln

(︂
4𝑥(1− 𝑥)

3
+
𝑚2

𝜇2

)︂]︂
+ · · · . (12.2.25)

这样, 在方程(12.2.24)中, 直到𝑔2𝑅阶的截断相关性抵消了, 留下了以𝑔𝑅表示的𝐹是有限的公式:

𝐹 = 𝑔𝑅 − 𝑔2𝑅
32𝜋2

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

{︂
ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 − 𝑠𝑥(1− 𝑥)

)︂

+ ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 − 𝑡𝑥(1− 𝑥)

)︂
+ ln

(︂
𝑚2 + 4𝑥(1− 𝑥)𝜇2/3

𝑚2 − 𝑢𝑥(1− 𝑥)

)︂}︂
+ · · · . (12.2.26)

这里, 𝜇2可以取任何远大于−3𝑚2的值, 在这个范围内𝑔𝑅是实的. 显然, 方程(12.2.26)中显式的𝜇-相

关性被重整化耦合的𝜇-相关性抵消了. 当我们进入到卷II的重整化群方法时, 这一改变重整化要

求(这当然也存在于电动力学和其他真实理论中)的自由度将变得非常重要.

12.3 可重整性必要吗？

在上一节, 我们发现了一类拉格朗日量中只有有限个项的特殊理论, 然而对于这类理论, 重整

化手段是适用的. 在这些理论中, 所有相互作用都满足可重整条件

Δ𝑖 ≡ 4− 𝑑𝑖 −
∑︁

𝑓

𝑛𝑖𝑓 (𝑠𝑓 + 1) ≥ 0 ,

¶回顾方程(12.2.25)的推导, 可以验证在这个推导中, 我们没有使用条件𝑞21 = 𝑞22 = 𝑞′21 = 𝑞′22 = −𝑚2, 所以无论我们

取外线动量是多少, 方程(12.2.24)总是适用的.
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表 12.2 包含标量𝜑, Dirac场𝜓和光子场𝐴𝜇的拉格朗日密度中所允许的可重整项. 这里𝑛𝑖𝑓和𝑑𝑖是𝑖类相互作

用中𝑓类场的数目和导数的数目, 而Δ𝑖是相应系数的量纲.

𝑛𝑖𝑓 𝑑𝑖 Δ𝑖 H𝑖

标量 光子 自旋1
2

1 0 0 0 3 𝜑

2 0 0 0 2 𝜑2

2 0 0 2 0 𝜕𝜇𝜑𝜕
𝜇𝜑

3 0 0 0 1 𝜑3

4 0 0 0 0 𝜑4

2 1 0 1 0 𝜑𝜕𝜇𝜑𝐴
𝜇

2 2 0 0 0 𝜑2𝐴𝜇𝐴
𝜇

1 0 2 0 0 𝜑𝜓𝜓

0 2 0 2 0 𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈

0 0 2 0 1 𝜓𝜓

0 0 2 1 0 𝜓𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓

0 1 2 0 0 𝜑𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓

其中𝑑𝑖和𝑛𝑖𝑓是𝑖类相互作用中𝑓类场的数目和导数的数目, 而𝑠𝑓是(附加一些条件)𝑓类场的自旋. 为

了使重整化在这类理论中运作, 通常还需要对称性原理所允许的所有可重整相互作用都应该真的

出现在拉格朗日量中.

很重要的是, 这样的相互作用种类只有有限多个. 如果有太多的场或导数, 或者自旋过高的

场, Δ𝑖都会变成负的. 除非有特殊的抵消, 根本就没有包含𝑠𝑓 ≥ 1的场的可重整相互作用, 这是因

为在拉格朗日量中, 包含这种场以及两个或多个其它场并且Δ𝑖 ≥ 0的项将包含单个𝑠𝑓 = 1的场以

及两个标量但没有导数, 这并不是Lorentz不变的. 我们将在卷II中看到, 在合适的规范下, 一般的

无质量自旋1规范场实际上有𝑠𝑓 = 0, 例如光子. 另外, 我们将在卷II中看到, 即便是有质量规范

场也可以实际上有𝑠𝑓 = 0, 这取决于它们的质量实际上来源于哪里. 暂且将这些特殊情况搁置一

旁, 表12.2中给出了, 包含标量(𝑠 = 0), 光子(𝑠 = 0)以及自旋1
2费米子(𝑠 = 1

2)的拉格朗日密度中,

Lorentz不变性和规范不变性所允许的所有可重整项.

我们看到, 可重整要求对我们考察的物理理论的种类施加了几个约束. 这样的约束为物理理

论的结构提供了一个实质上的钥匙. 例如, 它们本身的Lorentz不变性和规范不变性将允许在量子

电动力学的拉格朗日量中引入正比于𝜓[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝜓𝐹
𝜇𝜈的“Pauli”项, 而这一项使得电子磁矩变成一个

可调参量, 但由于它们不是可重整的, 我们排除了它们. 量子电动力学的成功预测, 例如11.3节所

概述的电子磁矩的计算, 可以视为可重整性原理的效用. 这同样适用于我们将在卷II讨论的弱作

用, 电磁作用和强作用的标准模型; 可以在该理论中加入任意多个项, 例如夸克和轻子之间的4-费

米子相互作用, 这个相互作用会使标准模型的所有预测失效, 并且仅因为是不可重整的而被排除

了.

我们必须要相信拉格朗日量被限制成只能包含可重整相互作用吗? 正如我们在上一节所看到

的, 如果我们在拉格朗日量中引入对称性所允许的所有相互作用, 这样的相互作用有无限多个, 那

么将会存在用于抵消每一相互作用的抵消项. 在这个意义上, 只要我们在拉格朗日量中引入了所
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有可能的项, 不可重整理论变得和可重整理论一样可重整.

近些年来, 可重整不是一个基本的物理要求逐渐变得显而易见, 并且事实上任何真实的量子

场论都将包含可重整项和不可重整项. 这个观点的改变部分可以追溯到在寻找可重整引力理论上

接二连三的失败. 在由Einstein等效原理所支配的一类普遍的引力度规理论中, 根本就不存在可重

整的相互作用——广义协变相互作用必须从曲率张量和它的广义协变导数中构建, 因而, 即便是

在一个引力子传播子行为是𝑘−2的“规范”中, 这些相互作用包含了过多的度规导数以至于丧失了

可重整性. 尤其是, 从引力的耦合常数8𝜋𝐺𝑁 = (2.43 × 1018GeV)−2量纲为负这件事中, 我们可以

轻松地看到广义相对论的不可重整性. 即使只有这些, 抵消虚引力子引起的发散也将要求拉格朗

日量包含对称性所允许的所有相互作用——不仅是包含引力子的相互作用, 还有包含任意粒子的

相互作用.

但是, 如果可重整性不是一个基本的物理原理, 那么我们该如何解释像量子电动力学和标准

模型这类可重整理论的成功呢? 答案可以通过简单的量纲分析看到. 我们已经注意到了𝑖类相互作

用的耦合常数有量纲

[𝑔𝑖] ∼ [质量]Δ𝑖 , (12.3.1)

其中Δ𝑖是指标(12.1.9). 不可重整相互作用就是那些耦合常数量纲为质量负幂次的相互作用. 现在

不无道理的可以从(12.3.1)中猜测, 耦合常数不仅有被Δ𝑖所控制的量纲, 而且粗略是

𝑔𝑖 ≈𝑀Δ𝑖 (12.3.2)

阶的, 其中𝑀是某些共用常数. (会看到这实际上是下面所要讨论的有效场论中的情况, 在卷II中

会更加细致的的讨论.) 在计算表征动量标度𝑘 ≪ 𝑀处的物理过程中, 将Δ𝑖 < 0的𝑖类相互作用包

含在内将会引入因子𝑔𝑖 ≈ 𝑀Δ𝑖 , 基于量纲分析, 其必须伴随一个因子𝑘−Δ𝑖, 因而这种相互作用的

效应在𝑘 ≪ 𝑀时被因子(𝑘/𝑀)−Δ𝑖 ≪ 1压住*了. (在卷II中, 会用重整化群方法更加仔细的进行这

个讨论.) 可重整的电弱理论和强相互作用理论的成功仅表明了𝑀远大于检验这些理论时所处的

能量标度.

例如, 对电子和𝜇子的传统电动力学的领头不可重整修正是那些量纲为5的相互作用, 其仅

被单个因子1/𝑀抑制了. 仅存在一个被Lorentz不变性, 规范不变性和CP不变性允许的相互作用,

(𝑖𝑒/2𝑀)𝜓[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝜓𝐹
𝜇𝜈阶的Pauli项. 根据方程(10.6.24), (10.6.17)和(10.6.19), 这样的项会给电子

或𝜇子磁矩贡献4𝑒/𝑀阶的量. 电子磁矩的计算值与实验相符至10−10𝑒/2𝑚𝑒阶, 所以𝑀必须要大

于8× 1010𝑚𝑒 = 4× 107Gev.

如果其它对称性约束了不可重整相互作用的形式, 这一限制会被削弱. 例如, 传统的量子电

动力学拉格朗日量在手征变换𝜓 → 𝛾5𝜓下, 除了费米子质量项−𝑚𝜓𝜓有一个符号改变, 拉格朗日

量是不变的. 如果我们假定整个拉格朗日量在形式对称性𝜓 → 𝛾5𝜓, 𝑚 → −𝑚下不变, 那么拉格

朗日量中的Pauli项将伴随一个额外因子𝑚/𝑀出现, 使得它对电子磁矩的贡献仅是4𝑒𝑚/𝑀2阶的.

由于该额外因子𝑚, 在这里是𝜇子而不是电子给𝑀提供了最有用的限制. 𝜇子磁矩的计算值与实

*在此有必要要假定紫外发散已经被重整化移除了, 使得不存在紫外截断因子Λ来搞乱我们的量纲分析. 否者, 量

纲分析告诉我们, 对于Λ → ∞, 每个额外的Δ𝑖 < 0的不可重整耦合常数因子𝑔𝑖将伴随一个增长因子Λ−Δ𝑖 . 这个量纲

讨论使得Heisenberg9很早就耦合常数的量纲对它们进行了分类, 并提出10新效应发生的能量是𝑔
1/Δ𝑖
𝑖 阶的, 例如, 在能

量𝐺
−1/2
𝐹 ≈ 300GeV处, 其中𝐺𝐹是Fermi𝛽-衰变理论的4-费米子耦合常数. 在发展了重整化理论之后, Sakata(坂田)等

人11注意到了不可重整理论是那些耦合常数量纲为负的理论.
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验相符至10−8𝑒/2𝑚𝜇阶, 所以𝑀必须大于
√
8× 108𝑚𝜇 = 3 × 103Gev. 在任何情况下, 如果𝑀几近

于1018GeV, 那么我们忽视了可能出现在量子电动力学中的不可重整项完全是合理的.

这些考察帮助我们解决了拉格朗日量中的高阶导数项所带来的一些谜题. 例如, 在实标量

场𝜑的一般理论中, 我们会期望在拉格朗日密度中找到形式为𝜑�𝑛𝜑的项. 任何一个这样的项都会

对标量自能函数Π*(𝑞2)有一个正比于(𝑞2)𝑛的直接贡献. 如果我们打算在所有阶引入这样的贡献但

忽视其它所有的不可重整相互作用的效应, 那么传播子Δ′(𝑞2) = 1/(𝑞2 +𝑚2 − Π*(𝑞2))就不会有

在10.7节的一般讨论中所预期的负𝑞2处有𝑞2的单极点, 而是𝑛个这样的极点(其中一些会重合), 它

们一般处在复值的𝑞2处. 但是, 如果不可重整项𝜑�𝑛𝜑有一个𝑀−2(𝑛−1)阶的系数, 其中𝑀 ≫ 𝑚, 那

么多余的极点就在𝑀2阶的𝑞2处, 在这里忽视其它无限多个也必须出现在拉格朗日量中的不可重整

相互作用是不合理的. 因此在一般不可重整拉格朗日量中出现高阶导数项与10.7节中使用的量子

场论的一般基础原理不矛盾. 然而, 出于同样的原因, 我们也不能完全用高阶导数项来避免紫外发

散. 拉格朗日密度中的项𝑀−2(𝑛−1)𝜑�𝑛𝜑在动量𝑞2 ≈ 𝑀2处提供了一个截断, 但是在这些动量处我

们无法忽视所有其它必须要出现的不可重整相互作用.

尽管不可重整相互作用被高度抑制了, 如果它们有其它本要被禁止的效应, 不可重整相互作

用也是可探测的. 例如, 我们在12.5节看到, 荷共轭对称性和空间反演不变性是电磁相互作用结构

被强加规范不变性, Lorentz不变性和可重整性后的自然结果, 然而我们可以很轻松地想出破坏这

些对称性的不可重整项, 例如电子电偶极矩项𝜓𝛾5[𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝜓𝐹
𝜇𝜈 , 或者Fermi相互作用𝜓𝛾5𝛾𝜇𝜓𝜓𝛾

𝜇𝜓.

现今广泛接受的一个观点是, 重子数和轻子数守恒被高度抑制的不可重整相互作用的微弱效应破

坏了. 另一可探测不可重整相互作用的例子是引力子给出的. 正如之前提到的, 引力子根本没有可

重整相互作用. 然而, 我们显然探测到了引力, 因为引力有这样的特殊性质: 在宏观物体中, 所有

粒子的引力场相干叠加

尽管不可重整理论包含无限多个自由参量, 它们依旧保持着可观的预测能力:12 它使得我们

可以计算Feynman振幅的不解析部分, 就像上一节开头的一维例子中的ln 𝑞和𝑞 ln 𝑞项. 这种计算仅

是再次产生了𝑆-矩阵理论公理所要求的结果, 即𝑆-矩阵只有那些幺正性所要求的奇异性.

矛盾的是, 不可重整量子场论被证明最有用的情况正是对称性原理禁止了可重整相互作用的

情况. 在这种情况下, 通过做𝑘/𝑀的幂级数展开, 我们可以导出一个有用的微扰论. 这已经用于细

致处理低能𝜋介子理论12, 13以及低能引力子理论,14 我们将在卷II中进行细致的讨论. 作为一个简

单的例子, 考察一个实标量场的理论, 其在场变换

𝜑(𝑥) → 𝜑(𝑥) + 𝜖

下满足不变性原理, 其中𝜖是任意常数. 这个对称性禁止任何可重整相互作用和标量质量, 但它允

许无限多个不可重整的导数相互作用

L = −1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 𝑔

4
(𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑)2 − · · · ,

其中𝑔 ≈ 𝑀−4, 而“· · · ”表示有更多导数或场的项. (简单起见, 在这里假定该理论也有在反

演𝜑→ −𝜑下的对称性.) 根据上面的量纲分析, 对于所有能量和动量都是𝑘 ≪𝑀阶的一般反应, 它

的图被因子(𝑘/𝑀)𝜈抑制了, 其中

𝜈 = −
∑︁

𝑖

𝑉𝑖Δ𝑖 =
∑︁

𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 + 𝑛𝑖 − 4) ,
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图 12.4 带有导数四线性相互作用的理论中的标量-标量散射一圈图.

而𝑛𝑖和𝑑𝑖是𝑖类相互作用中标量场的个数和导数的个数, 𝑉𝑖是这些相互作用顶点在我们图中的个数.

对于𝑘 ≪𝑀 , 对任何过程的主要贡献是那些𝜈值最小的贡献. 利用熟悉的连通图的拓扑等式:

∑︁

𝑖

𝑉𝑖 = 𝐼 − 𝐿+ 1 ,
∑︁

𝑖

𝑉𝑖𝑛𝑖 = 2𝐼 + 𝐸 ,

𝜈的公式可以变成一个更有用的形式, 其中𝐼, 𝐸和𝐿是图中内线, 外线和圈的个数. 结合这些关系给

出:

𝜈 = 2𝐸 − 4 + 4𝐿+
∑︁

𝑖

𝑉𝑖(𝑑𝑖 − 𝑛𝑖) ,

现在, 场变换对称性要求每个场必须伴随至少一个导数, 所以𝑑𝑖 − 𝑛𝑖以及𝐿和𝑉𝑖对于所有相互作用

都是非负的. 因此, 对于一个给定过程(即外线个数𝐸固定), 主要的项仅能用树图(即𝐿 = 0)和最小

导数个数𝑑𝑖 = 𝑛𝑖的相互作用构建. 也就是说, 在领头阶, 我们可以令拉格朗日密度仅依赖于场的一

阶导数. 高能修正可以包含圈和/或在某些场上有更多导数的相互作用. 但到𝑘/𝑀任意给定的𝜈阶,

我们只需考虑有限个图, 即那些𝐿 ≤ (4− 2𝐸 + 𝜈)/4的图, 以及有限个相互作用类型.

例如, 标量-标量散射在领头阶通过用第一阶中的相互作用−𝑔(𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑)2计算单顶点树图给出.

根据我们对𝜈的公式, 在低能被因子(𝑘/𝑀)2抑制的领头修正, 其源于另一单顶点树图, 有两个额外

导数的形式**为𝜕𝜇𝜕𝜈𝜕
𝜇𝜕𝜈𝜑𝜕𝜆𝜑𝜕

𝜆𝜑的相互作用产生. 下一步的修正, 在低能处被𝑘/𝑀的两个高阶

因子抑制, 它们均产生于图12.4中仅用相互作用−𝑔(𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑)2计算的一圈图(包含对外线的置换),

单顶点树图也会产生这样的项, 其中单顶点源于有8个导数的四次相互作用, 它的耦合常数包含用

来抵消圈图所产生发散†的无穷大部分. 圈图也在散射振幅中产生了有限项, 这些有限项正比于

类似𝑠4 ln 𝑠+ 𝑡4 ln 𝑡+ 𝑢4 ln𝑢, 𝑠2𝑡2 ln𝑢+ 𝑡2𝑢2 ln 𝑠+ 𝑢2𝑠2 ln 𝑡这样的项, 其中系数是可计算的且正比

于𝑔2. 这些有限项代表确保𝑆-矩阵的幺正性所需的最低阶散射振幅修正, 然而到目前为止, 微扰量

子场论是计算它们的最简单方法.

尽管不可重整理论可以提供一个有力的关于能量的幂级数展开, 但是当能量达到表征各种耦

合的共用质量标度𝑀处, 它们不可避免的失去了所有预测能力. 如果我们打算逐级取这些展开,

𝐸 ≫ 𝑀的矩阵元结果将破坏幺正性约束. 在这样的能量下发生了什么, 似乎仅有两种可能. 一个

是强度不断增长的不可重整耦合的效应莫名其妙地饱和了, 避免了与幺正性相矛盾.15 另一种可

能是某种新物理在标度𝑀处介入了. 在这种情况下, 描述能量𝐸 ≪ 𝑀的自然的不可重整理论仅是

有效场论而不是真正基本的理论.

有效场论最早的例子可能是Euler等人16在20世纪30年代导出的低能光子-光子相互作用理论.

(参看1.3节.) 事实上, 他们计算了光子-光子散射Feynman图的贡献, 例如图12.5, 并发现在能量远

**与7.7节的评述一致, 我们排除了包含�𝜑的相互作用, 因为利用𝜑的场方程可以将这样的相互作用以其它相互作用

的形式表示.
†如果我们使用维数正规化, 它们是我们在一圈图中唯一遇到的发散. 对于其它正规化方法, 也存在四次发散和二次

发散, 它们被有4个或6个导数的4-标量相互作用中的抵消项抵消.
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图 12.5 光子-光子散射图, 它的效应在低能下可以从Euler等人16的有效拉格朗日量中计算出来. 直线是电

子; 波浪线是光子.

小于𝑚𝑒时, 光子被光子散射与如下有效拉格朗日量计算出的结果相同

Leff =
2𝛼2

45𝑚4
𝑒

[︁
(E2 −B2)2 + 7(E ·B)2

]︁

+
𝑒𝐸

𝑚2
𝑒

和
𝑒𝐵

𝑚2
𝑒

的高阶项

Euler等人仅在树级近似下使用这个有效拉格朗日量, 去计算光子相互作用矩阵元中的领头项. 尽

管这样的拉格朗日量是不可重整的, 不久之后就在树级近似以外使用它.12, 17

在现代术语中, 我们称, 在推导该拉格朗日量时电子被“积掉”了, 这是因为在一圈近似下我们

有

exp

(︂
𝑖

∫︁
Leff(E,B)𝑑4𝑥

)︂
=

∫︁ [︃∏︁

𝑥

𝑑𝜓𝑒(𝑥)

]︃
exp

(︂
𝑖

∫︁
LQED(𝜓𝑒,A)𝑑4𝑥

)︂
.

一个更加普遍的方法就是写出最普遍的不可重整有效拉格朗日量, 利用它计算出各种振幅的能量

和动量表达式, 匹配其给出的振幅结果与从底层理论导出的结果, 进而决定有效拉格朗日量中的

常数.

我们会再次遇到有效场论, 尤其是到卷II考察破缺对称性时. 我们将看到, 即便有效场论无法

从一个底层理论中导出, 无法导出的原因要么是对潜在理论不清楚, 要么是相互作用过强以至于

无法使用微扰论, 这时有效场论也是十分有用的. 确实, 即使我们对带电粒子的性质一无所知, 在

足够低能量下的光子散射也必须由(E2 −B2)2和(E ·B)2构成的有效拉格朗日量描述, 这是因为它

们是唯一Lorentz不变和规范不变且在E和B上没有导数的4次项. 有这种导数的项在低光子能𝐸处

被额外因子𝐸/𝑀抑制, 其中𝑀是一些要被积掉的带电粒子的特征质量. 我们可以更进一步: 我们

将看到, 即便有效场论所描述的轻粒子根本没有出现在底层理论中, 只要重粒子组分被积掉了, 它

也是很有用的. 底层理论甚至可能根本不是场论——引力子的不相容问题使得很多理论家相信这

一点, 事实上, 它是弦论. 但是, 无论有效场论来自何处, 它都不可避免地是不可重整理论.

12.4 浮动截断*

在结束本章之前, 值得讨论一下传统重整化理论与Wilson(威尔逊)所开辟方法18之间的关系.

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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在Wilson方法中, 我们要在动量上附加一个分量为Λ阶的“浮动”有限紫外截断(要么尖锐要么光

滑), 并且不要求Λ → ∞, 而是要求理论的(那些出现在拉格朗日量中的)裸常数对Λ的依赖关系使

得可观测量是Λ-无关的.

用无量纲参量进行处理要方便一些. 如果一个裸耦合参量或裸质量参量𝑔𝑖(Λ)的量纲为[质

量]Δ𝑖 , 我们定义相应的无量纲参量G𝑖为

G𝑖(Λ) ≡ Λ−Δ𝑖𝑔𝑖(Λ) . (12.4.1)

普通的量纲分析告诉我们, G𝑖的值在一个截断Λ′处可以表示为G𝑗在另一截断Λ处的值和比

值Λ′/Λ的函数:

G𝑖(Λ
′) = 𝐹𝑖

(︁
G𝑖(Λ),Λ

′/Λ
)︁
. (12.4.2)

除了Λ′和Λ, 𝐹中不可能再有带量纲的参量, 这是因为任何紫外发散红外发散可以在这里进入; 内

线动量被限制在Λ和Λ′之间的图产生了在Λ处的常数与在Λ′处的常数之差. 对方程(12.4.2)做相

对Λ′的微分, 然后令Λ′等于Λ, 这产生了对G𝑖的微分方程:

Λ
𝑑

𝑑Λ
G𝑖(Λ) = 𝛽𝑖(G (Λ)) , (12.4.3)

其中𝛽𝑖(G ) ≡ [𝜕/𝜕𝑧 𝐹𝑖(G , 𝑧)]𝑧=1. 对于微扰论中的弱耦合可以计算出函数𝛽𝑖(G ). 这是重整化群方

程的Wilson版本, 我们将在卷II中以稍微不同的形式来讨论它.

对于截断的任意有限值, 拉格朗日量定义了一个有效场论, 在这个有效场论中不是积掉

了“重”粒子, 例如Euler等人的工作中电子, 而是积掉了动量大于Λ的所有粒子. 即便我们从理论

的某个截断Λ0处出发, 即使这时理论只有有限个耦合参量G 0
𝑖 , 在其它任意的截断值处, 微分方

程(12.4.3)一般会生成对称性原理所允许的所有耦合的非零值.**

我们现在对可重整耦合和不可重整耦合做一区分, 分别标记为G𝑎和G𝑛, 其中𝑎取遍Δ𝑎 ≥ 0的有

限个耦合(包括质量), 这些耦合的数目记为𝑁 , 而𝑛取遍量纲Δ𝑛 < 0的无限个耦合. 我们希望证明,

如果G𝑎(Λ0)和G𝑛(Λ0)在某个初始截断值Λ0时处在一个一般的𝑁 -维初始曲面S0上, 那么(附加一些

条件)对于Λ ≪ Λ0, 它们会到达一个既独立于Λ0又独立于初始曲面的固定曲面G .† 这个固定曲面

是稳定的, 也就是说, 从曲面上的任意一点, 由方程(12.4.3)生成的轨道都待在曲面上. 这样的稳定

曲面定义了一组参量个数有限的理论, 它的物理量都是截断无关的, 正如上一节所论述的, 这正是

可重整理论的标志性质. 更进一步, 这一结构表面在截断Λ0处定义的一般理论在Λ ≪ Λ0时将看起

来像个可重整理论.‡

为了证明这些结果, 考察在满足方程(12.4.3)的G𝑖(Λ)值上的小微扰𝛿G𝑖(Λ). 它将满足微分方程

Λ
𝑑

𝑑Λ
𝛿G𝑖(Λ) =

∑︁

𝑗

𝑀𝑖𝑗(G (Λ)) 𝛿G𝑗(Λ) , (12.4.4)

其中

𝑀𝑖𝑗(G ) ≡ 𝜕

𝜕G𝑗
𝛽𝑖(G ) . (12.4.5)

**这一规则唯一已知的例外是在基于超对称性的理论中.4

†这一定理源于Polchinski.19 这里所给出的是一个较短却不太严格的版本. (在Polchinski的证明中, 初始曲面被取

成所有的不可重整耦合都为零. 我们将在这里看到, 对于一般的初始曲面, 耦合会趋于同一固定曲面.)
‡当然, 有些理论的对称性和场根本就不允许任何可重整相互作用的存在. 对于仅含费米场或仅含引力场的理论, 就

是这种情况. 这样的理论在Λ ≪ Λ0时看起来像自由场理论.
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这一方程将可重整耦合与不可重整耦合耦合在一起, 使得很难看到它们行为之间的差异. 为了退

耦, 我们引入线性变换

𝜉𝑛 ≡ 𝛿G𝑛 −
∑︁

𝑎𝑏

𝜕G𝑛
𝜕G 0

𝑎

(︂
𝜕G

𝜕G 0

)︂−1

𝑎𝑏

𝛿G𝑏 , (12.4.6)

其中G 0
𝑛是可重整耦合在截断Λ0处的值, 我们用它作为初始曲面的坐标, 而G𝑛不可重整耦合在截

断Λ处的值, 它们是从微分方程(12.4.3)中导出的, 其中Λ0时的初始值是初始表面上坐标为G 0
𝑎的店.

为了计算𝜉𝑛对Λ的导数, 我们注意到导数𝜕G𝑖/𝜕G 0
𝑎满足与𝛿G𝑖相同的微分方程(12.4.4). 这样, 证明

下式就是一个基础练习

Λ
𝑑

𝑑Λ
𝜉𝑛 =

∑︁

𝑚

𝑁𝑛𝑚 𝜉𝑚 , (12.4.7)

其中

𝑁𝑛𝑚 ≡𝑀𝑛𝑚 −
∑︁

𝑎𝑏

𝜕G𝑛
𝜕G 0

𝑎

(︂
𝜕G

𝜕G 0

)︂−1

𝑎𝑏

𝑀𝑏𝑚 . (12.4.8)

现在我们必须估计𝑁𝑛𝑚的元素. 对于自由场, 截断是不需要的, 所以对于非常弱的耦合, 所有的裸

参量𝑔𝑖(Λ)变成Λ-无关的. 因此, 对于弱耦合, 无量纲参量G𝑖的标度就是Λ−Δ𝑖 , 而矩阵𝑀𝑖𝑗给定为

𝑀𝑖𝑗 ≈ −Δ𝑖𝛿𝑖𝑗 . (12.4.9)

由此得出矩阵𝑁𝑛𝑚粗略给定为−Δ𝑛𝛿𝑛𝑚. 不可重整耦合的标志特征是Δ𝑛 < 0, 所以方程(12.4.7)告

诉我们, 至少对于某些有限范围内的耦合, 其中𝑁𝑛𝑚是正定的, 𝜉𝑛在Λ ≪ Λ0时像Λ/Λ0的正幂次那

样衰减. 那么在这一极限下, 微扰之间的关系是

𝛿G𝑛 =
∑︁

𝑎𝑏

𝜕G𝑛
𝜕G 0

𝑎

(︂
𝜕G

𝜕G 0

)︂−1

𝑎𝑏

𝛿G𝑏 . (12.4.10)

特别的, 如果我们在初始曲面S0上和/或该曲面的起始点上和/或初始截断Λ0上做一点小变动, 使

得可重整耦合中微扰𝛿G𝑎在某个截断Λ ≪ Λ0处为零, 那么在所有其它耦合中的微扰𝛿G𝑛在截断Λ处

也为零. 因此Λ ≪ Λ0处的不可重整耦合G𝑛(Λ)只能依赖于可重整耦合G𝑎(Λ), 而不另外依赖于初始

曲面或曲面上的起始点或初始截断Λ0. 因此, 在截断Λ ≪ Λ0处, 所有耦合趋于一个𝑁 -维曲面S ,

其坐标为G𝛼(Λ), 这个曲面是既独立于初始曲面有独立于Λ0. 要注意的是不可重整耦合G𝑛在S上

一般不小; 重点是它们变成了可重整耦合的函数. 保持Λ远小于Λ0的改变将改变耦合, 但耦合将

依旧贴近于S (至少只要耦合不要变得过大以至于𝑁𝑛𝑚不再是正定矩阵). 因此, 正如所要证明的,

S是稳定曲面.

我们已经知道所有的物理量可以以Λ和G𝑛(Λ)的形式表示, 并且是Λ-无关的. 特别是对于

那𝑁个传统重整化耦合和质量, 例如量子电动力学中的𝑒和𝑚𝑒, 这是正确的. 然而, 我们可以逆用

这个关系以传统参量和Λ的形式表示G𝑛(Λ). 以这种方式, 我们可以证明通常的重整化程序的合理

性: 所有的物理量以一种截断无关的方式用传统重整化耦合和质量的形式表示.

Wilson方法在是实际应用中有一些优点. 那就是无需担心子积分和交缠发散; 这个动量截断

施加在了所有内线上. 另外, 一些超对称理论的不可重整定理, 这些定理告诉了我们一些耦合是不

受辐射修正影响的, 对于这些定理, 它们仅适用于截断相关的裸耦合.20

另一方面, Wilson方法有一些缺点. 其一是必须要放弃处理类似量子电动力学这样可重整

理论方法上的一些特定简化; 一旦开始积掉动量高于某个标度Λ的粒子, 所导致的有限场论将包
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含所有的Lorentz不变且规范不变的相互作用, 这些相互作用的耦合是Λ相关的. (虽然如此, 在能

量𝐸 ≪ Λ处的物理过程中, 主导耦合将仍然是那些可重整的.) 另外, 截断一般会破坏显然的的规

范不变性, 亦或是显然的Lorentz不变性或幺正性. 在Wilson方法的原始环境中, 即凝聚态物理中,

这些都不是问题, 因为没有人会期望一个真实的凝聚态理论是严格可重整的, 而且不存在必被截

断破坏的基本物理原理. 实际上, 在晶体中, 光子动量上存在截断, 这一截断由晶格间距提供.

实际上, 传统方法与Wilson方法之间的差异是数学上的便利性而非物理解释. 确实, 传统重整

化已经提供了一类可调截断; 当我们将我们的答案表示成耦合常数的形式, 而这些耦合常数又定

义成物理振幅在某个𝜇阶动量处的值(就上节所讨论的标量场论而言), 使得积分收敛的抵消就开始

在𝜇阶虚动量上抵消. 相反, Wilson方法中Λ-相关的耦合常数最终必须表示成可观察质量和电荷的

形式, 并且, 一旦这被完成了, 结果显然与传统方法所获得的结果是相同的.

12.5 偶然对称性*

在12.3节, 我们看到, 在充分低的能量下, 采取可重整场论作为自然的近似描述是有一些很好

的原因的. 当可重整条件很强以至于有效拉格朗日量自动满足一个或多个对称性时, 这经常发生,

这些对称性不是底层理论的对称性, 因而可以被有效拉格朗日量中抑制的不可重整项破坏掉. 确

实, 大多数实验上发现的基本粒子物理对称性都是这类“偶然对称性”.

带电轻子的电动力学中的反演与味守恒提供了一个经典例子. 最普遍的可重整且规范不变以

及Lorentz不变的拉格朗日密度, 对于光子以及自旋1
2且电荷为−𝑒的场𝜓𝑖采取形式

L = −1
4𝑍3𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈

−
∑︁

𝑖𝑗

𝑍𝐿𝑖𝑗𝜓𝐿𝑖[/𝜕 + 𝑖𝑒 /𝐴]𝜓𝐿𝑗 −
∑︁

𝑖𝑗

𝑍𝑅𝑖𝑗𝜓𝑅𝑖[/𝜕 + 𝑖𝑒 /𝐴]𝜓𝑅𝑗

−
∑︁

𝑖𝑗

𝑀𝑖𝑗𝜓𝐿𝑖𝜓𝑅𝑗 −
∑︁

𝑖𝑗

𝑀 †
𝑖𝑗𝜓𝑅𝑖𝜓𝐿𝑗 , (12.5.1)

其中𝑖, 𝑗对三个轻子味(𝑒, 𝜇和𝜏)求和, 𝜓𝑖𝐿和𝜓𝑖𝑅是场𝜓𝑖的左手部分和右手部分, 定义为

𝜓𝐿𝑖 =
1
2(1 + 𝛾5)𝜓𝑖 , 𝜓𝑅𝑖 =

1
2(1− 𝛾5)𝜓𝑖 , (12.5.2)

而𝑍𝐿, 𝑍𝑅和𝑀是数值矩阵. 关于轻子味守恒, 我们不做任何假定, 所以矩阵𝑍𝐿𝑖𝑗 , 𝑍𝑅𝑖𝑗和𝑀𝑖𝑗不需要

是对角的. 另外, 关于P,C和T下的不变性, 我们不做任何假定, 所以𝑍𝐿和𝑍𝑅之间或者𝑀和𝑀
†之间

没有必然联系. 这些矩阵上的唯一约束来自拉格朗日密度的实性质以及正则反对易关系, 前者要

求𝑍𝐿𝑖𝑗和𝑍𝑅𝑖𝑗是厄密的, 后者要求𝑍𝐿𝑖𝑗和𝑍𝑅𝑖𝑗是正定的.

现在假定我们用新的场𝜓′
𝐿和𝜓

′
𝑅替换轻子场𝜓𝐿和𝜓𝑅, 这些新场定义为

𝜓𝐿 = 𝑆𝐿𝜓
′
𝐿 , 𝜓𝑅 = 𝑆𝑅𝜓

′
𝑅 , (12.5.3)

其中𝑆𝐿,𝑅是我们任选的非奇异矩阵. 当拉格朗日密度以这些新场表示时, 它所采取的形式与方

程(12.5.1)相同, 只不过有一些新矩阵

𝑍 ′
𝐿 = 𝑆†

𝐿𝑍𝐿𝑆𝐿 , 𝑍 ′
𝑅 = 𝑆†

𝑅𝑍𝑅𝑆𝑅 , 𝑀 ′ = 𝑆†
𝐿𝑀𝑆𝑅 . (12.5.4)

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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我们可以选择𝑆𝐿和𝑆𝑅使得𝑍
′
𝐿 = 𝑍 ′

𝑅 = 1. (取𝑆𝐿,𝑅 = 𝑈𝐿,𝑅𝐷𝐿,𝑅, 其中𝑈𝐿,𝑅是对角化正定厄密矩

阵𝑍𝐿,𝑅的幺正矩阵, 而𝐷𝐿,𝑅是对角矩阵, 它的矩阵元是𝑍𝐿,𝑅本征值平方根的倒数.)

现在做另一变换, 变换到轻子场𝜓′′
𝑖 , 定义为

𝜓′
𝐿 = 𝑆′

𝐿𝜓
′′
𝐿 , 𝜓′

𝑅 = 𝑆′
𝑅𝜓

′′
𝑅 . (12.5.5)

再一次, 以这些新场表示, 拉格朗日密度采取同一形式, 并有如下新矩阵

𝑍 ′′
𝐿 = 𝑆′†

𝐿𝑆
′
𝐿 , 𝑍 ′′

𝑅 = 𝑆′†
𝑅𝑆

′
𝑅 , 𝑀 ′′ = 𝑆′†

𝐿𝑀
′𝑆′
𝑅 . (12.5.6)

这一次我们令𝑆′
𝐿,𝑅幺正, 又一次使得𝑍 ′′

𝐿 = 𝑍 ′′
𝑅 = 1. 我们选择这些幺正矩阵使得𝑀 ′′是对角矩阵以

及实矩阵. (通过极分解原理, 同任何平方矩阵一样, 𝑀 ′可以变成𝑀 ′ = 𝑉 𝐻的形式, 其中𝑉是幺正

的而𝐻是厄密的. 取𝑆′
𝐿 = 𝑆′†

𝑅𝑉
†并选择𝑆′

𝑅为使𝐻对角化的幺正矩阵.) 扔掉上标的撇号, 拉格朗日

密度现在采取形式

L = −1
4𝑍3𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 −
∑︁

𝑖

𝜓𝐿𝑖[/𝜕 + 𝑖𝑒 /𝐴]𝜓𝐿𝑖 −
∑︁

𝑖

𝜓𝑅𝑖[/𝜕 + 𝑖𝑒 /𝐴]𝜓𝑅𝑖

−
∑︁

𝑖

𝑚𝑖𝜓𝐿𝑖𝜓𝑅𝑖 −
∑︁

𝑖

𝑚𝑖𝜓𝑅𝑖𝜓𝐿𝑖 , (12.5.7)

其中𝑚𝑖是实数, 是厄密矩阵𝐻的本征值. 最后, 它可以变成更常见的形式

L = −1
4𝑍3𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 −
∑︁

𝑖

𝜓𝑖[/𝜕 + 𝑖𝑒 /𝐴]𝜓𝑖 −
∑︁

𝑖

𝑚𝑖𝜓𝑖𝜓𝑖 (12.5.8)

当拉格朗日量采取这一形式时, 轻子电动力学的任何可重整拉格朗日量将自动满足P,C和T守恒,

并且使每一味的轻子数(减去反轻子数):电子, 𝜇子和𝜏子数目守恒.** 特别地, 尽管有方程(12.5.1),

这一理论并不允许诸如𝜇 → 𝑒 + 𝛾这样的过程. 读者或许会担心将方程(12.5.8)中的𝜓𝑖(之前称

为𝜓′′
𝑖 )作为轻子场是否正确, 这个场显然使轻子数守恒, 而方程(12.5.1)中的𝜓𝑖并没有使轻子数守

恒, 这似乎允许了类似𝜇 → 𝑒+ 𝛾这样的过程. 这样的担心可以放在一旁; 正如10.3节所强调的, 不

存在仅作为电子场或𝜇子场的场. 事实上, 尽管方程(12.5.1)产生了1个轻子辐射衰变到2个轻子的

非零矩阵元, 但是该矩阵元不在轻子质量壳上, 通过令轻子在质量壳上, 即使使用方程(12.5.1)计

算, 我们也会得到, 对于所有这样的过程, 𝑆-矩阵元为零.

推导这些结果中的关键是, 在方程(12.5.1)中, 电荷对于轻子场的左手部分和右手部分是相同

的, 或者, 换句话说, 轻子场的左手部分和右手部分在电磁规范变换下以相同形式变换. 我们将在

卷II中看到, 由于类似的原因, 强相互作用的现代可重整理论, 这个理论称为量子色动力学, 自动

满足C守恒, (除了特定的非微扰效应)P守恒和T守恒, 以及每一夸克味的夸克数(减去反夸克数)守

恒. 在卷II中, 我们也将看到, 对于弱作用和电磁作用的可重整标准模型的最简单版本, 出于与这

里所描述的电动力学相类似的原因, 它将自动满足轻子味守恒(尽管对C和P是不守恒的). 产生于

更高质量标度的不可重整相互作用或许会破坏这些守恒率中的任何一个, 这种可能性依然存在着.

**这是由Feinberg(范伯格), Kabir(卡比尔)和我21首先证明的. Feinberg22更早注意到了, 在只有一种中微子的理论

中, 弱作用效应将对过程𝜇→ 𝑒+ 𝛾产生一个可观测的速率, 直到第二种中微子的发现, 这个问题才被解决.



· 384 · 第 12章 重整化的一般理论

参考文献

[1] F. J. Dyson, Phys. Rev. 75, 486, 1736 (1949). Renormalization提供了一个历史回顾, L.

M. Brown编辑(Springer-Verlag, New York, 1993). 一个全面的现代处理, 参看J. Collins,

Renormalization (Cambridge University Press, Cambridge, 1984).

[2] S. Weinberg, Phys. Rev. 118, 838 (1959).这个证明仅依赖于欧几里得动量空间中Feynman图

积分的一般渐进性质, 而这个积分是通过Wick旋转所有积分围道获得的. 通过使用被积函数

更加细节的性质, 这个证明被Y. Hahn和W. Zimmerman简化了, Commun. Math. Phys. 10,

330 (1968), 然后被W. Zimmerman拓展至闵可夫斯基动量空间, Commun. Math. Phys. 11,

1 (1968).

[3] J. D. Bjorken and S. D. Drell, Relativistic Quantum Fields (McGraw-Hill, New York, 1965):

Section 19.10 and 19.11.

[4] 参看, J. Wess and J. Bagger, Supersymmetry and supergravity (Princeton University Press,

Princeton, 1983), 以及那里所引用的原始文献.

[5] A. Salam, Phys. Rev. 82, 217 (1951); Phys. Rev. 84, 426 (1951); P. T. Matthews and A.

Salam, Phys. Rev. 94, 185 (1954).

[6] N. N. Bogoliubov and O. Parasiuk, Acta Math. 97, 227 (1957).

[7] K. Hepp, Comm. Math. Phys. 2, 301 (1966). Hepp评 述 道“很 难 找 到 两 个

对[Bogoliubov和Parasiuk的]证明中关键步骤的理解是同构的理论家,” 但Hepp自己的论

文就很难读.

[8] W. Zimmerman, Comm. Math. Phys. 15, 208 (1969). 另见W. Zimmerman, in Lecture on

Elementry Particles amd Quantum Field Theory — Brandeis University Summer Institute

in Theoretical Physics (M.I.T. Press, Cambridge, 1970).

[9] W. Heisenberg, Z. Physik 110, 251 (1938).

[10] W. Heisenberg, 参考文献6和Z. Physik 113, 61 (1939).

[11] S. Sakata, H.Umezawa, and S. Kamefuchi, Prog. Theor. Phys. 7, 327 (1952).

[12] S. Weinberg, Physica 96A, 327 (1979).

[13] J. Gasser and H. Leutwyler, Ann. Phys. (NY) 158, 142 (1984); Nucl. Phys. B250, 465

(1985).

[14] J. F. Donoghue, Phys. Rev. D 50, 3874 (1994).

[15] 这一现象能够发生的一种可能方式是经由“渐进安全”现象; 参看S. Weinberg, General

Relativity — An Einstein Centenary Survey , S. W. Hawking和W. Israel编辑(Cambridge

University Press, Cambridge, 1979): Section 16.3.



参考文献 · 385 ·

[16] H. Euler and B. Kockel, Naturwiss. 23, 246 (1935); W. Heisenberg and H. Euler, Z. Physik

98, 714 (1936).

[17] J. Halter在一圈计算中使用了Euler等人的有效拉格朗日量, Phys. Lett. B 316, 155 (1993).

[18] K. G. Wilson, Phys. Rev. B4, 3174, 3184 (1971); Rev. Mod. Phys. 47, 773 (1975).

[19] J. Polchinski, Nucl. Phys. B231, 269 (1984); Recent Direction in Particle Theory — Proceed-

ings of the 1992 TASI Conference中的文章, J. Harvey和J. Polchinski编辑(World Scientific,

Singapore, 1993): p. 235.

[20] V. Novikov, M. A. Shifman, A. I. Vainshtein, and V. I. Zakharov, Nucl. Phys. B229, 381

(1983); M. A. Shifman and A. I. Vainshtein, Nucl. Phys. B227, 456 (1986); 以及那里所引

用的参考文献. 另见, M. A. Shifman and A. I. Vainshtein, Nucl. Phys. B359, 571 (1991).

[21] G. Feinberg, P. Kabir, and S. Weinberg, Phys. Rev. Lett. 3, 527 (1959).

[22] G. Feinberg, Phys. Rev. 110, 1482 (1958).



· 386 · 第 12章 重整化的一般理论



第 13 章 红外效应

在辐射修正的研究中, “软光子”, 即那些能量和动量远小于所研究问题中过程的特征质量和

能量的光子, 它们所产生的修正扮演了一个特殊角色. 不仅是由于这些修正通常非常大使得它们

必须对微扰论的所有阶求和; 这些修正非常简单以至于求和是不困难的. 无限大波长光子的贡献

采取的形式为发散积分, 但是正如我们将看到的, 这些“红外发散”全部抵消了.1

在本章大部分内容中, 我们将处理与任意种类且自旋任意的带电粒子相互作用的光子, 这些

带电粒子中包括像原子核这样既有强相互作用又有电磁相互作用的粒子. 然而, 将这里所展示的

计算挪至其它无质量粒子, 例如量子色动力学的胶子, 是没有困难的. 在13.4节, 我们将明确地考

察非常普遍的无质量粒子的理论, 并会证明红外发散一般环境下的抵消.

在这些泛泛讨论之后, 我们将回到光子, 并讨论两个有实际意义的专题: 软光子在带电粒子上

的散射, 其中带电粒子有非电磁的相互作用且自旋任意, 以及像原子核这样的带电重粒子作为外

电磁场源的处理.

13.1 软光子振幅

我们将在本节导出一个通用公式, 这个公式给出了在过程𝛼 → 𝛽中发射任意个低能光子的振

幅, 其中过程𝛼→ 𝛽包含任何个任意种类的高能带电粒子.

我们从只发射一个软光子的振幅出发. 如果我们将有出动量𝑞和极化指标𝜇的软光子线

与离开过程𝛼 → 𝛽的某个连通Feynman图的带电粒子线相连, 如图13.1(a)所示, 那么我们就要

给𝛼 → 𝛽的𝑆-矩阵元乘以一个额外的带电粒子传播子, 该传播子携带带电粒子在发射光子之前所

拥有的动量𝑝+ 𝑞, 再乘上新的带电粒子-光子顶点的贡献. 对于无自旋, 质量为𝑚而电荷为+𝑒的带

电粒子, 这些因子是

[︁
𝑖(2𝜋)4𝑒(2𝑝𝜇 + 𝑞𝜇)

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

(𝑝+ 𝑞)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂
,

其在极限𝑞 → 0下变成
𝑒 𝑝𝜇

𝑝 · 𝑞 − 𝑖𝜖
. (13.1.1)

(我们可以随意地重定义正无限小𝜖的标度, 要小心的只是要保留它的符号.) 这一结果实际上对于

任意自旋的带电粒子都对. 例如, 对于一个自旋1
2且电荷为+𝑒的粒子, 我们必须将出带电粒子的系

数函数�̄�(p, 𝜎)替换成

�̄�(p, 𝜎)
[︁
− (2𝜋)4𝑒𝛾𝜇

]︁ [︂ −𝑖
(2𝜋)4

−𝑖(/𝑝+ /𝑞) +𝑚

(𝑝+ 𝑞)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

]︂
.

在极限𝑞 → 0下, 传播子的分子由并矢的和给出:

−𝑖/𝑝+𝑚 = 2𝑝0
∑︁

𝜎′

𝑢(p, 𝜎′) �̄�(p, 𝜎′) ,

387
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︷ ︸︸ ︷
β

︸ ︷︷ ︸
α

p+ q

p q

(a)

︷ ︸︸ ︷
β

︸ ︷︷ ︸
α

p

p− q

q

(b)

图 13.1 在任意过程𝛼→ 𝛽中发射软光子的主导图. 直线是态𝛼和𝛽中的带电粒子(包含可能的硬光子); 波浪

线是软光子.

所以我们有了对𝛾𝜇的等动量矩阵元的求和, 由

�̄�(p, 𝜎′)𝛾𝜇𝑢(p, 𝜎′) = −𝑖𝛿𝜎,𝜎′ 𝑝𝜇/𝑝0

给出, 而这个效应还是给过程𝛼 → 𝛽的矩阵元乘以因子(13.1.1). 更普遍地, 对于任意自旋, 在极

限𝑞 → 0下, 新的带电粒子内线的4-动量𝑝+ 𝑞趋于质量壳, 所以传播子的分子就趋于对系数函数的

并矢的求和, 而其将新的顶点矩阵转化成一个因子, 该因子正比于𝑝𝜇以及螺度指标下的单位矩阵,

这又一次导出了因子(13.1.1). 更进一步, 我们在第10章已经看到, 高阶修正既不影响传播子中质

量壳极点的留数, 也不影响电子流在等动量的同一粒子态之间的矩阵元, 所以(13.1.1)给出了从出

带电粒子线上发射一个软光子所附带的正确因子, 这个因子适用于微扰论的所有阶.

同样的推论也可套用在从过程𝛼→ 𝛽的入带电粒子线上发射一个光子, 所不同的是, 在带电粒

子发射一个4-动量为𝑞的光子后, 带电粒子线的4-动量为𝑝− 𝑞, 所以取代(13.1.1), 我们得到因子

𝑒 𝑝𝜇

−𝑝 · 𝑞 − 𝑖𝜖
. (13.1.2)

当然, 光子也可以从过程𝛼→ 𝛽中的内线出射, 但在这一情况下, 没有因子在𝑞 → 0时趋于(𝑝 · 𝑞)−1.

因此, 在过程𝛼 → 𝛽中发射4-动量为𝑞且带极化指标𝜇的单个软光子的振幅𝑀𝜇
𝛽𝛼(𝑞)(没有能动量守

恒𝛿-函数的𝑆-矩阵元), 在极限𝑞 → 0下, 由𝛼 → 𝛽的矩阵元𝑀𝛽𝛼乘以像(13.1.1)和(13.1.2)这样的项

之和给出, 每一个这样的项对应每个出射或入射带电粒子:

𝑀𝜇
𝛽𝛼(𝑞) →𝑀𝛽𝛼

∑︁

𝑛

𝜂𝑛𝑒𝑛 𝑝
𝜇
𝑛

𝑝𝑛 · 𝑞 − 𝑖𝜂𝑛𝜖
, (13.1.3)
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其中𝑝𝑛和+𝑒𝑛是初态和末态中第𝑛个粒子的4-动量和电荷, 而𝜂𝑛是符号因子, 对于末态𝛽中的粒子

取+1, 对于初态𝛼中的粒子取−1.

在继续考察多个软光子的发射之前, 值得讨论一下公式(13.1.3)的一个重要特征.2 为了计

算发射一个螺度确定的光子的振幅, 我们必须用相对应的光子极化矢量𝑒𝜇(q,±)来收缩该式.

但是, 我们在5.9节已经看到, 𝑒𝜇(q,±)并不是一个4-矢量; 在Lorentz变换Λ𝜇𝜈下, 极化矢量变换

成Λ𝜇𝜈𝑒𝜈(q,±)加上一个正比于𝑞𝜇的项. 为了不让后一项破坏Lorentz不变性, 因而𝑀𝜇
𝛽𝛼(𝑞)与𝑞𝜇收缩

后必须为零. 但对于𝑞 → 0, (13.1.3)给出

𝑞𝜇𝑀
𝜇
𝛽𝛼(𝑞) →𝑀𝛽𝛼

∑︁

𝑛

𝜂𝑛𝑒𝑛 . (13.1.4)

右边𝑀𝛽𝛼的系数正是末态中的总电荷减去初态中的总电荷, 所以它为零的条件正是电荷守恒的

条件. 因此, 在没有任何关于规范不变性的独立假定下, 我们看到对于自旋1且无质量的粒子,

Lorentz不变性要求, 任何支配这些粒子的相互作用的耦合常数, 例如电荷, 在低能下都必须守恒.

附带地, 在过程𝛼 → 𝛽中发射一个4-动量为𝑞并带张量指标𝜇, 𝜈的软引力子的振幅由类

似(13.1.3)的公式3给出:

𝑀𝜇𝜈
𝛽𝛼(𝑞) →𝑀𝛽𝛼

∑︁

𝑛

𝜂𝑛𝑓𝑛 𝑝
𝜇
𝑛 𝑝𝜈𝑛

𝑝𝑛 · 𝑞 − 𝑖𝜂𝑛𝜖
, (13.1.5)

其中𝑓𝑛是软引力子与第𝑛种粒子的耦合常数. Lorentz不变性要求当其与𝑞𝜇收缩后为零. 但是

𝑞𝜇𝑀
𝜇𝜈
𝛽𝛼(𝑞) →𝑀𝛽𝛼

∑︁

𝑛

𝜂𝑛𝑓𝑛 𝑝
𝜈
𝑛 , (13.1.6)

所以和
∑︀
𝑓𝑛𝑝

𝜈
𝑛是守恒的. 然而, 4-动量的线性组合中能够守恒并且不禁止任何非平庸散射过程

的只有总4-动量, 所以为了使(13.1.6)为零, 𝑓𝑛必须都相等. (全体𝑓𝑛的共用值可以认为是
√
8𝜋𝐺𝑁 ,

其中𝐺𝑁是牛顿引力常数.) 因此Lorentz不变性要求自旋2的低能无质量粒子与所有形式的能动

量张量的耦合形式相同. 这在很大程度上证明了Einstein等效原理是在自旋2的无质量粒子上附

加Lorentz不变性后的必然结果. 同样, 对于在过程𝛼→ 𝛽中发射4-动量为𝑞且自旋𝑗 ≥ 3的软无质量

粒子, 其振幅形式为

𝑀𝜇𝜈𝜌···
𝛽𝛼 (𝑞) →𝑀𝛽𝛼

∑︁

𝑛

𝜂𝑛𝑔𝑛 𝑝
𝜇
𝑛 𝑝𝜈𝑛 𝑝

𝜌
𝑛 · · ·

𝑝𝑛 · 𝑞 − 𝑖𝜂𝑛𝜖
.

这时Lorentz不变性要求和
∑︀
𝑔𝑛𝑝

𝜈
𝑛𝑝

𝜌
𝑛 · · ·必须守恒. 但是这种既守恒又不禁止非平庸散射过程的量

是不存在的, 所以𝑔𝑛必须全部为零. 自旋𝑗 ≥ 3的无质量粒子或许存在, 但是它们的耦合在低能极

限下无法幸存, 尤其是它们无法传递平方反比力.

现在, 我们来考察两个软光子的发射. 如果在一个图中两个光子是从过程𝛼 → 𝛽的两个不同

外线上发射的, 那么该图对矩阵元的贡献就是𝛼 → 𝛽的矩阵元乘以类似(13.1.1)或(13.1.2)这样的

因子之积. 或许会有些惊奇, 即使这两个光子是从同一外线上发射的, 上述结论依然成立. 例如,

如果光子1是在光子2之后从电荷为+𝑒且能动量4-矢为𝑝的外线上发射的, 那么我们就会得到因子
[︂

𝜂 𝑒 𝑝𝜇1

𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜂𝜖

]︂ [︂
𝜂 𝑒 𝑝𝜇2

𝑝 · (𝑞2 + 𝑞1)− 𝑖𝜂𝜖

]︂
,

但是, 如果光子2是在光子1之后发射的, 这个因子就变成
[︂

𝜂 𝑒 𝑝𝜇2

𝑝 · 𝑞2 − 𝑖𝜂𝜖

]︂ [︂
𝜂 𝑒 𝑝𝜇1

𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2)− 𝑖𝜂𝜖

]︂
.
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p+ q1 + q2

p+ q1 q2

q1

p

p+ q2 + q1

p+ q2 q1

q2

p

图 13.2 从同一出带电粒子线上发射两个软光子的图. 直线是硬粒子; 波浪线是软光子.

(参看图13.2. 又一次, 根据带电粒子线是离开的还是进入的, 𝜂分别是+1或−1.) 这两个因子之和

为 [︂
𝜂 𝑒 𝑝𝜇1

𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜂𝜖

]︂ [︂
𝜂 𝑒 𝑝𝜇2

𝑝 · 𝑞2 − 𝑖𝜂𝜖

]︂
,

这正是在发射单个光子时所遇到的相同因子的积.

更普遍地, 从单个外线上发射任意个光子时, 我们会遇到如下形式的求和*

[𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜂𝜖]−1[𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2)− 𝑖𝜂𝜖]−1[𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3)− 𝑖𝜂𝜖]−1 · · ·
+置换

= [𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜂𝜖]−1[𝑝 · 𝑞2 − 𝑖𝜂𝜖]−1[𝑝 · 𝑞3 − 𝑖𝜂𝜖]−1 · · · . (13.1.7)

由此得出,在过程𝛼→ 𝛽中发射𝑁个软光子的振幅𝑀𝜇1···𝜇𝑁
𝛽𝛼 (𝑞1 · · · 𝑞𝑁 ),其中𝜇1, · · · , 𝜇𝑁和𝑞1, · · · , 𝑞𝑁

分别是这𝑁个光子的极化指标和4-动量, 在极限𝑞 → 0下, 由𝛼 → 𝛽的矩阵元乘以类似(13.1.3)中的

*这一等式可以用数学归纳法进行证明. 我们已经看到该等式对于两个光子是成立的. 假定它对于𝑁 − 1个光子也是

成立的. 这样, 对于𝑁个光子, 我们可以将置换的求和写成, 先选择第一个要发射的光子再对剩余光子的置换求和, 然后

对选择方式求和:

[𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜂𝜖]−1[𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2)− 𝑖𝜂𝜖]−1 · · · [𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2 + · · ·+ 𝑞𝑁 )− 𝑖𝜂𝜖]−1 +置换

=

𝑁∑︁
𝑟=1

[︃
𝑝 ·

(︃
𝑁∑︁

𝑠=1

𝑞𝑠

)︃
− 𝑖𝜂𝜖

]︃−1∏︁
𝑠 ̸=𝑟

[𝑝 · 𝑞𝑠 − 𝑖𝜂𝜖]−1

=

𝑁∑︁
𝑟=1

[︃
𝑝 ·

(︃
𝑁∑︁

𝑠=1

𝑞𝑠

)︃
− 𝑖𝜂𝜖

]︃−1

[𝑝 · 𝑞𝑟 − 𝑖𝜂𝜖]

𝑁∏︁
𝑠=1

[𝑝 · 𝑞𝑠 − 𝑖𝜂𝜖]−1 =

𝑁∏︁
𝑠=1

[𝑝 · 𝑞𝑠 − 𝑖𝜂𝜖]−1 ,

这正是所要证明的.
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︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
α

β

图 13.3 虚软光子对反应𝛼 → 𝛽的𝑆-矩阵的辐射修正的典型主导图. 直线是态𝛼和𝛽中的粒子(包括硬光子);

波浪线是软光子.

因子之积给出, 而对于每一光子都有一个这样的因子:

𝑀𝜇1···𝜇𝑁
𝛽𝛼 (𝑞1 · · · 𝑞𝑁 ) →𝑀𝛽𝛼

𝑁∏︁

𝑟=1

(︃∑︁

𝑛

𝜂𝑛 𝑒𝑛 𝑝
𝜇𝑟
𝑛

𝑝𝑛 · 𝑞𝑟 − 𝑖𝜂𝑛𝜖

)︃
. (13.1.8)

13.2 虚软光子

我们现在要用上一节的结果去计算过程𝛼 → 𝛽的两个带电粒子线之间交换虚软光子对所有阶

辐射修正的影响, 如图13.3所示. 对于“软”光子, 我们是指所携带动量远小于Λ的光子, 其中Λ是低

能选择的某个适当的分界点, 用来表明上一节所做近似有效. 我们将看到这些软光子引入了红外

发散, 所以, 作为权宜之计, 我们不得不对光子动量引入下界𝜆. 辨认出软光子动量上的两个限制

的差异非常重要. 上界Λ仅用来定义软光子的“软”指什么; 软光子辐射修正的Λ相关性被振幅其余

部分的Λ-相关性抵消了, 计算这个Λ-相关性仅需引入动量远大于Λ的虚光子. 另一方面, 下界截断

最终必须通过取𝜆→ 0移除掉; 正如我们将看到的, 这一极限下的红外发散将被发射实软光子的效

应抵消.

对于每一个虚软光子, 我们都必须补充一个传播子因子

−𝑖
(2𝜋)4

𝜂𝜇𝜇′

𝑞2 − 𝑖𝜖
, (13.2.1)

然后给振幅(13.1.8)乘上这些传播子之积, 收缩掉光子极化指标, 并积掉光子4-动量. 额外的, 对

于𝑁个虚软光子, 我们必须除以因子2𝑁𝑁 !, 这是因为对虚光子线所有可以连接的两个末端处进行

求和引入了对𝑁 !个光子线置换的重复求和和对这些线的两端交换的重复求和. 那么, 包括𝑁个软
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光子的辐射修正效应就是给当过程不带这样的辐射修正时的矩阵元𝑀𝛽𝛼乘以因子

1

𝑁 !2𝑁

[︃
1

(2𝜋)4

∑︁

𝑛𝑚

𝑒𝑛𝑒𝑚𝜂𝑛𝜂𝑚 𝐽𝑛𝑚

]︃𝑁
, (13.2.2)

其中

𝐽𝑛𝑚 ≡ −𝑖(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)
∫︁

𝜆≤|q|≤Λ

𝑑4𝑞

[𝑞2 − 𝑖𝜖][𝑝𝑛 · 𝑞 − 𝑖𝜂𝑛𝜖][−𝑝𝑚 · 𝑞 − 𝑖𝜂𝑚𝜖]
. (13.2.3)

要注意的是, 我们改变了(13.2.3)分母中𝑝𝑚 · 𝑞的符号, 这是因为如果我们定义𝑞为线𝑛发射的动量,

那么−𝑞就是线𝑚发射的动量.

对𝑁求和, 我们得出结论, 当过程包含任意个动量|q| ≥ 𝜆的软光子所引起的辐射修正时, 它的

矩阵元给定为

𝑀𝜆
𝛽𝛼 =𝑀Λ

𝛽𝛼 exp

[︃
1

2(2𝜋)4

∑︁

𝑛𝑚

𝑒𝑛𝑒𝑚𝜂𝑛𝜂𝑚 𝐽𝑛𝑚

]︃
, (13.2.4)

其中𝑀Λ
𝛽𝛼是仅包含动量远大于Λ的虚光子时的振幅.

(13.2.3)中对𝑞0的积分可以通过留数法积掉. 被积函数除了在4个极点外对𝑞0是解析的, 这四个

极点在

𝑞0 = |q| − 𝑖𝜖 , 𝑞0 = − |q|+ 𝑖𝜖 ,

𝑞0 = v𝑛 · q− 𝑖𝜂𝑛𝜖 , 𝑞0 = v𝑚 · q+ 𝑖𝜂𝑚𝜖 ,

其中v𝑛 ≡ p𝑛/𝑝
0
𝑛,对v𝑚同样如此. 如果粒子𝑛是出射的而粒子𝑚是入射的,那么𝜂𝑛 = +1, 𝜂𝑚 = −1,

所以通过在上半平面闭合𝑞0围道, 我们避开极点在𝑞0 = v𝑛 · q − 𝑖𝜂𝑛𝜖或𝑞
0 = v𝑚 · q + 𝑖𝜂𝑚𝜖处的贡

献. 类似的, 如果𝑛是入射的而𝑚是出射的, 我们可以通过在下半平面闭合围道来避开这两个极点.

在这两种情况中, 𝑞0 = ±(|q| − 𝑖𝜖)处的极点只有一个有贡献, 并且我们得到纯实的积分

𝐽𝑛𝑚 = −𝜋(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)
∫︁

𝜆≤|q|≤Λ

𝑑3𝑞

|q|3 (𝐸𝑛 − q̂ · p𝑛)(𝐸𝑚 − q̂ · p𝑚)
(对于𝜂𝑛 = −𝜂𝑚 = ±1) . (13.2.5)

另一方面, 如果粒子𝑛和𝑚都是出射的或都是入射的, 那么v𝑛 · q− 𝑖𝜂𝑛𝜖和v𝑚 · q+ 𝑖𝜂𝑚𝜖处的极点出

来实𝑞0-轴的两侧, 无论以何种方式闭合围道, 我们都无法避开来自其中一个的贡献:

𝐽𝑛𝑚 = −𝜋(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)
∫︁

𝜆≤|q|≤Λ

𝑑3𝑞

|q|3 (𝐸𝑛 − q̂ · p𝑛)(𝐸𝑚 − q̂ · p𝑚)

− 4𝑖𝜋3

𝛽𝑛𝑚
ln

(︂
Λ

𝜆

)︂
(对于𝜂𝑛 = 𝜂𝑚 = ±1) , (13.2.6)

其中𝛽𝑛𝑚是粒子𝑛和𝑚在其中一个粒子的静系中的相对速度:

𝛽𝑛𝑚 ≡
√︃

1− 𝑚2
𝑛𝑚

2
𝑚

(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)2
. (13.2.7)

方程(13.2.6)中的虚项导致了方程(13.2.4)中一个红外发散的相因子,4 这个相因子在我们取矩阵

元的绝对值以计算反应𝛼 → 𝛽的速率时会被扔掉. (这个无限大的相因子是非相对论Coulomb散
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射著名特征相应的相对论版, 即Schrödinger波函数的出射波部分对径向坐标𝑟的依赖关系的形

式是exp(𝑖𝑝𝑟 − 𝑖𝜈 ln 𝑟)/𝑟而不是exp(𝑖𝑝𝑟)/𝑟, 其中𝜈是电荷乘积除以相对速度.5) 影响反应速率的

是𝐽𝑛𝑚的实部, 其对于所有的𝜂𝑛和𝜂𝑚取值

Re 𝐽𝑚𝑛 = −𝜋(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)
∫︁

𝜆≤|q|≤Λ

𝑑3𝑞

|q|3 (𝐸𝑛 − q̂ · p𝑛)(𝐸𝑚 − q̂ · p𝑚)
. (13.2.8)

一个基础的计算给出

Re 𝐽𝑚𝑛 =
2𝜋2

𝛽𝑛𝑚
ln

(︂
1 + 𝛽𝑛𝑚
1− 𝛽𝑛𝑚

)︂
ln

(︂
Λ

𝜆

)︂
. (13.2.9)

在方程(13.2.4)的绝对值平方中使用该式就给出了虚软光子对于反应Γ𝛽𝛼速率的影响

Γ𝜆𝛽𝛼 =

(︂
𝜆

Λ

)︂𝐴(𝛼→𝛽)

ΓΛ
𝛽𝛼 , (13.2.10)

其中Γ𝜆𝛽𝛼和ΓΛ
𝛽𝛼分别是反应𝛼→ 𝛽仅包含动量大于𝜆或Λ的软光子辐射修正时的速率, 𝐴是指数

𝐴(𝛼→ 𝛽) = − 1

8𝜋2

∑︁

𝑛𝑚

𝑒𝑛𝑒𝑚𝜂𝑛𝜂𝑚
𝛽𝑛𝑚

ln

(︂
1 + 𝛽𝑛𝑚
1− 𝛽𝑛𝑚

)︂
. (13.2.11)

要注意的是, 既然方程(13.2.10)中的两个速率分别只依赖于𝜆和Λ, 而修正因子(𝜆/Λ)𝐴已经表现

为𝜆的函数对Λ的同一函数的比值, 上式显然是合理的.

指数𝐴总是正的. 例如, 在单个粒子被一个中性粒子或外势散射时, 当𝑛和𝑚都是初态带电粒

子或末态带电粒子时(在这一情况下, 𝜂𝑛𝜂𝑚 = +1而𝛽𝑛𝑚 = 0), 或者𝑛是初态或末态带电粒子而𝑚是

另一态中的粒子时(在这一情况下, 𝜂𝑛𝜂𝑚 = −1而𝛽𝑛𝑚 = 𝛽, 其中1 > 𝛽 > 0.), 我们都必须在方

程(13.2.11)中加项. 这给出

𝐴 = − 𝑒2

8𝜋2

[︂
4− 2

𝛽
ln

(︂
1 + 𝛽

1− 𝛽

)︂]︂
,

这对于所有的1 > 𝛽 > 0都是正的. 因为𝐴是正的, 在对所有阶求和后, 虚软光子所引入的红外发散

效应就变成使得任意给定的带电粒子反应𝛼→ 𝛽的速率在极限𝜆→ 0下为零.

* * *

在我们继续考察实软光子发射是如何抵消这些红外发散之前, 我们应该暂停一下, 指出之上

计算中的一个技巧, 就我所知, 这个技巧总被文献忽略了. 在计算这些辐射修正时, 我们既引入了

虚光子被同一带电粒子外线吸收并发射的图, 也引入了那些虚光子被不同的线吸收和发射的图.

然而, 我们在第10章已经知道, 在计算𝑆-矩阵时, 我们不应该引入在外线中插入自能子图所产生的

辐射修正. 这似乎表明我们应该扔掉方程(13.2.11)中𝑛 = 𝑚的项, 但是, 如果这样的话, 我们在下

一节会发现红外发散的抵消将是不完整的.

解决这一问题要注意到, 虚软光子不仅直接产生红外发散, 而且通过它们对带电粒子场的重

整化常数𝑍𝑛的效应产生红外发散. (在含有单个自旋1
2的带电场的理论中, 例如量子电动力学, 重整

化常数𝑍𝑛就是被写成𝑍2的那个.) 正是正比于𝑍𝑛 − 1的抵消项抵消了外线中辐射修正的效应. 确切

一些, 种类为𝑛的带电粒子的重整化场是因子𝑍
−1/2
𝑛 乘以非重整化场, 所以当我们用重整化场(对应

于省略了外线中的辐射修正)计算𝑆-矩阵时, 我们引入了一个额外的因子
∏︀
𝑛 𝑍

−1/2
𝑛 , 该乘积取遍初
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态和末态中的所有带电粒子. (当然, 对于中性粒子也存在因子𝑍
−1/2
𝑛 , 但这些不是红外发散的.) 以

一种稍微不同的记法, 这个因子是 ∏︁

𝑓

𝑍
−𝐸𝑓/2
𝑓 ,

其中𝑍𝑓是𝑓种场的场重整化, 𝐸𝑓是𝑓种外线的数目, 而乘积现在取遍所有的带电场种类. 然而, 这

些场重整化常数也出现在图的内部; 将包含𝑁𝑖𝑓个𝑓类带电粒子场的𝑖类相互作用表示成重整化场

的形式会引入红外发散因子 ∏︁

𝑓

(𝑍𝑓 )
𝑁𝑖𝑓/2 .

(例如, 方程(11.1.9)中的抵消项−𝑖𝑒(𝑍2 − 1)𝐴𝜇𝜓𝛾
𝜇𝜓与普通的电磁相互作用−𝑖𝑒𝐴𝜇𝜓𝛾𝜇𝜓合起来产

生在总的相互作用−𝑖𝑍2𝑒𝐴𝜇𝜓𝛾
𝜇𝜓. 该𝑍2因子中的红外发散正是方程(11.3.24)括号中的第二项以

及方程(??)中的最后一项产生红外发散的原因.) 在重整化场的传播子中也存在红外发散; 对于𝑓种

重整化带电场的传播子, 当其以非重整化场传播子的形式表示时, 会引入因子𝑍−1
𝑓 . 将这些放到一

起, 对于每一𝑓种带电场, 由相互作用的抵消项以及对外线和内线的辐射修正引入的因子𝑍𝑓 , 其总

数是
1
2

∑︁

𝑖

𝑉𝑖𝑁𝑖𝑓 − 𝐼𝑓 − 1
2𝐸𝑓 ,

其中𝐼𝑓和𝐸𝑓是𝑓种内线和𝑓种外线的数目, 𝑉𝑖是𝑖类相互作用顶点的数目. 在6.3节我们已经注意

到这个量对于每个𝑓为零. 因此, 抵消外线上的辐射修正的抵消项, 其本身被产生于内线和顶点

的𝑍𝑓因子抵消了. 因此方程(13.2.11)现在的样子, 即包含了𝑛 = 𝑚的项, 是正确的.

13.3 实软光子; 发散的抵消

要解决上一节所遇到的红外发散问题要注意到这样的事实, 即测量包含数目确定的光子和带

电粒子的反应𝛼 → 𝛽的速率Γ𝛽𝛼是不大可能的, 这是因为能量非常低的光子总可以逃脱探测. 对于

这样的反应可以测量的是速率Γ𝛽𝛼(𝐸,𝐸𝑇 ), 即未观测到的光子能量小于某个小量𝐸, 并且无论未观

测光子的数目是多少, 它们所获得的能量小于某个很小的总能量𝐸𝑇 . (显然, 𝐸 < 𝐸𝑇 . 在没有软

光子探测器的实验中, 我们可以通过测量𝛼和𝛽中“硬”粒子的能量给软光子获得的能量施加一个限

制𝐸𝑇 , 在这一情况下我们就令𝐸 = 𝐸𝑇 .) 我们现在转向这一速率的计算.

在反应𝛼 → 𝛽中发射𝑁个实软光子的𝑆-矩阵是通过对振幅(13.1.8)上的𝑁个光子极化指

标𝜇1, 𝜇2, · · ·与合适的系数函数
𝜖*𝜇(q, ℎ)

(2𝜋)3/2
√︀

2 |q|

进行收缩获得的, 其中q是光子动量, ℎ = ±1是螺度, 而𝜖𝜇是相对应的光子极化“矢量”.* 这给出光

子发射矩阵元(𝛿-函数省略掉的𝑆-矩阵元)

𝑀𝜆
𝛽𝛼(q1, ℎ1,q2, ℎ2, · · · ) =𝑀𝜆

𝛽𝛼

×
𝑁∏︁

𝑟=1

(2𝜋)−3/2(2|q𝑟|)−1/2
∑︁

𝑛

𝜂𝑛𝑒𝑛[𝑝𝑛 · 𝜖*(q𝑟, ℎ𝑟)]
𝑝𝑛 · 𝑞𝑟

. (13.3.1)

*对于光子极化矢量我们使用𝜖𝜇而非𝑒𝜇, 是为了避免与电荷的𝑒𝑛引起混淆.
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(下标𝜆是提醒我们这些振幅是在虚光子动量上有红外截断𝜆的情况下计算的. 最后我们会

取𝜆 → 0. 根据13.1节所讨论的因式分解, 虚光子的出现并不会干扰结果(13.3.1).) 对该矩阵元取

平方, 对螺度求和, 并乘以
∏︀
𝑟 𝑑

3𝑞𝑟, 就给出了发射𝑁个软光子到动量空间体积元
∏︀
𝑟 𝑑

3𝑞𝑟的微分速

率. 从方程(8.5.7)中我们回忆起, 对于𝑞2 = 0, 螺度求和后的形式为

∑︁

ℎ=±1

𝜖𝜇(q, ℎ)𝜖
*
𝜈(q, ℎ) = 𝜂𝜇𝜈 + 𝑞𝜇𝑐𝜈 + 𝑞𝜈𝑐𝜇 , (13.3.2)

其中c ≡ −q/2|q|2且𝑐0 ≡ 1/2|q|. 电荷守恒条件∑︀𝑛 𝜂𝑛𝑒𝑛 = 0允许我们扔掉方程(13.3.2)中包

含𝑞𝜇或𝑞𝜈的项, 给出微分速率**

𝑑Γ𝜆𝛽𝛼(q1, · · · ,q𝑁 ) = Γ𝜆𝛽𝛼

𝑁∏︁

𝑟=1

𝑑3𝑞𝑟
(2𝜋)3(2|q𝑟|)

∑︁

𝑛𝑚

𝜂𝑛𝜂𝑚𝑒𝑛𝑒𝑚(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)
(𝑝𝑛 · 𝑞𝑟)(𝑝𝑚 · 𝑞𝑟)

. (13.3.3)

为了计算发射𝑁个能量明确为𝜔𝑟 ≡ |q𝑟|的软光子的微分速率, 我们必须要做方程(13.3.3)对光

子动量q𝑟方向的积分. 这些积分与我们在积分(13.2.8)中遇到的是相同的,

− 𝜋(𝑝𝑛 · 𝑝𝑚)
∫︁

𝑑2q̂

(𝐸𝑛 − q̂ · p𝑛)(𝐸𝑚 − q̂ · p𝑚)
=

2𝜋2

𝛽𝑛𝑚
ln

(︂
1 + 𝛽𝑛𝑚
1− 𝛽𝑛𝑚

)︂
. (13.3.4)

因此, 方程(13.3.3)对光子方向积分给出能量为𝜔1, · · ·𝜔𝑁的光子的微分速率:

𝑑Γ𝜆𝛽𝛼(𝜔1 · · ·𝜔𝑁 ) = Γ𝜆𝛽𝛼𝐴(𝛼→ 𝛽)𝑁
𝑑𝜔1

𝜔1
· · · 𝑑𝜔𝑁

𝜔𝑁
, (13.3.5)

其中𝐴(𝛼→ 𝛽)是上一节遇到的同一常数:

𝐴(𝛼→ 𝛽) = − 1

8𝜋2

∑︁

𝑛𝑚

𝑒𝑛𝑒𝑚𝜂𝑛𝜂𝑚
𝛽𝑛𝑚

ln

(︂
1 + 𝛽𝑛𝑚
1− 𝛽𝑛𝑚

)︂
.

我们从方程(13.3.5)中看到, 对发射光子能量的非约束积分将引入另一个红外发散. 然而, 幺

正性要求, 如果我们对虚光子动量施加红外截断(正如下标𝜆所表明的), 那么我们对实光子必须使

用同一截断. 为了计算任意一个未观测光子所获能量不大于𝐸而任意多个未观测光子所获能量之

和不大于𝐸𝑇的反应𝛼 → 𝛽的速率Γ𝜆𝛽𝛼(其中𝐸和𝐸𝑇选的足够小使得用来导出方程(13.3.1)的近似是

合理的), 我们必须做方程(13.3.5)对所有光子能量的积分, 附加限制𝐸 ≥ 𝜔𝑟 ≥ 𝜆和
∑︀

𝑟 𝜔𝑟 ≤ 𝐸𝑇 , 然

后, 由于该积分包含的构型仅相差𝑁个软光子的置换, 所以除以𝑁 !, 最后对𝑁求和. 这给出

Γ𝜆𝛽𝛼(𝐸,𝐸𝑇 ) = Γ𝜆𝛽𝛼

∞∑︁

𝑁=0

𝐴(𝛼→ 𝛽)𝑁

𝑁 !

∫︁

𝐸≥𝜔𝑟≥𝜆,
∑︀

𝑟 𝜔𝑟≤𝐸𝑇

𝑁∏︁

𝑟=1

𝑑𝜔𝑟
𝜔𝑟

. (13.3.6)

若不是有约束
∑︀

𝑟 𝜔𝑟 ≤ 𝐸𝑇 , 该积分可以因式分解成𝑁个对单个𝜔𝑟的积分之积. 约束可以作为一个

因子通过在被积函数中引入一个阶跃函数

𝜃(𝐸𝑇 −
∑︁

𝑟

𝜔𝑟) =
1

𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑢

sin𝐸𝑇𝑢

𝑢
exp

(︃
𝑖𝑢
∑︁

𝑟

𝜔𝑟

)︃
(13.3.7)

**|q|𝑑Γ𝛽𝛼(q)/Γ𝛽𝛼在𝑁 = 1时的结果对应于一个离散变化的流密度4-矢𝐽𝜇(𝑥) =
∑︀ (𝑡)

𝑛 𝛿3(x − v𝑛𝑡)𝑝
𝜇
𝑛𝑒𝑛/𝐸𝑛经典地

发射的能量分布, 其中求和在𝑡 < 0时取遍初态中的粒子而在𝑡 > 0时取遍末态中的粒子.
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进行实现. 这样方程(13.3.6)就变成

Γ𝜆𝛽𝛼(𝐸,𝐸𝑇 ) =
1

𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑢

sin𝐸𝑇𝑢

𝑢
exp

(︂
𝐴(𝛼→ 𝛽)

∫︁ 𝐸

𝜆

𝑑𝜔

𝜔
𝑒𝑖𝜔𝑢

)︂
Γ𝜆𝛽𝛼 . (13.3.8)

在极限𝜆 ≪ 𝐸下, 通过将指数中的积分写成对(𝑒𝑖𝜔𝑢 − 1)/𝜔与1/𝜔的积分之和就可以积掉它, 其中

在对(𝑒𝑖𝜔𝑢 − 1)/𝜔的积分中我们可以令𝜆 = 0, 而对1/𝜔的积分是平庸的. 重整调整𝑢和𝜔变量, 对

于𝜆≪ 𝐸, 这给出:

Γ𝜆𝛽𝛼(𝐸,𝐸𝑇 ) → F
(︁
𝐸/𝐸𝑇 ;𝐴(𝛼→ 𝛽)

)︁(︂𝐸
𝜆

)︂𝐴(𝛼→𝛽)

Γ𝜆𝛽𝛼 , (13.3.9)

其中

F (𝑥;𝐴) ≡ 1

𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑢

sin𝑢

𝑢
exp

(︂
𝐴

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝜔

𝜔
(𝑒𝑖𝜔𝑢 − 1)

)︂

= 1− 𝐴2𝜃(𝑥− 1
2)

2

∫︁ 𝑥

1−𝑥

𝑑𝜔

𝜔
ln

(︂
𝑥

1− 𝜔

)︂
+ · · · . (13.3.10)

对于同一阶的𝐸和𝐸𝑇且𝐴≪ 1时, 方程(13.3.9)中的因子F (𝐸/𝐸𝑇 ;𝐴)接近于1; 例如,

F (1;𝐴) ≃ 1− 1
12𝜋

2𝐴2 + · · · .

因为𝐴(𝛼 → 𝛽) > 0, 方程(13.3.9)中的因子(𝐸/𝜆)𝐴(𝛼→𝛽)在极限𝜆 → 0下变成无限大. 然而, 方

程(13.2.10)表明在这一极限下速率Γ𝜆𝛽𝛼为零:

Γ𝜆𝛽𝛼 =

(︂
𝜆

Λ

)︂𝐴(𝛼→𝛽)

ΓΛ
𝛽𝛼 .

在方程(13.3.9)中使用该式表明, 在极限𝜆≪ 𝐸下, 红外截断𝜆被扔掉了:

Γ𝜆𝛽𝛼(𝐸,𝐸𝑇 ) → F
(︁
𝐸/𝐸𝑇 ;𝐴(𝛼→ 𝛽)

)︁(︂𝐸
Λ

)︂𝐴(𝛼→𝛽)

ΓΛ
𝛽𝛼 . (13.3.11)

我们要提醒读者的是能量Λ仅是“软”光子和“硬”光子之间一个方便的分界点, 其中我们在

方程(13.3.11)中明确地考虑了软光子而硬光子的效应埋藏在ΓΛ
𝛽𝛼中. 由于ΓΛ

𝛽𝛼 ∝ Λ𝐴, 所以方

程(13.3.11)的右边是独立于Λ. 然而, 在耦合常数较小的理论中, 例如量子电动力学, 相较于碰撞

所涉及的特征能量𝑊 , 将Λ取得充分小使得这里所做的近似适用于能量远小于Λ的光子, 但有足

够大使得𝐴(𝛼 → 𝛽) ln(𝑊/Λ) ≪ 1, 这种做法通常是一个很好的策略. 然后, 在最低阶微扰论下计

算ΓΛ
𝛽𝛼会是一个很好的近似, 其中𝐸 ≪ Λ的主要辐射修正由方程(13.3.11)中的因子(𝐸/Λ)𝐴给出.

* * *

软引力子会有相同的红外发散计算.3 任意反应𝛼 → 𝛽的速率, 在软引力子所获能量小于𝐸时,

表现为正比于𝐸𝐵, 其中

𝐵 =
𝐺

2𝜋

∑︁

𝑛𝑚

𝜂𝑛𝜂𝑚𝑚𝑛𝑚𝑚
1 + 𝛽2𝑛𝑚

𝛽𝑛𝑚
√︀
1− 𝛽2𝑛𝑚

ln

(︂
1 + 𝛽𝑛𝑚
1− 𝛽𝑛𝑚

)︂
. (13.3.12)
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13.4 一般的红外发散

迄今为止, 我们在本章中所考察的由软光子引起的红外发散, 仅是在不同物理理论中会遇

到的各种红外发散的一个例子. 另一个例子是有无质量带电粒子的量子电动力学提供的. 这

里, 即使软光子引起的红外发散抵消后, 我们在方程(13.3.11)的𝐴中发现了对数发散. 根据方

程(13.2.11)和(13.2.7), 对于所有带电粒子都是电子的反应, 在极限𝑚𝑒 → 0下, 指数趋于

𝐴→ − 1

4𝜋2

∑︁

𝑛

𝑒2𝑛 −
1

4𝜋2

∑︁

�̸�=𝑚

𝑒𝑛𝑒𝑚𝜂𝑛𝜂𝑚 ln

(︂
2 |𝑝𝑛 · 𝑝𝑚|

𝑚2
𝑒

)︂
→ − ln𝑚𝑒

2𝜋2

∑︁

𝑛

𝑒2𝑛 .

(在最后一步中我们使用了电荷守恒条件
∑︀

𝑛 𝑒𝑛𝜂𝑛 = 0.) 这个公式中的红外发散源于以平行于

初末态中某个“硬”电子动量方向发射的软光子, 并且, 即使光子同电子一样是不软的, 这也会

发生, 因为如果p𝑛平行于q, 那么传播子分母(𝑝𝑛 ± 𝑞)2对于𝑝2𝑛 = 𝑞2 = 0为零. 更精确一点, 对

于𝑝2𝑛 = 𝑞2 = 0, 这一因子*对光子方向的积分采取形式

∫︁
𝑑2𝑞(𝑝± 𝑞)−2 = ∓ 𝜋√︀

p2q2

∫︁ 𝜋

0

sin 𝜃 𝑑𝜃

1− cos 𝜃
,

其中𝜃是光子动量与带电粒子动量之间的夹角. 这个积分在𝜃 = 0处对数发散.

当然, 在真实世界中不存在无质量的带电粒子, 但是在标量积|𝑝𝑛 · 𝑝𝑚|的特征值𝐸2远大

于𝑚2
𝑒的反应中, 令人感兴趣的是找到大的ln(𝑚𝑒/𝐸)因子出现的地方. 在这一情况下, 主导的辐

射修正通常由𝐴中的− ln(𝑚𝑒/𝐸)
∑︀

𝑛 𝑒
2
𝑛/2𝜋

2项给出. 更重要的是, 量子色动力学中存在无质量粒

子——胶子, 胶子携带类似于电荷的守恒量子数, 该量子数称为色荷, 这使得从初末态中的硬胶子

或其它带色粒子发射的平行硬胶子产生了红外发散.

一般而言,这些红外发散无法通过对末态恰当组合的求和消除掉.然而,李政道和Nauenberg(诺

恩堡)6业已指出, 如果我们不仅对恰当的末态进行求和, 并且假定初态也有特定的几率分布, 那么

就可以使这个红外发散抵消掉. 下面给出的是他们的讨论的修正版, 这个版本会使得我们立刻清

楚为什么在有质量带电粒子的电动力学的情况下, 仅对末态求和就是足够的.

由于这些原因, 回到“旧形式”微扰论是比较方便的, 在这个理论中, 𝑆-矩阵由方程(3.2.7)和方

程(3.5.3)给出

𝑆𝑏𝑎 = 𝛿(𝑏− 𝑎)− 2𝑖𝜋𝛿(𝐸𝑎 − 𝐸𝑏)𝑇𝑏𝑎 , (13.4.1)

其中

𝑇𝑏𝑎 = 𝑉𝑏𝑎 +
∞∑︁

𝜈=1

∫︁
𝑑𝑐1 · · · 𝑑𝑐𝜈

𝑉𝑏𝑐1𝑉𝑐1𝑐2 · · ·𝑉𝑐𝜈𝑎
(𝐸𝑎 − 𝐸𝑐1 + 𝑖𝜖) · · · (𝐸𝑎 − 𝐸𝑐𝜈 + 𝑖𝜖)

. (13.4.2)

(对𝑐1 · · · 𝑐𝜈的积分应该理解成对这些态中的粒子种类和自旋的求和, 再加上对这些粒子的3-动量

的积分.) 红外发散产生于(且仅产生于)这一表达式中一个或多个能量分母为零.

然而, 不是所有为零的能量分母都产生红外发散. 一个一般的中间态𝑐可能有𝐸𝑐 = 𝐸𝑎, 但通常

这只是积分区域内部的一个点, 并且对该区域的积分凭借分母中的𝑖𝜖暗含的处理变得收敛. 为了

使中间态𝑐产生红外发散, 必须要让能量𝐸𝑐 = 𝐸𝑎达到积分区域的端点. 例如, 如果方程(13.4.2)中

的第一个中间态𝑐1由初态𝛼中的粒子构成, 而这一态中的任意无质量粒子都替换成喷注(jets), 这

*这个因子不是平方的, 因为发散仅发生两个项的干涉之间, 其中一个是𝑆-矩阵元中的这一项, 而另一个是光子从某

个其它的𝑚 ̸= 𝑛的带电粒子线上发射的𝑆-矩阵元中的项. 对于𝑚 = 𝑛, 积分(13.2.8)正比于𝑚2
𝑛.
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就会发生, 其中喷注由任意多个近平行的无质量粒子构成, 这些粒子的总动量等于要替换它们的

喷注的动量. 在这一情况下, 处在𝐸𝑐1 = 𝐸𝑎的端点是动量空间中每一喷注中的所有无质量粒子都

平行的那一点. 更一般地, 在态𝑎中, 我们可以将任意多个无质量粒子替换成近平行无质量粒子

的喷注, 再加上任意多个额外的无质量的软粒子. 称所有这样态的几何为𝐷(𝑎)(更精确些, 我们需

要引入一个小角度Θ和一个小能量Λ以定义“近平行”和“软”分别指什么. 我们不会费心去表明集

合𝐷(𝑎)对Θ和Λ的依赖关系.) 𝐷(𝑎)中的态是“危险”的, 也就是说, 能量分母𝐸𝑎 − 𝐸𝑐1在端点处为零

会引入一个红外发散; 在𝐸𝑐1 = 𝐸𝑎处的端点是每一个喷注中的所有无质量粒子都平行的点, 并且

所有无质量的软粒子的能量为零.

更近一步, 如果𝑐1, · · · , 𝑐𝑛中的每一个都在集合𝐷(𝑎)中, 那么𝐷(𝑎)中的中间态𝑐𝑛+1在同样的意

义下也是危险的. 另一方面, 如果某个态𝑐𝑚不在𝐷(𝑎)中, 那么后面𝑘 > 𝑚的态𝑐𝑘, 即使它属于集

合𝐷(𝑎), 它也不是危险的, 这是因为, 如果硬粒子或喷注的3-动量等于态𝑎中的那些粒子, 那么它

们的构型就只是积分区域内普通的一点. 以精确相同的方式, 我们可以定义集合𝐷(𝑏), 在该集合

中, 态𝑏中的一个或多个无质量粒子被近平行无质量粒子的喷注所替换, 而每个喷注的动量与它所

替换粒子的总动量相等, 并且我们可以增添任意多个无质量的软粒子. 中间态𝑐𝑚, 如果它属于集

合𝐷(𝑏), 并且后面𝑘 > 𝑚的态𝑐𝑘都属于𝐷(𝑏), 那么它就是危险的.

为了分离出这些危险态的效应, 我们将方程(13.4.2)重写成以下形式

𝑇𝑏𝑎 = 𝑉𝑏𝑎 +
∞∑︁

𝜈=1

(︂
𝑉

[︂
P𝑎 + P𝑏 + P/∈𝑎,𝑏
𝐸𝑎 −𝐻0 + 𝑖𝜖

𝑉

]︂𝜈)︂

𝑏𝑎

, (13.4.3)

其中P𝑎, P𝑏和P/∈𝑎,𝑏分别是到𝐷(𝑎), 𝐷(𝑏)和所有其它态上的投影算符. (在这里我们假定了, 态𝑏和

态𝑎中的同一粒子, 它们的动量不会非常接近, 使得𝐷(𝑎)和𝐷(𝑏)不会重叠.) 现在, 在Λ → 0且Θ →
0时, 危险的中间态所占据的相空间非常小, 这使得无论它们在那里引起了红外发散, 这些发散都

可以被忽视掉. 因此, 幂级数(13.4.3)变成

𝑇𝑏𝑎 =

∞∑︁

𝑟=0

∞∑︁

𝑠=0

∞∑︁

𝜈=0

(︂[︂
𝑉

P𝑏

𝐸𝑎 −𝐻0 + 𝑖𝜖

]︂𝑟
𝑉

[︂
P/∈𝑎,𝑏

𝐸𝑎 −𝐻0 + 𝑖𝜖
𝑉

]︂𝜈

×
[︂

P𝑎

𝐸𝑎 −𝐻0 + 𝑖𝜖
𝑉

]︂𝑠)︂

𝑏𝑎

. (13.4.4)

如果最左边和最右边之间的投影算符P/∈𝑎,𝑏都换成P𝑎+P𝑏+P/∈𝑎,𝑏,并且左边和右边的P𝑏和P𝑎换

成了P𝑏 + P𝑎, 这就是精确的, 但正如上面所评述的, 当Λ和Θ充分小的时候, 其在最终结果上的效

应可以忽略掉.

方程(13.4.4)可以写成更紧凑的形式:

𝑇𝑏𝑎 =
(︁
Ω−†
𝑏 𝑇𝑆 Ω

+
𝑎

)︁
𝑏𝑎

, (13.4.5)

其中, 为了将来的使用方便, 对于一般的态𝛼和𝛽, 我们定义Ω+
𝛼和Ω−

𝛽为:

(︀
Ω+
𝛼

)︀
𝑐𝑎

≡
∞∑︁

𝑟=0

(︂[︂
P𝛼

𝐸𝑎 −𝐻0 + 𝑖𝜖
𝑉

]︂𝑟)︂

𝑐𝑎

, (13.4.6)

(︁
Ω−
𝛽

)︁
𝑑𝑏

≡
∞∑︁

𝑟=0

(︂[︂
P𝛽

𝐸𝑏 −𝐻0 − 𝑖𝜖
𝑉

]︂𝑟)︂

𝑑𝑏

, (13.4.7)
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𝑇𝑆是“安全”算符**

(𝑇𝑆)𝑑𝑐 ≡
∞∑︁

𝜈=0

(︂
𝑉

[︂
P/∈𝑐,𝑑

𝐸𝑐 −𝐻0 + 𝑖𝜖
𝑉

]︂𝜈)︂

𝑑𝑐

. (13.4.8)

现在, 所有红外发射都分离到两个算符Ω−
𝑏 和Ω+

𝑎中.

为了消除这些红外发散, 现在只需要注意到, 若非危险态上的投影算符, 那么根据方

程(3.1.16), 算符Ω−
𝑏 和Ω+

𝑎就分别是将自由粒子态传化到“出”态和“入”态的幺正算符. 因此, 对

于某个给定的末态𝛽和某个给定的初态𝛼, 如果将这些算符限制在态的子空间𝐷(𝛽)和𝐷(𝛼)上, 即态

在这些子空间中是危险的, 那么这些算符就是幺正的. 即, 对于一般的𝛼和𝛽

Ω−
𝛽 P𝛽Ω

−†
𝛽 = P𝛽 , (13.4.9)

Ω+
𝛼P𝛼Ω

+†
𝛼 = P𝛼 . (13.4.10)

因此, 对于任意给定的末态和初态𝛽和𝛼, 如果对态在其中是危险的子空间进行求和, 那么跃迁速率

与红外发散无关:

∑︁

𝑎∈𝐷(𝛼)

∑︁

𝑏∈𝐷(𝛽)

|𝑇𝑏𝑎|2 = Tr
{︁
Ω−
𝛽 P𝛽Ω

−†
𝛽 𝑇𝑆Ω

+
𝛼P𝛼Ω

+†
𝛼 𝑇 †

𝑆

}︁

= Tr
{︁

P𝛽𝑇𝑆P𝛼𝑇
†
𝑆

}︁
=

∑︁

𝑎∈𝐷(𝛼)

∑︁

𝑏∈𝐷(𝛽)

|(𝑇𝑆)𝑏𝑎|2 . (13.4.11)

为了弄清楚这确实解决了红外发散的一般问题, 有必要说明一下只有类似方程(13.4.11)中那

样的求和才是实验上可测的. 既然实验上不可能将出射带电(或带色)无质量粒子与动量近平行且

总能量相同7的无质量粒子的喷注区分开, 为了获得可测的跃迁速率, 我们貌似应该对附加任意多

个非常软的量子的危险末态求和, 而所有这些态有着相同的总电荷(或色荷). 对初态的求和更加有

问题. 我们可以假定真实的无质量粒子总是作为伴随着软量子系综的喷注产生, 其中软量子的系

综是某个动量空间体积中的平均. 然而, 据我所知, 没有人能够给出一个完整的证明来证明与红外

发散无关的跃迁速率的和就是实验上可测的那个.

(有质量带电粒子的)量子电动力学中不会产生这样的问题, 正如我们已看到的, 为了消除量子

电动力学中的红外发散, 只需要对末态求和. 这一差异的原因可以追溯到电动力学中的如下性质:

在电动力学中, 态𝑎, 𝑏, 𝑐 · · ·是带电粒子数以及硬光子数确定的态(用希腊字母标记)的直积, 再乘以

仅包含能量小于某个小量Λ的软光子的态. 那么, 对于在反应𝛼 → 𝛽中的带电粒子与硬光子之间产

生了软光子的某个集合𝑓的反应, 方程(13.4.5)简化为

𝑇𝛽𝑓,𝛼 =
(︁
Ω−(𝛽)†Ω+(𝛼)

)︁
𝑓0

(𝑇𝑆)𝛽𝛼 , (13.4.12)

其中0代表软光子真空, 而Ω±像之前那样计算, 不过现在处在仅有软光子构成的退化Hilbert空间

中, 并且这些光子的相互作用取为相互作用哈密顿量, 其中该哈密顿量中的所有的带电粒子都处

在由变量𝛽和𝛼所标志的固定态中. 正如之前一样, 这些算符在软光子的“危险”Hilbert空间D中是

**在(Ω−
𝑏 )𝑑𝑏中, 我们使用了𝑇𝑏𝑎是在𝐸𝑏 = 𝐸𝑎下进行计算的性质, 而在(𝑇𝑆)𝑑𝑐中, 我们使用的性质是: 除非𝐸𝑐非常接

近𝐸𝑎, 否则投影算符P𝑎会使得(Ω+
𝑎 )𝑐𝑎为零. 另外, 方程(13.4.5)中的因子Ω−†

𝑏 和Ω+
𝑎使得P/∈𝑐,𝑑 = P/∈𝑎,𝑏.



· 400 · 第 13章 红外效应

幺正的, 所以,† 无需对初态求和, 我们就有

∑︁

𝑓∈D

|𝑇𝛽𝑓,𝛼0|2 = |(𝑇𝑆)𝛽𝛼|2
(︁
Ω+(𝛼)†Ω−(𝛽)Ω−(𝛽)†Ω+(𝛼)

)︁
00

= |(𝑇𝑆)𝛽𝛼|2
(︁
Ω+(𝛼)†Ω+(𝛼)

)︁
00

= |(𝑇𝑆)𝛽𝛼|2 . (13.4.13)

13.5 软光子散射*

在本章我们对软光子相互作用的处理中, 迄今为止在我们所考虑的反应中, 软光子在反

应𝛼 → 𝛽中被发射或吸收, 而该反应总会发生. 关于反应, 亦有可能做一个有用的推广陈述, 即在

一个有趣反应的生成中, 反应𝛼 → 𝛽是平庸的, 而软光子扮演了重要的成分在这里, 我们将考虑这

类反应最简单且最重要的例子, 软光子在任意种类且自旋任意的有质量粒子上的散射, 在这类反

应中, 𝛼和𝛽是单粒子态. 在这里, 软光子散射振幅中的领头项并不来源于极点项, 而是来源于通过

流守恒条件与极点项相关的非极点项, 这产生了困难.

光子散射的𝑆-矩阵元可以写成以下形式

𝑆(𝑞, 𝜆; 𝑝, 𝜎 → 𝑞′, 𝜆′; 𝑝′, 𝜎′) = 𝑖(2𝜋)4𝛿4(𝑞 + 𝑝− 𝑞′ − 𝑝′)

×
𝜖*𝜈(q

′, 𝜆′) 𝜖𝜇(q, 𝜆)𝑀
𝜈𝜇
𝜎′,𝜎(𝑞;p

′,p)

(2𝜋)6
√︀

4𝑞0𝑞′0
, (13.5.1)

其中𝑞和𝑞′是初态光子和末态光子的4-动量, 𝑝和𝑝′是靶在初态和末态时的4-动量, 𝜆和𝜆′是初末态光

子的螺度, 𝜖𝜈(q
′, 𝜆′)和𝜖𝜇(q, 𝜆)相对应的光子极化矢量, 而𝜎和𝜎′是靶在初态和末态时的自旋𝑧-分量.

根据6.4节的定理, 振幅𝑀𝜈𝜇可以表示成

(2𝜋)−3𝑀𝜈𝜇
𝜎′,𝜎(𝑞;p

′,p) =

∫︁
𝑑4𝑥 𝑒𝑖𝑞·𝑥

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝑇{𝐽𝜈(0), 𝐽𝜇(𝑥)}Ψp,𝜎

)︁
+ · · · (13.5.2)

其中𝐽𝜇(𝑥)是电磁流, 而省略号代表可能的“海鸥”项, 例如带电标量场理论中的那些项, 在这些项

中, 两个光子不与另外的流相互作用而是在单个顶点上相互作用. 我们现在重复在第10场描述且

在13.1阶使用过的标准定极讨论. 在方程(13.5.2)中的两个流算符之间插入中间态的完备集, 对𝑥积

分并分离出单粒子中间态, 这给出

𝑀𝜈𝜇
𝜎′,𝜎(𝑞;p

′,p) =
𝐺𝜈(p′,p+ q)𝐺𝜇(p+ q,p)

𝐸(p+ q)− 𝐸(p)− 𝑞0 − 𝑖𝜖

+
𝐺𝜇(p′,p′ − q)𝐺𝜈(p′ − q,p)

𝐸(p′ − q)− 𝐸(p′) + 𝑞0 − 𝑖𝜖
+𝑁𝜈𝜇(𝑞;p′,p) , (13.5.3)

其中𝐺𝜇是流的单粒子矩阵元

(2𝜋)−3𝐺𝜇𝜎′,𝜎(p
′,p) ≡

(︁
Ψp′,𝜎′ , 𝐽𝜇(0)Ψp,𝜎

)︁
(13.5.4)

而𝑁𝜈𝜇表示除了单粒子态本身的态, 再加上任意的直接双光子相互作用项的贡献. (方程(13.5.3)按

照矩阵乘法的意义理解, 其中自旋指标没有显式地写出来.) 对于𝑁𝜈𝜇, 除了它在𝑞𝜇 → 0时不具有

前两项所呈现的奇异项, 因而可以展成𝑞𝜇的幂级数之外, 我们知道的很少.

†我们现在没有遇到任何方程(13.3.11)中那样的(𝐸/Λ)𝐴因子, 其原因是, 我们在这里将我们要求和的实软光子态中

的最大能量𝐸与在计算Ω±时要求和的“危险”软光子态的最大能量Λ等同起来.
*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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我们现在使用流守恒(或规范不变)条件:

𝑞𝜇𝑀
𝜈𝜇(𝑞;p′,p) = 0 , (13.5.5)

q ·G(p+ q,p) = [𝐸(p+ q)− 𝐸(p)]𝐺0(p+ q,p) , (13.5.6)

q ·G(p′,p′ − q) = [𝐸(p′)− 𝐸(p′ − q)]𝐺0(p′,p′ − q) . (13.5.7)

应用于方程(13.5.3), 这些条件产生了我们所需要的𝑁𝜈𝜇上的条件:

𝑞𝜇𝑁
𝜈𝜇(𝑞;p′,p) = −𝐺𝜈(p′,p+ q)𝐺0(p+ q,p) +𝐺0(p′,p′ − q)𝐺𝜈(p′ − q,p) . (13.5.8)

我们又注意到𝑀𝜈𝜇满足“交叉”对称性条件

𝑀𝜈𝜇(𝑞;p′,p) =𝑀𝜇𝜈(𝑝′ − 𝑝− 𝑞;p′,p) , (13.5.9)

并且, 既然方程(13.5.3)中的极点项显然满足这一条件, 所以𝑁𝜈𝜇也满足这一条件:

𝑁𝜈𝜇(𝑞;p′,p) = 𝑁𝜇𝜈(𝑝′ − 𝑝− 𝑞;p′,p) , (13.5.10)

我们将用这些条件决定𝑁𝜈𝜇的动量幂级数展开中的第一项.

首先关于流的单粒子矩阵元𝐺𝜇(p′,p)对动量p′和p的幂级数展开, 我们需要说明一些事情. 空

间反演不变性(就在它适用的程度上而言)告诉我们, 𝐺0和𝐺𝑖(其中𝑖 = 1, 2, 3)的展开中分别只包含

动量的偶数阶项和奇数阶项. 根据方程(10.6.3), 𝐺0
𝜎′,𝜎中动量的零阶项是𝑒𝛿𝜎′,𝜎, 其中𝑒是粒子电荷.

这样, 流守恒条件就告诉我们, 到动量的第二阶,

(p′ − p) ·G𝜎′,𝜎(p
′,p) =

(︂
p′2

2𝑚
− p2

2𝑚

)︂
𝑒𝛿𝜎′,𝜎 .

因此, G中动量的一阶项给定为𝑒(p′ + p)𝛿𝜎′,𝜎/2𝑚加上可能的垂直于p′ − p的一阶项, 而旋转不变

性告诉我们这个垂直于p′ − p的一阶项必须正比于(p′ − p)× J𝜎′,𝜎, 其中J是熟悉的带电粒子的自

旋矩阵. 综合这些结果, 我们有展开

𝐺0(p′,p) = 𝑒1 +二次, (13.5.11)

G(p′,p) =
𝑒1

2𝑚
(p′ + p) +

𝑖𝜇

𝑗
J× (p′ − p) +三次, (13.5.12)

其中“1”是单位自旋矩阵, 而“二次”和“三次”指代小动量p和p′的幂级数展开中可忽略项的阶. 由

于流是厄密的, 方程(13.5.12)中的系数𝜇/𝑗是实的. 当系数以这种形式写出时(其中𝑗是带电粒子的

自旋), 𝜇就是粒子的磁矩.

现在,我们回到𝑁𝜈𝜇,并考察方程(13.5.8)关于小动量𝑞𝜇, p和p′的幂级数展开. 在方程(13.5.8)中

令𝜈 = 0表明𝑞𝜇𝑁
0𝜇至少是这些小量的二次项. 不存在正比于𝑞𝜇的常矢量, 所以𝑁0𝜇至少必须是小

动量的一阶项. 这样, 交叉对称性条件(13.5.10)就告诉我们, 𝑁 𝑖0也必须至少是小动量的一阶项. 然

后, 在方程(13.5.8)中取𝜈 = 𝑖并使用方程(13.5.12)告诉我们

𝑞𝑘𝑁
𝑖𝑘 = −𝑒

2𝑞𝑖

𝑚
+二次

以及随之的

𝑁 𝑖𝑘 = −𝑒
2

𝑚
𝛿𝑖𝑘 +线性. (13.5.13)
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既然𝐺𝑖至少是小动量的一阶项, 那么方程(13.5.3)中𝑀 𝑖𝑘的极点项也是如此, 在零阶, 这仅给我们留

下非极点项𝑁 𝑖𝑘:

𝑀 𝑖𝑘(0; 0, 0) = 𝑁 𝑖𝑘(0; 0, 0) = −𝑒
2

𝑚
𝛿𝑖𝑘 . (13.5.14)

由此我们可以计算软光子散射截面. 但是没有进行这个计算的必要; 既然我们已经知道了, 在

零动量极限下, 光子散射振幅仅依赖于靶粒子的质量和电荷, 并且关于电荷是二阶的. 我们可以立

即使用光子对任意自旋给定的靶粒子的二阶散射截面的计算结果, 例如量子电动力学中我们对微

分光子散射截面的结果(8.7.42):

𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑒4

32𝜋2𝑚2
(1 + cos2 𝜃) . (13.5.15)

我们现在可以看到这是一个通用公式, 在低能极限下对于质量为𝑚, 电荷为𝑒且种类和自旋任意的

靶粒子, 即使这些粒子是复合粒子且有强相互作用, 例如原子核, 这一公式依然适用. Gell-Mann,

Goldberger和Low(洛)8已经证明了, 在软光子散射振幅中, 以靶粒子质量, 电荷和磁矩的形式可以

将这些结果推广至领头阶的下一项.

13.6 外场近似*

重的带电粒子, 像原子核, 其作用近似地为经典外场的源, 这在直观上是很显然的. 在本节,

我们将看到如何证明这一近似是合理的, 并获得它自身局限性的一些概念.

考察这样的Feynman图或Feynman图的部分, 重带电粒子从初态到末态穿越该Feynman图并

发射了𝑁个不在壳的光子, 这𝑁个光子的4-动量为𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁并携带极化指标𝜇1, 𝜇2, · · ·𝜇𝑁 . 对所
有这样的图或这样的子图(不包括那𝑁个光子传播子)求和给出振幅

∫︁
𝑑4𝑥1 𝑑

4𝑥2 · · · 𝑑4𝑥𝑁 𝑒−𝑖𝑞1·𝑥1𝑒−𝑖𝑞2·𝑥2 · · · 𝑒−𝑖𝑞𝑁 ·𝑥𝑁

× ⟨p′, 𝜎′|𝑇
{︁
𝐽𝜇1(𝑥1), 𝐽

𝜇2(𝑥2), · · · 𝐽𝜇𝑁 (𝑥𝑁 )
}︁
|p, 𝜎⟩

≡ G 𝜇1𝜇2···𝜇𝑁
𝜎′,𝜎 (𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 ; 𝑝) (13.6.1)

计算该矩阵元时纳入了重粒子可以参与的所有相互作用,其中包括强核力. 该振幅在𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 →
0时有一高阶极点, 该高阶极点产生于流乘积矩阵元中的一项, 而在该矩阵元中, 中间态仅由初态

和末态中的同一重粒子构成. 当𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁与(可能复合)重粒子的动力学相联系的所有能量和动

*本节或多或少的处在本书的发展主线之外，可以在第一次阅读时省略。
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量相比很小时, 这一高阶极点将主导(13.6.1) 在这一情况下, 10.2节的方法给出**

G 𝜇1𝜇2···𝜇𝑁
𝜎′,𝜎 (𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 ; 𝑝) →

(−𝑖)𝑁−1

2𝑝0(2𝜋)3
(2𝜋)4

× 𝛿4(𝑝′ + 𝑞1 + 𝑞2 + · · ·+ 𝑞𝑁 − 𝑝)
∑︁

𝜎1,𝜎2,···𝜎𝑁−1

×
G 𝜇1
𝜎′,𝜎1

(𝑝)G 𝜇2
𝜎1,𝜎2(𝑝) · · ·G 𝜇𝑁

𝜎𝑁−1,𝜎(𝑝)

[2𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜖][2𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2)− 𝑖𝜖] · · · [2𝑝 · (𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑁−1)− 𝑖𝜖]

+置换 (13.6.2)

其中
G 𝜇
𝜎′,𝜎(𝑝)

2𝑝0(2𝜋)3
≡ ⟨p, 𝜎′|𝐽𝜇(0)|p, 𝜎⟩ (13.6.3)

而“+置换”代表我们要对𝑁个光子的所有置换求和. 要应用到原子系统, 重要的是要意识

到(13.6.1)适用于既有强相互作用又有电磁相互作用的任意自旋的粒子, 比如原子核.

我们又注意到, 对于自旋任意且电荷为𝑍𝑒的粒子, 电流在等4-动量态之间的矩阵元是†

⟨𝑝, 𝜎′|𝐽𝜇(0)|𝑝, 𝜎⟩ = 𝑍 𝑒 𝑝𝜇𝛿𝜎′𝜎

𝑝0(2𝜋)3
, (13.6.4)

这使得

G 𝜇
𝜎′𝜎(𝑝) = 2𝑍 𝑒 𝑝𝜇𝛿𝜎′𝜎 . (13.6.5)

关于方程(13.6.5), 其中的关键是这些矩阵都是对易的, 所以它们的乘积可以从对置换的求和中因

式分解出来:

G 𝜇1𝜇2···𝜇𝑁
𝜎′,𝜎 (𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 ; 𝑝) →

(−𝑖)𝑁−1(𝑍𝑒)𝑁𝑝𝜇1𝑝𝜇2 · · · 𝑝𝜇𝑁
𝑝0(2𝜋)3

(2𝜋)4𝛿4(𝑝′ + 𝑞1 + 𝑞2 + · · ·+ 𝑞𝑁 − 𝑝)𝛿𝜎′,𝜎

×
[︃

1

[𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜖][𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2)− 𝑖𝜖] · · · [𝑝 · (𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑁−1)− 𝑖𝜖]

+置换

]︃
. (13.6.6)

到𝑞的领头阶, 这里的𝛿-函数可以写成

𝛿4(𝑝′ + 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑁 − 𝑝) = 𝑝0𝛿3(p′ + q1 + · · ·+ q𝑁 − p)𝛿(𝑝 · (𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑁 )) . (13.6.7)

**在微扰论中, 分母来源于传播子的分母:

(𝑝′ + 𝑞1 + · · · 𝑞𝑟)2 +𝑚2 − 𝑖𝜖→ 2𝑝′ · (𝑞1 + · · · 𝑞𝑟)− 𝑖𝜖→ 2𝑝 · (𝑞1 + · · · 𝑞𝑟)− 𝑖𝜖 ,

而传播子的分子提供了因子
∑︀
𝑢𝑢†, 其与光子发射顶点矩阵一起产生了矩阵元(13.6.3). 矩阵G 𝜇与上一节的矩阵𝐺𝜇相

差因子2𝑝0.
†证明该式最简单的方法是, 首先要注意到, 在粒子静止的Lorentz系中, 旋转不变性要求流矩阵元的空间分量为零而

时间分量正比于𝛿𝜎′,𝜎, 并且对𝜎或𝜎
′没有其它的相关性. 比例常数由方程(10.6.3)给出, 然后, Lorentz变换就给出了方

程(13.6.4).
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幸运地是, 在这里, 对置换求和后的结果比单个项要简单得多. 对于𝑝 · (𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑁 ) = 0, 我们有
[︃

1

[𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜖][𝑝 · (𝑞1 + 𝑞2)− 𝑖𝜖] · · · [𝑝 · (𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑁−1)− 𝑖𝜖]

+置换

]︃
= (2𝑖𝜋)𝑁−1𝛿(𝑝 · 𝑞1)𝛿(𝑝 · 𝑞2) · · · 𝛿(𝑝 · 𝑞𝑁−1) . (13.6.8)

例如, 对于𝑁 = 2, 这变成:

1

[𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜖]
+

1

[𝑝 · 𝑞2 − 𝑖𝜖]
=

1

[𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜖]
+

1

[−𝑝 · 𝑞1 − 𝑖𝜖]
= 2𝑖𝜋𝛿(𝑝 · 𝑞1) .

获得一般结果(13.6.8)的最简单方法是作为如下等式的Fourier变换

𝜃(𝜏1 − 𝜏2)𝜃(𝜏2 − 𝜏3) · · · 𝜃(𝜏𝑁−1 − 𝜏𝑁 ) +置换 = 1 .

将方程(13.6.8)代入方程(13.6.6), 这给出了振幅的最终结果(13.6.1):

G 𝜇1𝜇2···𝜇𝑁
𝜎′,𝜎 (𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 ; 𝑝) → (𝑍𝑒)𝑁 (2𝜋)𝑁𝛿𝜎′,𝜎𝑝

𝜇1𝑝𝜇2 · · · 𝑝𝜇𝑁

× 𝛿3(p′ + q1 + q2 + · · ·+ q𝑁 − p)𝛿(𝑝 · 𝑞1)𝛿(𝑝 · 𝑞2) · · · 𝛿(𝑝 · 𝑞𝑁 ) . (13.6.9)

这一结果既适用于相对论性运动的重粒子也适用于缓慢运动的重粒子, 也可用来导出带电粒子

散射的“Weizsäcker-Williams”(魏伯乐-威廉姆斯)近似.9 在非相对论带电重粒子的特殊情况下,

即|p| ≪ 𝑝0, 方程(13.6.9)进一步简化成

G 𝜇1𝜇2···𝜇𝑁
𝜎′,𝜎 (𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 ; 𝑝) → (𝑍𝑒)𝑁 (2𝜋)𝑁𝑛𝜇1𝑛𝜇2 · · ·𝑛𝜇𝑁

× 𝛿3(p′ + q1 + q2 + · · ·+ q𝑁 − p)𝛿(𝑞01)𝛿(𝑞
0
2) · · · 𝛿(𝑞0𝑁 )𝛿𝜎′,𝜎 , (13.6.10)

其中𝑛是单位类时矢量

𝑛0 = 1 , n = 0 .

现在假定, 电荷为𝑍𝑒的单个非相对论重粒子, 其动量空间归一化波函数为𝜒𝜎(p), 并且该粒子

即出现在初态中又出现末态中. 利用方程(13.6.10)中𝛿-函数的Fourier表示, G在这一态下的矩阵元

是 ∫︁
𝑑3𝑝 𝑑3𝑝′ 𝜒*

𝜎′(p′)𝜒𝜎(p)G 𝜇1𝜇2···𝜇𝑁
𝜎′,𝜎 (𝑞1, 𝑞2, · · · 𝑞𝑁 ; 𝑝) →

∫︁
𝑑3𝑋

∑︁

𝜎

|𝜓𝜎(X)|2
𝑁∏︁

𝑟=1

2𝜋𝑍 𝑒 𝑛𝜇𝑟 𝛿(𝑞0𝑟 )𝑒
−𝑖q𝑟·X (13.6.11)

其中𝜓(X)是坐标空间波函数:

𝜓𝜎(X) ≡ (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 𝜒𝜎(p)𝑒

𝑖p·X . (13.6.12)

由于方程(13.6.11)中的因式分解,在该态中引入一个带电重粒子的效应就与在动量空间Feynman图

中增加任意个新型顶点的效果相同, 在这种新顶点中, 像电子这样电荷为−𝑒的轻Dirac粒子与一外

场相互作用, 而每个这样的顶点对总振幅贡献因子‡(现在包含了光子传播子和电子-光子顶点)

𝑖

∫︁
𝑑4𝑞

[︂ −𝑖
(2𝜋)4

1

𝑞2 − 𝑖𝜖

]︂ [︁
2𝜋𝑍 𝑒 𝑛𝜇𝛿(𝑞

0)𝑒−𝑖q·X
]︁[︁
(2𝜋)4 𝑒 𝛾𝜇 𝛿4(𝑘 − 𝑘′ − 𝑞)

]︁
(13.6.13)

‡这里的第一个因子是通常的因子𝑖, 在Feynman规则中, 这个因子伴随着带电重粒子相互作用拉格朗日量中的常数
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+ + + · · ·

图 13.4 电子被外场散射的图. 这里的直线代表电子, 以交叉十字结尾的波浪线带便于电子与外场的相互

作用

其中𝑘和𝑘′是初态和末态的电子4-动量. 那么, 完整的散射振幅必须是在权重函数
∑︀

𝜎 |𝜓𝜎(X)|2下
对重粒子位置X取平均. 通过在相互作用拉格朗日量中增加新项

Lext(𝑥) = A𝜇(𝑥) 𝐽
𝜇
𝑒 (𝑥) (13.6.14)

将会产生相同的因子(13.6.13), 其中𝐽𝜇𝑒 ≡ −𝑖𝑒Ψ̄𝛾𝜇Ψ是电子的电流, 而A 𝜇是外矢势

A 𝜇(𝑥) =
1

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑞 𝑒𝑖𝑞·𝑥

[︂
2𝜋 𝑍 𝑒 𝑛𝜇𝛿(𝑞0)𝑒−𝑖q·X

𝑞2 − 𝑖𝜖

]︂
. (13.6.15)

当然, 这正是通常的Coulomb势:

A 0(𝑥) =
𝑍𝑒

4𝜋|x−X| , A (𝑥) = 0 . (13.6.16)

如果存在多个带电重粒子(就像分子中那样), 我们必须将A 𝜇(𝑥)表示为像(13.6.16)这样的项的和,

其中的每一项有着她自己的电荷𝑍𝑒以及位置X.

在使用外场近似时, 紧记我们所求和的图是什么是有用的. 考察单个(相对论性或非相对论

性)电子与单个带电重粒子, 例如质子或氘核, 进行相互作用. 如果我们忽视所有其它的相互作

用, 那么, 电子与外场的相互作用所引起的电子散射, 其Feynman图就是那些在电子线上插入任

意多个电子-外场顶点(13.6.14)的Feynman图. (参看图13.4.) 但是方程(13.6.2)中对置换的求和表

明了, 在产生这些外场近似下的图的底层理论的图中, 与电子线相连的光子在所有可能的阶与带

点重粒子线相连. (参看图13.5) 除非电子和带电重粒子是非相对论性的, 否则图13.5中的“非交

叉梯形”图(用L标记)不会主导这个求和. (这些图包含来自旧形式微扰论中的项的贡献, 这些项的

中间态包含了与初末态相同的粒子, 当电子和带电重粒子都是非相对论性时, 这会使得能量分

母很小, 而图13.5中所有其它的图所对应的中间态, 要么有额外的光子, 要么有额外的电子-正电

子对, 要么有重粒子-反粒子对.) 通过解一积分方程可以对非交叉梯形图求和, 这一积分方程称

为Bethe-Salpeter(贝特-萨尔皮特)方程,10 然而, 除非两个粒子都是非相对论性的, 否则没有什么

理论依据来挑出图的这个子集, 在两个粒子都是非相对论性的情况下, Bethe-Salpeter方程就退化

成普通的非相对论Schrödinger方程, 再加上自旋-轨道耦合附带的相对论性修正, 不过这个修正可

以作为微扰处理. 我们必须承认, 束缚态中相对论效应和辐射修正的理论仍未处在完全令人满意

的状态上.

在推导外场(13.6.16)时, 我们仅将带电重粒子与电磁场的相互作用计算至光子动量的领头阶.

重粒子的磁偶极矩, 电偶极矩等会产生关于光子动量的高阶修正. 当然, 除了图13.4中的那些图,

还会有Feynman图产生辐射修正, 在这些图中, 光子从电子线吸收且发射或者会在光子线中插入

电子圈. 我们在下一章将看到, 在束缚态中, 图13.4中的必须引入至所有阶, 而所有其它的高阶光

子动量或𝑒的修正可以作为这些图的微扰被引入.
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L L

L

图 13.5 一个电子被一个带电重粒子散射的图, 这个图在靶的质量很大的极限下会产生与图13.4相同的结

果. 这里单个直线代表电子, 双线是重的靶粒子; 而波浪线是虚光子. 被“L”标记的图被称作非交叉梯形图;

当电子和靶粒子都是非相对论粒子时, 这些图主导求和.
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第 14 章 外场中的束缚态

在第11章我们对辐射修正的处理中, 我们仅比微扰论的最低阶多踏出一步. 然而, 存在一类非

常重要的问题, 在这类问题中, 即使是最简单的计算, 也要求我们从一开始就要考虑像𝑒这样的耦

合常数的任意高阶的Feynman图. 这些问题是那些涉及束缚态的问题——在电动力学中, 要么是

普通的原子和分子, 要么是电子偶素或𝜇子偶素这样的奇异原子.

很容易看到, 这样的问题必然面临着普通微扰论的崩溃. 例如, 将电子-质子散射的振幅看做

质心系能量𝐸的函数. 在10.3节业已证明了, 束缚态的存在, 例如氢原子的基态, 暗示了这一振幅

在𝐸 = 𝑚𝑝 +𝑚𝑒 − 13.6 eV处有一极点. 然而, 在电子-质子散射的微扰展开中, 任何一个项都没有

这样的极点. 因此, 这样的极点只能产生于对所有图的求和在𝑚𝑝 +𝑚𝑒附近的质心能处的发散.

这一微扰级数发散的原因也很容易看到, 尤其是我们先来考察旧形式微扰论的编时图而不

是Feynman图时, 更是如此. 假定, 在质心系中, 电子和质子均有量级为𝑞 ≪ 𝑚𝑒的动量, 并考察电

子和质子动量也相差𝑞阶的中间态. 这一态所贡献的能量分母因子将是[𝑞2/𝑚𝑒]
−1阶的. 每一个这

样的态也会贡献一个𝑒2/𝑞2(𝑒2/𝑟的Fourier变换)阶的Coulomb相互作用的矩阵元, 并且, 相应的动

量空间积分会贡献一个𝑞3阶的因子, 将这些综合起来, 我们看到每个额外的Coulomb相互作用贡献

了一个阶为

[𝑞2/𝑚𝑒]
−1[𝑒2/𝑞2][𝑞3] = 𝑒2𝑚𝑒/𝑞

的总因子. 因此, 当𝑞小于或等于𝑒2𝑚𝑒阶时, 换句话说, 当动能和势能, 其是𝑞2/𝑚𝑒阶的, 不再大

于𝑒4/𝑚𝑒, 即氢原子的束缚能量级时, 微扰论会崩溃掉.

我们这里的问题是研究如何使用微扰论计算束缚态问题中的辐射修正, 对那些需要求和至所

有阶的图进行求和, 并仅保留有限个不需要求和的图

14.1 Dirac方程

本章, 在我们所考虑的问题中, 束缚态是电子(或𝜇子)与像原子核这样的带电重粒子之间的

相互作用产生的. 正像13.6节中所证明的, 通过给相互作用拉格朗日量中增加代表c-数外场矢

势A 𝜇(𝑥)的项*:

LA = −𝑖𝑒Ψ̄𝛾𝜇ΨA𝜇 − 1
2(𝑍3 − 1)(𝜕𝜇A 𝜈 − 𝜕𝜈A 𝜇)(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴

𝜇)

− 𝑖𝑒(𝑍2 − 1)A𝜇 Ψ̄𝛾
𝜇Ψ , (14.1.1)

这一相互作用就会被考虑进去, 这一相互作用是通过将方程(11.1.6)相互作用部分中的量子矢

势𝐴𝜇替换成𝐴𝜇 + A 𝜇获得的. 例如, 对于处在原点且电荷为𝑍𝑒的单个带电重粒子,

A 0(𝑥) =
𝑍 𝑒

4𝜋|x| , A (𝑥) = 0 . (14.1.2)

*在本章, 我们重新使用大写字母Ψ来标记Heisenberg绘景中的电子场, 保留小写字母𝜓, 作为时间相关性仅由c-数外

场A 𝜇(𝑥)控制的Dirac场.

409
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必须要考虑至所有阶的正是相互作用(14.1.1). 在本节, 我们将考察只有这一个相互作用的理论,

而将辐射修正留至接下来的章节.

物理学家从幼儿园就了解到, 处理这类问题的方法是解有外场的Dirac波动方程. 在这里

导出这一方程看起来似乎是不必要的, 但正如第1章中所强调的, Dirac将这一方程作为相对

论Schrödinger方程的原始动机并没有经受住检验. 另外, 在推导的过程中, 我们将发现必须要附

加在Dirac方程解上的归一化条件, 而这个条件在Dirac方法中看起来似乎是特设的. 这里所讨论

的Dirac方程的解将是下一节辐射修正处理中的重要因素.

在这里, 我们将在Heisenberg绘景版本下进行处理, 其中算符的时间相关性由包含外场作用

量(14.1.1)的哈密顿量决定, 而这个哈密顿量不再包含其它相互作用. 电子场𝜓(𝑥)在这一绘景下满

足场方程

[︂
𝛾𝜆

𝜕

𝜕𝑥𝜆
+𝑚+ 𝑖𝑒𝛾𝜆A𝜆(𝑥)

]︂
𝜓(𝑥) = 0 . (14.1.3)

这不是Dirac原始含义下的Dirac方程,1因为𝜓(𝑥)在这里不是c-数波函数而是量子算符. c-数Dirac波

函数定义为

𝑢𝑁 (𝑥) ≡ (Φ0, 𝜓(𝑥)Φ𝑁 ) , (14.1.4)

𝑣𝑁 (𝑥) ≡ (Φ𝑁 , 𝜓(𝑥)Φ0) , (14.1.5)

其中Φ𝑁是态矢的正交完备集, 而Φ0是真空. 由此, 可从方程(14.1.3)中立即得出这些函数满足齐

次Dirac方程
[︂
𝛾𝜆

𝜕

𝜕𝑥𝜆
+𝑚+ 𝑖𝑒𝛾𝜆A𝜆(𝑥)

]︂
𝑢𝑁 (𝑥) =

[︂
𝛾𝜆

𝜕

𝜕𝑥𝜆
+𝑚+ 𝑖𝑒𝛾𝜆A𝜆(𝑥)

]︂
𝑣𝑁 (𝑥)

= 0 . (14.1.6)

我们也可从Dirac场的等时反对易关系中导出归一化条件. 相互作用(14.1.1)不会影响这些归一化

条件, 所以归一化条件可以取为与自由场相同的形式:

{𝜓(x, 𝑡), 𝜓(y, 𝑡)} = 𝑖𝛾0𝛿3(x− y) . (14.1.7)

取真空期望值, 并插入对Φ𝑁的求和, 我们发现
∑︁

𝑁

𝑢𝑁 (x, 𝑡)𝑢
†
𝑁 (y, 𝑡) +

∑︁

𝑁

𝑣𝑁 (x, 𝑡)𝑣
†
𝑁 (y, 𝑡) = 𝛿3(x− y) , (14.1.8)

对𝑁的求和理解成对连续态的积分和对任意离散束缚态的求和.

我们主要感兴趣的情况是时间无关的外场, 像(14.1.2). 在这种情况下, Φ𝑁可以取为

哈密顿量(包含相互作用(14.1.1))本征值为𝐸𝑁的本征态. 这样, 时间平移不变形就告诉我

们𝑢𝑁 (𝑥)和𝑣𝑁 (𝑥)的时间相关性为:

𝑢𝑁 (x, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝐸𝑁 𝑡𝑢𝑁 (x) , 𝑣𝑁 (x, 𝑡) = 𝑒+𝑖𝐸𝑁 𝑡𝑣𝑁 (x) . (14.1.9)

那么, 齐次Dirac方程(14.1.6)就变成

𝑖𝛾0
[︁
𝛾 ·∇+𝑚+ 𝑖𝑒𝛾𝜆A𝜆(x)

]︁
𝑢𝑁 (x) = 𝐸𝑁𝑢𝑁 (x) , (14.1.10)

𝑖𝛾0
[︁
𝛾 ·∇+𝑚+ 𝑖𝑒𝛾𝜆A𝜆(x)

]︁
𝑣𝑁 (x) = −𝐸𝑁𝑣𝑁 (x) . (14.1.11)



Dirac方程 · 411 ·

方程(14.1.11)右边的负号表明这是著名的Dirac“负能”解. 正如方程(14.1.8)所表明的, 为了构成波

函数的完备集需要这些负能解. 当然, 对于适度的外场, 在理论中不存在负能态, 所以所有的𝐸𝑁都

是正的, 但是, 非零𝑢𝑁的态与非零𝑣𝑁的态之间仍然存在一个重要差异: 定义(14.1.4)和(14.1.5)表

明, 仅当一个态分别有电荷−𝑒和+𝑒时, 这个态才有𝑢𝑁 ̸= 0和𝑣𝑁 ̸= 0. 正是在这一意义下, Dirac方

程的负能解与反粒子的存在相关. 然而, 这个讨论并没有涉及Dirac方程的任何细节, 甚至没有处

理电子自旋.

从Dirac波动方程(14.1.10)和(14.1.11), 我们可以轻松地看到能量不同的波函数是正交的. 即,

(𝐸𝑀 − 𝐸*
𝑁 )
(︁
𝑢†𝑁𝑢𝑀

)︁
= ∇ ·

(︁
𝑢†𝑁 𝑖𝛾

0𝛾𝑢𝑀

)︁
,

所以, 如果当|x| → 0且|x| → ∞时|x|2 (𝑢†𝑁 𝑖𝛾0𝛾𝑢𝑀 )依旧束缚, 那么
∫︁
𝑑3𝑥

(︁
(𝑢†𝑁 (x)𝑢𝑀 (x)

)︁
= 0 如果 𝐸𝑁 ̸= 𝐸*

𝑀 . (14.1.12)

利用𝑣𝑁类似的边界条件, 我们以相同的方法发现
∫︁
𝑑3𝑥

(︁
𝑣†𝑁 (x)𝑣𝑀 (x)

)︁
= 0 如果 𝐸𝑁 ̸= 𝐸*

𝑀 , (14.1.13)
∫︁
𝑑3𝑥

(︁
𝑢†𝑁 (x)𝑣𝑀 (x)

)︁
= 0 如果 𝐸𝑁 ̸= −𝐸*

𝑀 , (14.1.14)

取𝑁 =𝑀 ,方程(14.1.12)和(14.1.13)告诉我们能量都是实的. 扔掉方程(14.1.12)—(14.1.14)中𝐸𝑀上

的复共轭, 我们看到能量不同的𝑢是正交的, 能量不同的𝑣是正交的, 并且(只要势能没有强到产生

新的负能态)所有的𝑢与所有的𝑣正交. 那么, 通过对表征态以及能量的离散量子数的合适选择, 我

们总能整理成
∫︁
𝑑3𝑥

(︁
(𝑢†𝑁 (x)𝑢𝑀 (x)

)︁
= 0 如果 𝑁 ̸=𝑀 , (14.1.15)

∫︁
𝑑3𝑥

(︁
𝑣†𝑁 (x)𝑣𝑀 (x)

)︁
= 0 如果 𝑁 ̸=𝑀 , (14.1.16)

∫︁
𝑑3𝑥

(︁
𝑢†𝑁 (x)𝑣𝑀 (x)

)︁
= 0 . (14.1.17)

给方程(14.1.8)右乘𝑢𝑀 (x)或𝑣𝑀 (y), 我们就会发现这些波函数必须满足归一化条件
∫︁
𝑑3𝑦

(︁
𝑢†𝑁 (y)𝑢𝑀 (y)

)︁
=

∫︁
𝑑3𝑦

(︁
𝑣†𝑁 (y)𝑣𝑀 (y)

)︁
= 𝛿𝑁𝑀 , (14.1.18)

其中𝛿𝑁𝑀是克罗内克𝛿-符号与动量空间𝛿-函数的乘积,而采用的归一化用来定义
∑︀

𝑁 ,使得
∑︀

𝑁 𝛿𝑀𝑁

= 1. 这些归一化条件与Dirac波函数的几率解释并无直接关系, 却转而产生了场的反对易关

系(14.1.7).

我们现在详细说明一下A = 0时的静电外场情况. 在我们的Dirac矩阵的标准表示中, 我们有

𝛾 = 𝑖

(︃
0 −𝜎

𝜎 0

)︃
, 𝑖𝛾0 = 𝛽 =

(︃
0 1

1 0

)︃
,

其中𝜎是通常的2× 2Pauli矩阵3-矢, 而这里的“1”和“0”是2× 2单位阵和零矩阵. 通过令

𝑢𝑁 =
1√
2

(︃
𝑓𝑁 + 𝑖𝑔𝑁

𝑓𝑁 − 𝑖𝑔𝑁

)︃
, (14.1.19)
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我们引入了两分量波函数𝑓𝑁和𝑔𝑁 . 这样, 能量本征值条件(14.1.10)就取如下形式:

(𝜎 ·∇)𝑓𝑁 = (𝐸𝑁 + 𝑒A 0 +𝑚)𝑔𝑁 , (14.1.20)

(𝜎 ·∇)𝑔𝑁 = −(𝐸𝑁 + 𝑒A 0 −𝑚)𝑓𝑁 . (14.1.21)

在𝑒A 0𝑟 ≈ 𝑍𝛼≪ 1的非相对论情况下, 束缚能𝑚− 𝐸𝑁是𝑍
2𝛼2𝑚阶的, 而梯度算符是𝑍𝛼𝑚阶的, 所

以𝑔𝑁要比𝑓𝑁小一个阶为𝑍𝛼的因子. (为了得到位置波函数𝑣𝑁 , 要把所有的𝐸𝑁替换成−𝐸𝑁 , 所以
在这一情况下, 𝑓𝑁要比𝑔𝑁小相同的因子.) 在本节末尾我们将回到这个非相对论情况.

根据空间反演的奇偶性可以对物理态进行分类:

PΦ𝑁 = 𝜂𝑁Φ𝑁 , (14.1.22)

其中𝜂𝑁是符号因子±1. 回忆起电子的内禀宇称定义为+1, 而Dirac场有相同的空间反演性质

P𝜓(x, 𝑡)P−1 = 𝛽 𝜓(−x, 𝑡)

所以方程(14.1.4)和(14.1.22)表明Dirac波函数满足宇称条件

𝑢𝑁 (x) = 𝜂𝑁𝛽 𝑢𝑁 (−x) (14.1.23)

或者等价的

𝑓𝑁 (x) = 𝜂𝑁𝑓𝑁 (−x) , 𝑔𝑁 (x) = −𝜂𝑁𝑔𝑁 (−x) . (14.1.24)

要注意的是, 与态的宇称相同的是𝑓𝑁 (x)的宇称, 而不是𝑔𝑁 (x)的宇称.

只要势A 0是旋转不变的, 我们就能根据波动方程解的总角动量𝑗和宇称𝜂对它们进行分类. 对

于给定的𝑗, 分量𝑓和𝑔可以展成轨道角动量为ℓ = 𝑗 + 1
2和ℓ = 𝑗 − 1

2的球谐函数, 但对于确定的宇

称𝜂 = (−1)𝑗∓
1
2 , 方程(14.1.24)表明在𝑓中我们只能有ℓ = 𝑗 ∓ 1

2而在𝑔中有ℓ = 𝑗 ± 1
2 . 那么, 通常

的角动量加法规则就表明了, 对于总角动量为𝑗, 总角动量𝑧-分量为𝜇, 且宇称为(−1)𝑗∓
1
2的态, “较

大”的两分量波函数𝑓有如下形式

𝑓(x) =

⎛
⎜⎝

𝐶𝑗∓ 1
2
, 1
2
(𝑗 𝜇;𝜇− 1

2
1
2)𝑌

𝜇− 1
2

𝑗∓ 1
2

(x̂)

𝐶𝑗∓ 1
2
, 1
2
(𝑗 𝜇;𝜇+ 1

2 −1
2)𝑌

𝜇+ 1
2

𝑗∓ 1
2

(x̂)

⎞
⎟⎠𝐹 (|x|) , (14.1.25)

其中𝐶和𝑌是通常的Clebsch-Gordan系数和球谐函数.2 另外, 给定任何总角动量且宇称确定的波

函数, 通过算符𝜎 · x̂, 我们可以构建另一个𝑗和𝜇相同但宇称相反的波函数, 所以, “较小”分量可以

写成如下形式

𝑔(x) = 𝜎 · x̂

⎛
⎜⎝

𝐶𝑗∓ 1
2
, 1
2
(𝑗 𝜇;𝜇− 1

2
1
2)𝑌

𝜇− 1
2

𝑗∓ 1
2

(x̂)

𝐶𝑗∓ 1
2
, 1
2
(𝑗 𝜇;𝜇+ 1

2 −1
2)𝑌

𝜇+ 1
2

𝑗∓ 1
2

(x̂)

⎞
⎟⎠𝐺(|x|) . (14.1.26)

习惯上喜欢将态的轨道角动量ℓ定义为“较大”分量𝑓(x)的轨道角动量,

ℓ = 𝑗 ∓ 1
2 , (14.1.27)

这使得宇称总是(−1)ℓ.
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将方程(14.1.25)和(14.1.26)代入方程(14.1.20)和(14.1.21)给出了耦合微分方程

𝑑𝐺

𝑑𝑟
+
𝑘 + 1

𝑟
𝐺+ (𝐸 + 𝑒A 0 −𝑚)𝐹 = 0 , (14.1.28)

𝑑𝐹

𝑑𝑟
− 𝑘 − 1

𝑟
𝐹 − (𝐸 + 𝑒A 0 +𝑚)𝐺 = 0 , (14.1.29)

其中, 对于宇称𝜂 = (−1)𝑗∓
1
2 ,

𝑘 ≡ ±(𝑗 + 1
2) . (14.1.30)

我们现在专注于简单外场(14.1.2), 对于这一外场, 𝑒A 0 = 𝑍𝛼/𝑟. 这一情况3下Dirac方程的

处理是熟悉的, 所以, 仅为了完整性, 我们在这里简要的总结一下. 很容易看到原点附近的解趋

于𝑟𝑠−1, 其中𝑠2 = 𝑘2 − 𝑍2𝛼2. (注意到𝑘2 ≥ 1, 所以指数𝑠对于𝑍𝛼 ≤ 1是实的.) 对于𝑠 < 0的解, 由

于其与归一化条件(14.1.18)不相容, 我们必须丢弃这个解. 那么, 𝑟 → ∞时波函数不会发散, 这一

条件确定了能量本征值的允许值:

𝐸𝑛,𝑗 = 𝑚

⎡
⎣1 +

⎛
⎝ 𝑍𝛼

𝑛− 𝑗 − 1
2 +

√︁
(𝑗 + 1

2)
2 − 𝑍2𝛼2

⎞
⎠

2⎤
⎦
−1/2

, (14.1.31)

其中𝑛是“主量子数”并有

𝑗 + 1
2 ≤ 𝑛 . (14.1.32)

值得注意的是, 这些能量并不依赖于ℓ的宇称, 而仅依赖于𝑛和𝑗. 对于每一𝑛和𝑗, 这里有两个解, 对

应于𝑘的两个符号或两个可能的粒子, 除了在𝑛 = 𝑗 + 1
2时, 这时我们只有𝑘 > 0以及宇称(−1)𝑗−

1
2 ,

使得ℓ = 𝑗 − 1
2 . 加上方程(14.1.32), 这与熟悉的非相对论性约束ℓ ≤ 𝑛− 1是相同的.

对于𝑍𝛼≪ 1的轻原子, 方程(14.1.31)给出了幂级数

𝐸 = 𝑚

[︂
1− 𝑍2𝛼2

2𝑛2
+
𝑍4𝛼4

𝑛4

(︂
3

8
− 𝑛

2𝑗 + 1

)︂
+ · · ·

]︂
. (14.1.33)

当然, 前两项就代表静能和非相对论Schrödinger方程给出的束缚能. 第一个依赖于𝑛和𝑗的项是第

三项, 也是相对论修正. 对于𝑛 = 1, 仅存在一个总角动量值𝑗 = 1
2 , 并且, 由于这里𝑛 = 𝑗 + 1

2 ,

所以仅存在一个宇称(−1)𝑗−
1
2 = +1, 对应于ℓ = 0. 因此, 在氢原子𝑛 = 1的态中, 很难看到方

程(14.1.33)中的相对论修正的效应, 虽然这在最近变得可能, 我们将在14.3节看到这一点. 另一方

面, 对于𝑛 = 2, 我们有两个宇称都有的𝑗 = 1
2的态(即, 2𝑠1/2态和2𝑝1/2态), 以及𝑗 = 3

2且宇称为负的

态2𝑝3/2. 方程(14.1.33)给出氢原子中𝑝态之间的分裂为

𝐸(2𝑝3/2)− 𝐸(2𝑝1/2) =
𝛼4𝑚𝑒

32
= 4.5823× 10−5 eV . (14.1.34)

这种相对论性的线分裂称为原子态的精细结构. 从一开始就知道这一预测与观测到的精细结构是

高度符合的. 另一方面, Dirac方程并不给出任何2𝑠1/2态和2𝑝1/2态之间的能量差异, 所以这里是寻

找进一步修正的效应的好地方, 我们将在14.3节中进行考察.

在结束本节之前, 对于一般的静电势A 0, 我们应该考察波函数和矩阵元在非相对论情况下的

近似形式. (对于Coulomb势, 这是限制𝑍𝛼≪ 1.) 既然这里有𝐸𝑁 +𝑚 ≃ 2𝑚≫ |𝑒A 0|, 电子波函数
的“较小”分量以较大分量的形式近似的给定为

𝑔𝑁 ≃ (𝜎 ·∇)𝑓𝑁/2𝑚 . (14.1.35)
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那么, 方程(14.1.21)就变成了非相对论Schrödinger方程

[︂
−∇2

2𝑚
− 𝑒A 0

]︂
𝑓𝑁 ≃ (𝐸𝑁 −𝑚)𝑓𝑁 . (14.1.36)

既然在𝑓𝑁的方程中自旋自由度与轨道自由度之间不再有耦合, 我们可以看到该方程解的完全集有

如下形式

𝑓𝑁 = 𝜒𝑁 𝜓𝑁 (x) ,

其中𝜒𝑁是两分量常旋量, 而𝜓𝑁 (x)是Schrödinger方程的常规单分量解. 然而, 我们经常处理的态

有着明确的总角动量值𝑗, 对于这样的态, 𝑓𝑁 (对于非零的轨道的角动量.)是这种项的和.

在非相对论近似下, 四分量Dirac波动方程取如下形式

𝑢𝑁 ≃ 1√
2

[︃
(1 + 𝑖𝜎 ·∇/2𝑚)𝑓𝑁

(1− 𝑖𝜎 ·∇/2𝑚)𝑓𝑁

]︃
(14.1.37)

而方程(14.1.18)给出了归一化条件

∫︁
𝑑3𝑥 (𝑓 †𝑁 , 𝑓𝑀 ) ≃ 𝛿𝑁𝑀 − 1

4(v
2)𝑁𝑀 , (14.1.38)

其中

(v2)𝑁𝑀 ≡ − 1

𝑚2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑓 †𝑁 (x)∇2𝑓𝑀 (x) .

在将外场中的矩阵元与自由粒子矩阵元项关联时, 注意到, 能量本征态𝑁中的动量空间波函数可

以写成

𝑢𝑁 (p) ≡ (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖p·x𝑢𝑁 (x) ≃

∑︁

𝜎

𝑢(p, 𝜎)[𝑓𝑁 (p)]𝜎 , (14.1.39)

这通常是有用的, 其中𝑢(p, 𝜎)是自由粒子Dirac旋量

𝑢(p, 𝜎) ≃ 1√
2

[︃
(1− p · 𝜎/2𝑚)𝜒𝜎

(1 + p · 𝜎/2𝑚)𝜒𝜎

]︃
,

𝜒+ 1
2
≡
(︃

1

0

)︃
, 𝜒− 1

2
≡
(︃

0

1

)︃

而𝑓𝑁 (p)是两分量Schrödinger波函数的Fourier变换

𝑓𝑁 (p) ≡ (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖p·x𝑓𝑁 (x) ,

* * *

最后, 作为计算各种微扰效应时的辅助, 我们注意到在16个独立的4 × 4电子矩阵元中领头项
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是

(�̄�𝑀 𝑢𝑁 ) ≃ (𝑓 †𝑀 𝑓𝑁 )−
1

4𝑚2
(∇𝑓 †𝑀 · 𝜎 𝜎 ·∇𝑓𝑁 ) , (14.1.40)

𝑖(�̄�𝑀𝛾
0𝑢𝑁 ) ≃ (𝑓 †𝑀 𝑓𝑁 ) +

1

4𝑚2
(∇𝑓 †𝑀 · 𝜎 𝜎 ·∇𝑓𝑁 ) , (14.1.41)

(�̄�𝑀 𝛾 𝑢𝑁 ) ≃
1

2𝑚
[(∇𝑓 †𝑀 · 𝜎 𝜎𝑓𝑁 )− (𝑓 †𝑀𝜎 𝜎 ·∇𝑓𝑁 )] , (14.1.42)

(�̄�𝑀 [𝛾0,𝛾]𝑢𝑁 ) ≃
𝑖

𝑚
[(∇𝑓 †𝑀 · 𝜎 𝜎𝑓𝑁 ) + (𝑓 †𝑀𝜎 𝜎 ·∇𝑓𝑁 )] , (14.1.43)

(�̄�𝑀 [𝛾𝑖, 𝛾𝑗 ]𝑢𝑁 ) ≃ 2𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘(𝑓
†
𝑀𝜎𝑘𝑓𝑁 ) , (14.1.44)

(�̄�𝑀 𝛾5𝛾 𝑢𝑁 ) ≃ −𝑖(𝑓 †𝑀𝜎𝑓𝑁 ) , (14.1.45)

(�̄�𝑀 𝛾5𝛾
0 𝑢𝑁 ) ≃

1

2𝑚
[(∇𝑓 †𝑀 · 𝜎𝑓𝑁 )− (𝑓 †𝑀𝜎 ·∇𝑓𝑁 )] , (14.1.46)

(�̄�𝑀 𝛾5 𝑢𝑁 ) ≃
𝑖

2𝑚
[(∇𝑓 †𝑀 · 𝜎𝑓𝑁 ) + (𝑓 †𝑀𝜎 ·∇𝑓𝑁 )] . (14.1.47)

14.2 外场中的辐射修正

我们现在来考察上一节结果的辐射修正, 这些辐射修正是电子与量子电磁场以及带电重粒子

的外场的相互作用引起的. 这些辐射修正可以用通常的那类Feynman图进行计算, 而外场的全部

效应就是修正有电磁外场时的电子场传播子(并提供方程(14.1.1)中所示的外场相关的重整化抵消

项.) 确切一些, 在任何一个图的电子内线中, 插入任意多个对应于相互作用(14.1.1)中的第一项的

顶点, 其效应相当于将裸坐标空间传播子−𝑖𝑆(𝑥− 𝑦)替换成修正传播子

− 𝑖𝑆A (𝑥, 𝑦) ≡ −𝑖𝑆(𝑥− 𝑦) + (−𝑖)2
∫︁
𝑑4𝑧1 𝑆(𝑥− 𝑧1)𝑒𝛾

𝜇A𝜇(𝑧1)𝑆(𝑧1 − 𝑦)

+ (−𝑖)3
∫︁
𝑑4𝑧1

∫︁
𝑑4𝑧2 𝑆(𝑥− 𝑧1)𝑒𝛾

𝜇A𝜇(𝑧1)𝑆(𝑧1 − 𝑧2)𝑒𝛾
𝜈A𝜈(𝑧2)𝑆(𝑧2 − 𝑦)

+ · · · , (14.2.1)

其中, 同往常一样,

𝑆(𝑥− 𝑦) ≡ 1

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑝

−𝑖𝛾𝜆𝑝𝜆 +𝑚

𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
𝑒𝑖𝑝·(𝑥−𝑦) .

(因为外场破坏了平移不变性, 所以我们必须将𝑆A写成𝑥和𝑦的函数而不是𝑥 − 𝑦的函数.) 6.4节证

明的定理告诉我们, 方程(14.2.1)与

− 𝑖𝑆A (𝑥, 𝑦) = (Φ0, 𝑇{𝜓(𝑥), 𝜓(𝑦)}Φ0)A (14.2.2)

是相同的, 其中右边的下标A表明真空态Φ0和电子场是定义在所考虑的相互作用只有有外场

的相互作用(14.1.1)的Heisenberg绘景中. 在方程(14.2.2)插入中间态Φ𝑁的完备集, 以上一节引入

的Dirac波函数𝑢𝑁和𝑣𝑁的形式, 这给出了传播子的表达式

𝑖𝑆A (𝑥, 𝑦) = 𝜃(𝑥0 − 𝑦0)
∑︁

𝑁

𝑢𝑁 (𝑥)�̄�𝑁 (𝑦)− 𝜃(𝑦0 − 𝑥0)
∑︁

𝑀

𝑣𝑀 (𝑥)𝑣𝑀 (𝑦) . (14.2.3)

另一种获得传播子(14.2.2)的可能方法是解非齐次Dirac方程:
[︂
𝛾𝜆

𝜕

𝜕𝑥𝜆
+𝑚+ 𝑖𝑒𝛾𝜆A𝜆(𝑥)

]︂
𝑆A (𝑥, 𝑦) = 𝛿4(𝑥− 𝑦) , (14.2.4)
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这一方程可从场方程(14.1.3)和反对易关系(14.1.7)中获得, 或者从微扰展开(14.2.1)形式上获

得. 另外, 方程(14.2.3)告诉了我们传播子所满足的边界条件: 它的Fourier分解所包含的“正频

项”在𝑥0 − 𝑦0 → ∞时要正比于exp(−𝑖𝐸(𝑥0 − 𝑦0)), 其中𝐸 > 0, 而所包含的“负频项”在𝑥0 −
𝑦0 → −∞时要正比于exp(+𝑖𝐸(𝑥0 − 𝑦0)), 其中𝐸 > 0. 即使在外场过强以至于无法使用微扰展

开(14.2.1)的情况下, 我们也可用附加这些边界条件的非齐次Dirac方程来获得该传播子的数值解.4

一旦传播子𝑆A (𝑥, 𝑦)被计算出来, 外场中的散射振幅, 在将𝑆(𝑥− 𝑦)替换成𝑆A (𝑥, 𝑦)后(并将A -相关

的重整化抵消项插入到合适的地方), 就可用普通的Feynman图进行计算.

现在我们来看一下如何使用传播子被修正后的微扰展开计算束缚态能级的偏移. 考察全电子

传播子𝑆′
A (𝑥, 𝑦), 这个传播子包含电子与量子电磁场合外场的相互作用:

− 𝑖𝑆′
A (𝑥, 𝑦) ≡ (Ω0, 𝑇{Ψ(𝑥), Ψ̄(𝑦)}Ω0)A (14.2.5)

其中, Ψ(𝑥)是包含所有相互作用的Heisenberg绘景中的电子场, 而Ω0是全哈密顿量的真空本征态.

对于时间无关的外势, 我们可以找到全哈密顿量的一组正交完备的本征态Ω𝑁 , 其本征值为𝐸
′
𝑁 . 在

方程(14.2.5)的算符积中插入这些态的和, 我们发现

−𝑖𝑆′
A (𝑥, 𝑦) = 𝜃(𝑥0 − 𝑦0)𝑒−𝑖𝐸

′
𝑁 (𝑥0−𝑦0)

∑︁

𝑁

𝑈𝑁 (x)�̄�𝑁 (y)

− 𝜃(𝑦0 − 𝑥0)𝑒−𝑖𝐸
′
𝑁 (𝑦0−𝑥0)

∑︁

𝑁

𝑉𝑁 (x)𝑉𝑁 (y) , (14.2.6)

其中

(Ω0,Ψ(x, 𝑡)Ω𝑁 ) ≡ 𝑒−𝑖𝐸
′
𝑁 𝑡𝑈𝑁 (x) , (14.2.7)

(Ω𝑁 ,Ψ(x, 𝑡)Ω0) ≡ 𝑒+𝑖𝐸
′
𝑁 𝑡𝑉𝑁 (x) . (14.2.8)

(求和包含对连续态的积分和对离散束缚态的求和. 像之前一样, 仅当态Ω𝑁分别有电荷−𝑒和+𝑒时,

𝑈𝑁和𝑉𝑁才是非零的.) 我们可以将传播子重定义为能量而非时间的函数

𝑆′
A (x,y;𝐸) ≡

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥0 𝑒𝑖𝐸(𝑥0−𝑦0)𝑆′

A (x,y) . (14.2.9)

(时间平移不变性表明𝑆′
A (𝑥, 𝑦)是𝑥0 − 𝑦0的函数而不单独是𝑥和𝑦的函数.) 从方程(14.2.6)中我们看

到

𝑆′
A (x,y;𝐸) =

∑︁

𝑁

𝑈𝑁 (x)�̄�𝑁 (y)

𝐸′
𝑁 − 𝐸 − 𝑖𝜖

−
∑︁

𝑁

𝑉𝑁 (x)𝑉𝑁 (y)

𝐸′
𝑁 + 𝐸 − 𝑖𝜖

. (14.2.10)

特别地, 𝑆′
A (x,y;𝐸)在任意的电子束缚态能量处有极点, 且在负的任意正电子束缚态能量处有极

点. (当然, 正电子在普通的带正电核的Coulomb外场中没有束缚态.)

我们现在来考察对全传播子的最低阶辐射修正. 这里的Feynman规则给出的到这一阶的全传

播子𝑆′
A = 𝑆A + 𝛿𝑆A , 修正项为

𝛿𝑆A (𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝑑4𝑧

∫︁
𝑑4𝑤 𝑆A (𝑥, 𝑧) Σ*

A (𝑧, 𝑤)𝑆A (𝑤, 𝑦) , (14.2.11)

其中𝑖Σ*
A是所有有一个入电子线和一个出电子线的一圈图之和(排除了最后的电子传播子), 在计

算这些图时, 对于电子内线, 要将𝑆(𝑥− 𝑦)替换成𝑆A (𝑥, 𝑦), 最后再加上一个二阶重整化抵消项. 利

用能量变量而非时间变量, 这是

𝛿𝑆A (x,y;𝐸) =

∫︁
𝑑3𝑧

∫︁
𝑑3𝑤 𝑆A (x, z;𝐸) Σ*

A (z,w;𝐸)𝑆A (w,y;𝐸) , (14.2.12)
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其中

Σ*
A (z,w;𝐸) ≡

∫︁
𝑑𝑧0 𝑒𝑖𝐸(𝑧0−𝑤0)Σ*

A (𝑧, 𝑤) . (14.2.13)

这些辐射修正的效应是将波函数变成𝑈𝑁 = 𝑢𝑁 + 𝛿𝑢𝑁和𝑉𝑁 = 𝑣𝑁 + 𝛿𝑣𝑁 , 并将束缚态能量变

成𝐸′
𝑁 = 𝐸𝑁 + 𝛿𝐸𝑁 , 所以全传播子是

𝑆′
A (x,y;𝐸) ≃ 𝑆A (x,y;𝐸)

+
∑︁

𝑁

𝛿𝑢𝑁 (x)�̄�𝑁 (y) + 𝑢𝑁 (x)𝛿�̄�𝑁 (y)

𝐸𝑁 − 𝐸

−
∑︁

𝑁

𝛿𝑣𝑁 (x)𝑣𝑁 (y) + 𝑣𝑁 (x)𝛿𝑣𝑁 (y)

𝐸𝑁 + 𝐸

−
∑︁

𝑁

𝑢𝑁 (x)�̄�𝑁 (y)𝛿𝐸𝑁
(𝐸𝑁 − 𝐸)2

+
∑︁

𝑁

𝑣𝑁 (x)𝑣𝑁 (y)𝛿𝐸𝑁
(𝐸𝑁 + 𝐸)2

. (14.2.14)

(因为我们现在并没有从散射态的连续谱中取𝐸, 所以我们扔掉了𝑖𝜖项.) 我们看到电子束缚态能

量的偏移𝛿𝐸𝑁由全传播子中−𝑢𝑁 (x)�̄�𝑁 (y)/(𝐸𝑁 − 𝐸)2的系数给定. 为了计算它, 我们注意到方

程(14.2.3)给出

𝑆A (x,y;𝐸) =
∑︁

𝑁

𝑢𝑁 (x)�̄�𝑁 (y)

𝐸𝑁 − 𝐸 − 𝑖𝜖
−
∑︁

𝑁

𝑣𝑁 (x)𝑣𝑁 (y)

𝐸𝑁 + 𝐸 − 𝑖𝜖
. (14.2.15)

将其代入方程(14.2.12), 给出

𝛿𝑆A (x,y;𝐸) =
∑︁

𝑁,𝑀

𝑢𝑁 (x)�̄�𝑀 (y)

(𝐸𝑁 − 𝐸)(𝐸𝑀 − 𝐸)

×
∫︁
𝑑3𝑧

∫︁
𝑑3𝑤 �̄�𝑁 (z) Σ

*
A (z,w;𝐸)𝑢𝑀 (w) + · · · (14.2.16)

其中,省略号代表至少含有一个负能极点的额外项.比较这里(𝐸𝑁−𝐸)−2的系数与方程(14.2.14)中(𝐸𝑁−
𝐸)−2的系数. 我们发现

𝛿𝐸𝑁 = −
∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦 �̄�𝑁 (x) Σ

*
A (x,y;𝐸)𝑢𝑀 (y) . (14.2.17)

𝑢𝑁是齐次Dirac方程满足归一化条件(14.1.8)的解, 所以这非常像普通的一阶微扰论, 只不过把哈

密顿量的微扰替换成了−Σ*.

一般而言, 𝛿𝐸𝑁是复的. 这是要衰变到更低能级的不稳定原子能级的结果; 我们在第3章中

看到, 能量为𝐸的不稳定态与衰变速率Γ在各种振幅的复值能量𝐸 − 𝑖Γ/2处产生了极点. 因而方

程(14.2.17)的虚部等于−Γ/2, 而它的实部给出能量偏移.

Σ*的Feynman图如图14.1所示. (注意到这里有了新的光子蝌蚪图, 这是因为外场破坏了在普

通的Feynman规则下禁止这种图出现的Lorentz不变性与电荷共轭不变性.) 对这些图使用位置空
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图 14.1 有外场时的电子自能函数Σ*
A (𝑥, 𝑦)的最低阶Feynman图. 这里的双线代表包含外场效应的电子传

播子𝑆A ; 单线是入电子线和出电子线; 波浪线是虚光子; 十字代表重整化抵消项.

间Feynman规则, 给出

𝑖Σ*
A (𝑥, 𝑦) = [𝑒𝛾𝜇] [−𝑖𝑆A (𝑥, 𝑦)]

[︀
𝑒𝛾𝜇
]︀
[−𝑖𝐷(𝑥− 𝑦)]

−
[︁
𝑒𝛾𝜇𝛿4(𝑥− 𝑦)

]︁ ∫︁
𝑑4𝑧 [−𝑖𝐷(𝑥− 𝑧)] Tr

{︀
[−𝑖𝑆A (𝑧, 𝑧)]

[︀
𝑒𝛾𝜇
]︀}︀

− 𝑖(𝑍2 − 1)(𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚)𝛿4(𝑥− 𝑦) + 𝑖𝛿𝑚 𝛿4(𝑥− 𝑦)

+ 𝑒𝛾𝜇(𝑍2 − 1)𝛿4(𝑥− 𝑦)A𝜇(𝑥)

+ 𝑖(𝑍3 − 1)[𝑒𝛾𝜇]𝛿
4(𝑥− 𝑦)

∫︁
𝑑4𝑧 [−𝑖𝐷(𝑥− 𝑧)] 𝜕𝜈(𝜕

𝜈A 𝜇(𝑧)− 𝜕𝜇A 𝜈(𝑧)) , (14.2.18)

其中重整化常数(𝑍2 − 1), (𝑍3 − 1)和𝛿𝑚计算至𝑒的2阶. (第二项中的负号是伴随闭合费米圈的负

号.)

对于𝑍𝛼为一阶的强场,必须要数值地计算构型空间电子传播子𝑆A和方程(14.2.17)和(14.2.18)中

的积分.4 然而, 对于弱场, 我们可以在方程(14.2.18)中使用级数(14.2.1)的前几项并以封闭的形式

计算这些积分. 由于这个原因, 在动量空间下处理更加方便, 定义:

𝑆A (𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝′ 𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝

′·𝑥𝑒−𝑖𝑝·𝑦 𝑆A (𝑝′, 𝑝) , (14.2.19)

Σ*
A (𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−4

∫︁
𝑑4𝑝′ 𝑑4𝑝 𝑒𝑖𝑝

′·𝑥𝑒−𝑖𝑝·𝑦 Σ*
A (𝑝′, 𝑝) , (14.2.20)

𝑢𝑁 (x) = (2𝜋)−3/2

∫︁
𝑑3𝑝 𝑒𝑖p·x𝑢𝑁 (p) , (14.2.21)

A 𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑑4𝑞 𝑒𝑖𝑞·𝑥A 𝜇(𝑞) . (14.2.22)
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(在这里, 我们不恰当地对一函数及其Fourier变换使用了同一符号, 我们会表示出变量以表明那个

是那个.) 那么方程(14.2.1)和(14.2.18)就变成

𝑆A (𝑝′, 𝑝) =
−𝑖/𝑝+𝑚

𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
− 𝑖𝑒

−𝑖/𝑝′ +𝑚

𝑝′2 +𝑚2 − 𝑖𝜖
/A (𝑝′ − 𝑝)

−𝑖/𝑝+𝑚

𝑝2 +𝑚2 − 𝑖𝜖

+ . . . , (14.2.23)

和

Σ*
A (𝑝′, 𝑝) =

𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝑖𝜖
𝛾𝜇𝑆A (𝑝′ − 𝑘, 𝑝− 𝑘)𝛾𝜇

+ [−(𝑍2 − 1)(𝑖/𝑝+𝑚) + 𝑍2𝛿𝑚] 𝛿4(𝑝′ − 𝑝)− 𝑖𝑒(𝑍2 − 1) /A (𝑝′ − 𝑝)

− 𝑖𝑒2𝛾𝜇

(2𝜋)4
1

(𝑝− 𝑝′)2 − 𝑖𝜖

∫︁
𝑑4𝑞 Tr{𝑆A (𝑞, 𝑞 + 𝑝′ − 𝑝)𝛾𝜇}

+
𝑖𝑒(𝑍3 − 1)

(𝑝− 𝑝′)2 − 𝑖𝜖

[︁
(𝑝− 𝑝′)2 /A (𝑝′ − 𝑝)− (/𝑝− /𝑝

′) (𝑝− 𝑝′) · A (𝑝′ − 𝑝)
]︁
. (14.2.24)

因为外场是时间无关的,所以𝑆A (𝑥, 𝑦)和Σ*
A (𝑥, 𝑦)可以仅通过差𝑥0−𝑦0与𝑥0和𝑦0相关,所以𝑆A (𝑝′, 𝑝),

Σ*
A (𝑝′, 𝑝)以及A 𝜇(𝑝′ − 𝑝)必须正比于𝛿(𝑝′0 − 𝑝0):

A 𝜇(𝑝′ − 𝑝) = 𝛿(𝑝′0 − 𝑝0)A 𝜇(p′ − p) , (14.2.25)

𝑆A (𝑝′, 𝑝) = 𝛿(𝑝′0 − 𝑝0)𝑆A (p′,p; 𝑝0) , (14.2.26)

Σ*
A (𝑝′, 𝑝) = 𝛿(𝑝′0 − 𝑝0)Σ*

A (p′,p; 𝑝0) . (14.2.27)

那么, 能量偏移就由方程(14.2.17)和(14.2.13)给定为

𝛿𝐸𝑁 = −
∫︁
𝑑3𝑝′

∫︁
𝑑3𝑝 �̄�𝑁 (p

′) Σ*
A (p′,p;𝐸𝑁 )𝑢𝑁 (p) , (14.2.28)

其中Σ*
A (p′,p;𝐸𝑁 )由方程(14.2.23), (14.2.24)和(14.2.27)给出. 这是我们在下一节计算弱外场中的

能量偏移时所使用的主要公式.

14.3 轻原子中的Lamb位移

对于一般静电场中非相对论性电子, 例如处在𝑍𝛼 ≪ 1的轻核的Coulomb场中的电子, 我们现

在来考察对其能级的辐射修正. 在这一极限下, 将Coulomb场处理为弱微扰是很自然的, 但是我们

将看到这会导致红外发散, 而这些红外发散与11.3节中的红外发散是相关的. 这个红外发散实际

是虚假的, 这是因为4-动量p, 𝐸𝑁和p′, 𝐸′
𝑁不在电子质量壳上, 但它确实迫使我们小心翼翼地进行

处理.

通常处理这一问题的方法是将对虚光子能量的积分分成低能区域和高能区域, 在低能区域,

我们可以非相对论地处理电子, 但是要引入外场中至所有阶的效应, 而在高能区域, 我们不得不引

入相对论效应, 但是可以只引入外场中的最低阶效应. 诚然, 我们应该在这里引入虚假的光子质

量𝜇, 对𝜇进行选择使得它远大于电子的特征动能, 但远小于电子的特征动量. 对于Coulomb场, 这

相当于要求

(𝑍𝛼)2𝑚𝑒 ≪ 𝜇≪ 𝑍𝛼𝑚𝑒 . (14.3.1)
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我们将方程(14.2.24)前两项(包括抵消项𝑍2 − 1和𝑍2𝛿𝑚的公式)中的光子传播子写成如下形式

1

𝑘2 − 𝑖𝜖
=

[︂
1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

]︂
+

[︂
1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

]︂
. (14.3.2)

能量偏移对应于两个项的和, “高能”项和“低能”项: 高能项的计算是通过在方程(14.2.24)的前三项

中使用光子传播子(14.3.2)的第一项, 再加上方程(14.2.24)中最后两项(真空极化项)的结果, 其中

最后两项无论怎样都不是红外发散的; 而低能项的计算是在方程(14.2.24)的前三项中使用光子传

播子(14.3.2)的第二项. 这个处理的一个优点是, 我们可以直接使用11.3节和11.4节中的相对论性

计算的结果, 不需要从光子质量到红外能量截断这个相当复杂的转化. 当然, 在末尾, 我们就必须

要检验, 在对能量偏移的高能贡献和低能贡献中, 与光子质量𝜇相关的那部分相互抵消掉了, 从而

使得总能量偏移是𝜇-无关的.

A 高能项

因为所取的𝜇远大于原子束缚能, 我们可以仅保留外场的最低阶项, 在一般的时间无关

外矢势A 𝜇(x)中, 原子能级在动量空间中的一圈辐射修正由方程(14.2.28)给定, 其中自能插

入ΣA (𝑝′, 𝑝)由方程(14.2.24)和(14.2.23)给定. 外场的零阶项抵消掉了: 𝛿𝑚项抵消了A = 0的第一

项; 𝑍3 − 1项抵消了A = 0的第三项; 而由于𝑢(𝑝)满足Dirac方程, 𝑍2 − 1项为零. ΣA (𝑝′, 𝑝)中关

于A 𝜇的一阶项可以写成如下形式

ΣA 1(𝑝
′, 𝑝) = −𝑖𝑒A𝜇(𝑝

′ − 𝑝)Γ𝜇1 (𝑝
′, 𝑝) (14.3.3)

其中

Γ𝜇1 (𝑝
′, 𝑝) =

𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 + 𝜇2 + 𝑖𝜖

× 𝛾𝜈
[︂ −𝑖(/𝑝′ − /𝑘) +𝑚𝑒

(𝑝′ − 𝑘)2 +𝑚2
𝑒 − 𝑖𝜖

]︂
𝛾𝜇
[︂ −𝑖(/𝑝− /𝑘) +𝑚𝑒

(𝑝− 𝑘)2 +𝑚2
𝑒 − 𝑖𝜖

]︂
𝛾𝜈

+ (𝑍2 − 1)𝛾𝜇

− 𝑖𝑒2𝛾𝜈
(2𝜋)4

1

(𝑝− 𝑝′)2 − 𝑖𝜖

×
∫︁
𝑑4𝑙 Tr

{︃[︂−𝑖/𝑙 +𝑚𝑒

𝑙2 +𝑚2
𝑒

]︂
𝛾𝜇

[︃
−𝑖/𝑙 − 𝑖/𝑝′ + 𝑖/𝑝+𝑚𝑒

(𝑙 + 𝑝′ − 𝑝)2 +𝑚2
𝑒

]︃
𝛾𝜈

}︃

− 𝑍3 − 1

(𝑝′ − 𝑝)2 − 𝑖𝜖

[︁
(𝑝− 𝑝′)2𝜂𝜇𝜈 − (𝑝′ − 𝑝)𝜇(𝑝′ − 𝑝)𝜈

]︁
𝛾𝜈 . (14.3.4)

比较前两项与方程(11.3.1)和(11.3.8), 并比较接下来的两项与方程(11.3.9), (11.2.3)和(11.2.15), 这

表明Γ𝜇1 (𝑝
′, 𝑝)是完整的一圈顶点函数, 包含了真空极化和所有抵消项, 而我们已经在11.3节计算过

它的质量壳矩阵元. 利用方程(14.2.26)和(14.2.25), 这对能量偏移(14.2.28)的贡献为

[𝛿𝐸𝑁 ]high energy = 𝑖𝑒

∫︁
𝑑3𝑝′

∫︁
𝑑3𝑝

(︀
�̄�(p′)Γ𝜇1 (p

′, 𝐸𝑁 ,p, 𝐸𝑁 )𝑢𝑁 (p)
)︀

× A𝜇(p
′ − p) . (14.3.5)
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(这其实可以猜出来, 将电子与外场的相互作用中的𝛾𝜇替换成Γ𝜇1即可.) 正如我们在14.1节讨论过

的, 因为𝑍𝛼≪ 1, 我们可以近似地取方程(14.3.5)中的Dirac波函数𝑢𝑁为

[𝑢𝑁 (p)]𝛼 =
∑︁

𝜎

𝑢𝛼(p, 𝜎)[𝑓𝑁 (p)]𝜎 , (14.3.6)

其中𝑓𝑁是外Coulomb场中电子的非相对论两分量波函数, 而𝑢(p, 𝜎)是动量空间Dirac方程

[𝑖𝛾𝜇𝑝
𝜇 +𝑚𝑒]𝑢(p, 𝜎) = 0 (14.3.7)

对于自旋𝑧-分量𝜎的归一化四分量解. 既然𝑢𝑁 (p)近似满足自由粒子Dirac方程, 方程(10.6.15)给出

了Γ𝜇1矩阵元的一般形式

�̄�𝑀 (p′)[𝛾𝜇 + Γ𝜇1 (𝑝
′, 𝑝)]𝑢𝑁 (p)

= �̄�𝑀 (p′)
[︁
𝛾𝜇𝐹1(𝑞

2) + 1
2 𝑖 [𝛾

𝜇, 𝛾𝜈 ] 𝑞𝜈 𝐹2(𝑞
2)
]︁
𝑢𝑁 (p) , (14.3.8)

其中𝑞 = 𝑝′ − 𝑝. 波函数𝑢𝑁 (p)在|p| ≫ 𝑍𝛼𝑚𝑒时衰减得非常快, 所以我们仅需要极限
⃒⃒
𝑞2
⃒⃒
≪ 𝑚2

𝑒下

的𝐹1(q
2)和𝐹2(q

2). 在这一极限下, 方程(11.3.31), (10.6.18)和(11.3.16)给出

𝐹1(𝑞
2) ≃ 1 +

𝑒2

24𝜋2

(︂
𝑞2

𝑚2
𝑒

)︂[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2
𝑒

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂
, (14.3.9)

𝐹2(𝑞
2) ≃ 𝑒2

16𝑚𝑒𝜋2
. (14.3.10)

我们先来考察方程(14.3.8)中𝐹1项的贡献, 这一项到目前为止对能量偏移的贡献最大, 并且在

它的计算中产生了最有趣的问题. 对于A = 0的纯静电场, 方程(14.3.5), (14.3.8)和(14.3.9)给出

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹1 = − 𝑒2

24𝜋2𝑚2
𝑒

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2
𝑒

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂

×
∫︁
𝑑3𝑝′

∫︁
𝑑3𝑝 �̄�𝑁 (p

′)
(︁
− 𝑖𝑒A 0(p′ − p)

)︁
𝛾0(p′ − p)2𝑢𝑁 (p) . (14.3.11)

为了计算这个贡献, 我们可以使用非相对论矩阵元(14.1.41)中的领头项, 并看到

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹1 = − 𝑒2

24𝜋2𝑚2
𝑒

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2
𝑒

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂

×
∫︁
𝑑3𝑝′

∫︁
𝑑3𝑝 𝑓 †𝑁 (p

′) 𝑒A 0(p′ − p)[p′ − p]2𝑓𝑁 (p) . (14.3.12)

或者, 在位置空间,

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹1 =
𝑒2

24𝜋2𝑚2
𝑒

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2
𝑒

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂ ∫︁
𝑑3𝑥 𝑓 †𝑁 (x) [𝑒∇2A 0(x)]𝑓𝑁 (x) . (14.3.13)

特别地, 对于Coulomb势(14.1.2), 我们有𝑒∇2A 0(x) = −𝑍𝑒2𝛿3(x), 而指标𝑁由主量子数𝑛和角动
量量子数𝑗,𝑚, ℓ, 而方程(11.2.41)给出[𝑓𝑛𝑗𝑚ℓ(0)]𝜎 = 2(𝑍𝛼𝑚𝑒/𝑛)

3/2𝛿ℓ,0𝛿𝜎,𝑚/
√
4𝜋. 那么能量偏移就

是

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹1 = −2𝑍4𝛼5𝑚𝑒

3𝜋𝑛3

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2
𝑒

)︂
+

2

5
+

3

4

]︂
𝛿ℓ,0 . (14.3.14)
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(𝛿𝐸与总角动量𝑧-分量无关这一点是旋转不变性所保证的.) 方程(14.3.12)和(14.3.13)中括号中

的2
5项产生了真空极化, 并正好产生了11.2节中试探性计算出的能量偏移.

在继续计算磁矩和能量偏移的低能贡献之前, 值得注意的是, 迄今为止我们获得的结果, 在

进一步的处理之前, 关于Lamb位移产生了大量的量级估计. 我们可以预计到, 低能项会包含正比

于ln(𝜇/𝐵)项, 该项的系数会使得这一项抵消掉方程(14.3.12)的𝜇-相关性. 这里的常数𝐵是为了使

对数变量无量纲而必须引入的能量; 既然正是电子在原子中的束缚最终提供了红外截断, 我们可

以猜测𝐵为特征的原子束缚能, 阶为𝐵 ≃ (𝑍𝛼)2𝑚𝑒. 因此, 态𝑁中主量子数为𝑛且轨道角动量为ℓ的

总能量偏移采取如下的形式

𝛿𝐸𝑁 = −2𝑍4𝛼5𝑚𝑒

3𝜋𝑛3

[︁
ln
(︁
𝑍4𝛼4

)︁
𝛿ℓ,0 +𝑂(1)

]︁
. (14.3.15)

对于氢原子的2𝑠态, 对数项单独给出

𝛿𝐸2𝑠 ≃ −𝛼
5𝑚𝑒

12𝜋
ln
(︁
𝛼4
)︁
= 5.5× 10−6 eV = 1300MHz× 2𝜋~ .

我们将看到, 方程(14.3.15)中的“𝑂(1)”项会使总能量偏移降低大约25%.

现在我们来考察Γ𝜇1矩阵元中𝐹2项的贡献, 正如我们在10.6节中看到的那样, 这一贡献可以解

释为对电子磁矩的辐射修正. 在方程(14.3.5)中使用方程(14.3.10), (14.3.8)和(14.3.6), 我们看到这

一项给出的能量偏移为

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹2 = − 𝑒2

32𝜋2𝑚𝑒

∫︁
𝑑3𝑝′

∫︁
𝑑3𝑝

(︀
�̄�𝑁 (p

′) [𝛾𝜇, 𝛾𝜈 ]𝑢𝑁 (p)
)︀

× 𝑒A𝜇(p
′ − p) (𝑝′ − 𝑝)𝜈 (14.3.16)

或者, 在位置空间,

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹2 =
𝑖𝑒2

64𝜋2𝑚𝑒

∫︁
𝑑3𝑥 (�̄�𝑁 (x)[𝛾

𝜇, 𝛾𝜈 ]𝑢𝑁 (x))𝑒F𝜇𝜈(x) , (14.3.17)

其中

F𝜇𝜈(x) ≡ 𝜕𝜇A𝜈(x)− 𝜕𝜈A𝜇(x) . (14.3.18)

对于A = 0的纯静电场, 这是

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹2 =
−𝑖𝑒2

32𝜋2𝑚𝑒

∫︁
𝑑3𝑥

(︁
�̄�𝑁 (x)[𝛾, 𝛾

0]𝑢𝑁 (x)
)︁
·∇[𝑒A 0(x)] . (14.3.19)

在非相对论极限𝑍𝛼≪ 1下, 我们可以使用近似结果(14.1.43), 这个结果在这里是

(�̄�𝑁 [𝛾
0,𝛾]𝑢𝑁 ) ≃

𝑖

𝑚𝑒
[(∇𝑓 †𝑁 · 𝜎 𝜎𝑓𝑁 ) + (𝑓 †𝑁𝜎 𝜎 ·∇𝑓𝑁 )]

=
𝑖

𝑚𝑒
[∇(𝑓 †𝑁𝑓𝑁 )− 𝑖(∇𝑓 †𝑁 × 𝜎)𝑓𝑁 − 𝑖𝑓 †𝑁 (𝜎 ×∇𝑓𝑁 )] . (14.3.20)

在方程(14.3.8)使用上式并分部积分, 这部分的能量偏移是

[𝛿𝐸𝑁 ]𝐹2 =
𝑒2

32𝜋2𝑚2
𝑒

∫︁
𝑑3𝑥

[︁
− |𝑓𝑁 (x)|2∇2(𝑒A 0(x))

+ 2𝑖 𝑓 †𝑁 (x)𝜎 · (∇(𝑒A 0(x))×∇𝑓𝑁 (x))
]︁
. (14.3.21)
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结合方程(14.3.12)和(14.3.21), 这给出了, 在任意的经典势A 0中, 对能量偏移的所有高能贡献:

[𝛿𝐸𝑁 ]high energy =
𝑒2

24𝜋2𝑚2
𝑒

[︂
ln

(︂
𝜇2

𝑚2
𝑒

)︂
+

2

5

]︂ ∫︁
𝑑3𝑥 𝑓 †𝑁 (x) [𝑒∇2A 0(x)]𝑓𝑁 (x)

+
𝑖𝑒2

16𝜋2𝑚2
𝑒

∫︁
𝑑3𝑥 𝑓 †𝑁 (x)𝜎 · (∇(𝑒A 0(x))×∇𝑓𝑁 (x)) . (14.3.22)

B 低能项

对能量的偏移的低能贡献是对光子传播子做替换

1

𝑘2 − 𝑖𝜖
→ 1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖
, (14.3.23)

然后从方程(14.2.24)的前三项中获得的. 这一替换最终用于在𝜇阶值处截断对光子4-动量𝑘的分量

的积分, 然而, 直到我们仔细地将质量重整化考虑在内, 我们才会看到这一点, 所以我们将任何非

相对论近似推迟至那之后. 另外, 我们现在引入的光子动量同原子态的束缚能一样小, 或者比原子

态的束缚能还要小, 所以我们必须要在所有阶处理产生这一束缚的静电力.

取代用动量空间公式(14.2.24)处理, 回归使用构型空间公式(14.2.18)会更方便一些. 这一公式

给出的电子自能函数的低能贡献是

[Σ*
A (𝑥, 𝑦)]low energy = 𝑖𝑒2𝛾𝜌 𝑆A (𝑥, 𝑦) 𝛾𝜌𝐷(𝑥− 𝑦;𝜇) + 𝛿𝑚𝑒(𝜇) 𝛿

4(𝑥− 𝑦)

− (𝑍2(𝜇)− 1)(𝛾𝜇[𝜕𝜇 + 𝑖𝑒A𝜇] +𝑚𝑒)𝛿
4(𝑥− 𝑦) , (14.3.24)

其中𝐷(𝑥− 𝑦;𝜇)是修正光子传播子

𝐷(𝑥− 𝑦;𝜇) =
1

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘 𝑒𝑖𝑘·(𝑥−𝑦)

[︂
1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

]︂
, (14.3.25)

并且, 抵消项𝑍2(𝜇)− 1和𝛿𝑚(𝜇)是用该修正传播子进行计算的. 从时间变量转化到能量变量, 那么,

对函数(14.2.13)的低能贡献是

[Σ*
A (x,y;𝐸)]low energy =

𝑖𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘 𝛾𝜌 𝑆A (x,y;𝐸 − 𝑘0) 𝛾𝜌

×
[︂

1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

]︂
𝑒𝑖k·(x−y)

− (𝑍2(𝜇)− 1)
(︁
𝛾 ·∇+ 𝑖𝛾0𝐸 + 𝑖𝑒𝛾𝜈A𝜈 +𝑚𝑒

)︁
𝛿3(x− y)

+ 𝛿𝑚𝑒(𝜇) 𝛿
3(x− y) . (14.3.26)

那么, 方程(14.2.17)就给出了能量偏移的低能贡献

[𝛿𝐸𝑁 ]low energy = −
∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦 �̄�𝑁 (x) [Σ

*
A (x,y;𝐸𝑁 )]low energy 𝑢𝑁 (y)

=
−𝑖𝑒2
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

∫︁
𝑑3𝑥

∫︁
𝑑3𝑦 �̄�𝑁 (x) 𝛾

𝜌 𝑆A (x,y;𝐸𝑁 − 𝑘0) 𝛾𝜌 𝑢𝑁 (y)

×
[︂

1

𝑘2 − 𝑖𝜖
− 1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

]︂
𝑒𝑖k·(x−y)

− 𝛿𝑚𝑒(𝜇)

∫︁
𝑑3𝑥 �̄�𝑁 (x)𝑢𝑁 (x) . (14.3.27)
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注意到, 由于Dirac波函数𝑢𝑁 (x)满足Dirac方程(14.1.10), 正比于𝑍2(𝜇) − 1的项被扔掉了. 对于

有Coulomb场的电子传播子, 我们使用方程(14.2.15):

𝑆A (x,y;𝐸) =
∑︁

𝑀

𝑢𝑀 (x)�̄�𝑀 (y)

𝐸𝑀 − 𝐸 − 𝑖𝜖
−
∑︁

𝑀

𝑣𝑀 (x)𝑣𝑀 (y)

𝐸𝑀 + 𝐸 − 𝑖𝜖
,

其中第一项和第二项中的求和分别取遍单电子态和单正电子态. 积掉𝑘0积分的最简单方法是, 用

一个大半圆, 对于第一项在下半平面闭合围道, 对于第二项在上半平面闭合围道:

∫︁
𝑑𝑘0

(︂
1

𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

)︂(︂
1

𝐸𝑀 ∓ 𝐸𝑁 ± 𝑘0 − 𝑖𝜖

)︂

=
𝑖𝜋√︀

k2 + 𝜇2

(︃
1

𝐸𝑀 ∓ 𝐸𝑁 +
√︀
k2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖

)︃
,

如果𝜇被换成了0, 处理方法相同. 能量偏移(14.3.27)现在变成

[𝛿𝐸𝑁 ]low energy = − 𝑒2

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

∑︁

𝑀

×
[︃
Γ𝜌𝑀𝑁 (k)

*Γ𝜌𝑀𝑁 (k)

(︃
1

|k| (𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 + |k| − 𝑖𝜖)

− 1√︀
k2 + 𝜇2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 +

√︀
k2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖)

)︃

− Γ̃𝜌𝑀𝑁 (k)
*Γ̃𝜌𝑀𝑁 (k)

(︃
1

|k| (𝐸𝑀 + 𝐸𝑁 + |k| − 𝑖𝜖)

− 1√︀
k2 + 𝜇2(𝐸𝑀 + 𝐸𝑁 +

√︀
k2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖)

)︃]︃

− 𝛿𝑚𝑒(𝜇)

∫︁
𝑑3𝑥 �̄�𝑁 (x)𝑢𝑁 (x) , (14.3.28)

其中

Γ𝜌𝑀𝑁 (k) ≡
∫︁
𝑑3𝑦 𝑒−𝑖k·y�̄�𝑀 (y)𝛾𝜌𝑢𝑁 (y) , (14.3.29)

Γ̃𝜌𝑀𝑁 (k) ≡
∫︁
𝑑3𝑦 𝑒−𝑖k·y𝑣𝑀 (y)𝛾𝜌𝑢𝑁 (y) . (14.3.30)

(当然, 方程(14.3.28)中对𝑀的“求和”仅得到第一项中的电子态贡献和第二项中的正电子态贡献.)

方程(14.3.28)可以从旧形式微扰论中更直接地导出; 能量分母𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 + 𝜔和𝐸𝑀 + 𝐸𝑁 + 𝜔是从

中间态的能量中减去初态的能量𝐸𝑁后的结果, 对于前者, 中间态由能量为𝐸𝑀电子和能量为𝜔的

光子构成, 对于后者, 中间态由能量为𝐸𝑀的电子, 能量为𝜔的光子, 以及初末态电子构成. (参看

图14.2.)

在对方程(14.3.28)做任何近似之前, 将矩阵元Γ𝜌𝑀𝑁和Γ̃𝜌𝑀𝑁的时间分量表示成相对应的空间分
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图 14.2 电子能量偏移低能部分的旧形式微扰论图. 这里实线是电子; 波浪线是光子, 虚线截断粒子线的地

方对应于出现在(14.3.28)前两项中的中间态.

量的形式将是方便的, 利用从电流守恒中导出的关系*:

𝑘𝑖 Γ
𝑖
𝑀𝑁 (k) = (𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 )Γ0

𝑀𝑁 (k) , (14.3.31)

𝑘𝑖 Γ̃
𝑖
𝑀𝑁 (k) = (𝐸𝑁 + 𝐸𝑀 )Γ̃0

𝑀𝑁 (k) . (14.3.32)

更进一步, 通过使用完备性关系(14.1.8), 可以直接证明:

∑︁

𝑀

[︁
|Γ0
𝑀𝑁 (k)|2 + |Γ̃0

𝑀𝑁 (k)|2
]︁
= 1 (14.3.33)

和

∑︁

𝑀

[︁
|Γ0
𝑀𝑁 (k)|2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )− |Γ̃0

𝑀𝑁 (k)|2(𝐸𝑀 + 𝐸𝑁 )
]︁

=
∑︁

𝑀

[︁
−Γ0

𝑀𝑁 (k) k · Γ𝑀𝑁 (k)− Γ̃0*
𝑀𝑁 (k) k · Γ̃𝑀𝑁 (k)

]︁

= −𝑖k ·
∫︁
𝑑3𝑥 �̄�𝑁 (x)𝛾𝑢𝑁 (x) = 0 , (14.3.34)

*为了导出方程(14.3.31), 注意到

𝑘𝑖Γ
𝑖
𝑀𝑁 (k) = −𝑖

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖k·x ∇ · (�̄�𝑀 (x)𝛾𝑢𝑁 (x))

= 𝑖

∫︁
𝑑3𝑥 𝑒−𝑖k·x 𝜕0

[︁(︀
�̄�𝑀 (x)𝛾0𝑢𝑁 (x)

)︀
𝑒−𝑖(𝐸𝑁−𝐸𝑀 )𝑥0

]︁
𝑥0=0

= (𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 )Γ0
𝑀𝑁 (k) .

方程(14.3.32)以相同的方式导出.
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最后一步是从宇称条件(14.1.23)得到的. 以这一方式, 方程(14.3.28)可以重写成

[𝛿𝐸𝑁 ]low energy =

− 𝑒2

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

∑︁

𝑀

⎡
⎣

(︁
|Γ𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ𝑀𝑁 (k)|2/k2

)︁

|k| (𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 + |k| − 𝑖𝜖)

−

(︁
|Γ𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ𝑀𝑁 (k)|2/(k2 + 𝜇2)

)︁

√︀
k2 + 𝜇2 (𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 +

√︀
k2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖)

⎤
⎦

+
𝑒2

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

∑︁

𝑀

⎡
⎣

(︁
|Γ̃𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ̃𝑀𝑁 (k)|2/k2

)︁

|k| (𝐸𝑀 + 𝐸𝑁 + |k|)

−

(︁
|Γ̃𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ̃𝑀𝑁 (k)|2/(k2 + 𝜇2)

)︁

√︀
k2 + 𝜇2 (𝐸𝑀 + 𝐸𝑁 +

√︀
k2 + 𝜇2)

⎤
⎦

− 𝑒2

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

∑︁

𝑀

|Γ̃0
𝑀𝑁 (k)|2

(︂
1

k2
− 1

k2 + 𝜇2

)︂

+ 1
2𝛼𝜇− 𝛿𝑚𝑒(𝜇)

∫︁
𝑑3𝑥 �̄�𝑁 (x)𝑢𝑁 (x) , (14.3.35)

在倒数第二项中, 我们使用了基础积分

∫︁
𝑑3𝑘

(︂
1

k2
− 1

k2 + 𝜇2

)︂
= 2𝜇𝜋2 .

迄今为止, 这只是方程(14.3.28)精确改写. 我们现在必须启用几个近似. 首先, 考察质量重整

化. 在11.4节中, 我们已经计算了到𝛼阶的𝛿𝑚𝑒(𝜇); 其是

𝛿𝑚𝑒(𝜇) =
2𝑚𝑒𝜋

2𝑒2

(2𝜋)4

∫︁ 1

0
𝑑𝑥 [1 + 𝑥] ln

(︂
𝑚2
𝑒𝑥

2 + 𝜇2(1− 𝑥)

𝑚2
𝑒𝑥

2

)︂
. (14.3.36)

尽管在11.4节中我们认为𝜇是正规化质量, 所取的𝜇远大于𝑚𝑒, 我们也可使用方程(14.3.36), 在这里

我们所感兴趣的情况下, 即𝜇≪ 𝑚𝑒, 提供𝛿𝑚𝑒(𝜇)的值. 在这一极限下, 方程(14.3.36)给出

𝛿𝑚𝑒(𝜇) →
𝛼𝜇

2

[︂
1− 3𝜇

2𝜋𝑚𝑒
+ . . .

]︂
. (14.3.37)

我们又回想起, 对于𝑍𝛼≪ 1, 𝑢𝑁 (x)由方程(14.1.37)给定为

𝑢𝑁 (x) =
1√
2

[︃
(1− 𝜎 · v/2 + · · · )𝑓𝑁 (x)
(1 + 𝜎 · v/2 + · · · )𝑓𝑁 (x)

]︃
. (14.3.38)

其中省略号代表𝑍𝛼的高阶项; v是非相对论速度算符−𝑖∇/𝑚𝑒; 而𝑓𝑁 (x)非相对论Schrödinger方程

的两分量旋量解, 根据方程(14.1.38)归一化, 使得

∫︁
𝑑3𝑥 |𝑓𝑁 (x)|2 = 1− 1

4(v
2)𝑁𝑁 + · · · . (14.3.39)
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这给出了方程(14.3.35)中𝛿𝑚𝑒(𝜇)的系数

∫︁
𝑑3𝑥 �̄�𝑁 (x)𝑢𝑁 (x) = 1− 1

2(v
2)𝑁𝑁 + · · · . (14.3.40)

我们立刻注意到, −𝛿𝑚𝑒(𝜇)
∫︀
𝑑3𝑥 �̄�𝑁𝑢𝑁中的领头项抵消了方程(14.3.35)中的𝛼𝜇/2项.诚然,我们可

以预估出这个抵消, 这是因为在极限𝑍𝛼→ 0下, 方程(14.3.35)中的𝛼𝜇/2项依旧存在, 并且𝑚𝑒(𝜇)作

为重整化电子质量的定义, 暗示了在这一极限不存在能量偏移. 通过相同的讨论, 我们可以

预估出𝛿𝑚𝑒(𝜇)中的𝛼𝜇
2/𝑚𝑒阶项(这一项大于𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒阶项, 因而无法简单地忽略掉)抵消了方

程(14.3.35)中同阶的第二项和第三项.** 另一方面, 𝛿𝑚𝑒中𝛼𝜇
2/𝑚𝑒阶项与矩阵元(14.3.40)中第二项

的乘积, 它的阶是(𝑍𝛼)2𝛼𝜇2/𝑚𝑒 ≪ 𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒, 因而可以被忽略掉. 到𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒阶, 质量重整化

留给我们的效应只剩下, 𝛿𝑚𝑒(𝜇)中的领头项与
∫︀
𝑑3𝑥 �̄�𝑁𝑢𝑁中的(𝑍𝛼)2阶项之积:

−
[︂
𝑒2𝜇

8𝜋

]︂ [︂
−1

2
(v2)𝑁𝑁

]︂
=
𝑒2𝜇

16𝜋
(v2)𝑁𝑁 .

(这是质量重整化在电子动能上的效应, 在1.3节提到过.) 如果我们忽视掉能级之间的差异, 这

正是方程(14.3.35)中第一项的负数. 为了看到这一点, 注意到这一项中的积分实际上在|k| ∼
𝜇 ≪ 𝑍𝛼𝑚𝑒处被截断了, 所以我们可以在极限k → 0下计算矩阵元Γ𝑀𝑁 (k). 到𝑍𝛼的最低阶, 方

程(14.1.42)给出

Γ𝑀𝑁 (0) = (v)𝑀𝑁 , (14.3.41)

然后使用非相对论Schrödinger方程解𝑓𝑁的完备性, 我们有

∑︁

𝑀

Γ𝑖*𝑀𝑁 (k)Γ
𝑗
𝑀𝑁 (k) ≃ (𝑣𝑖𝑣𝑗)𝑁𝑁 , (14.3.42)

**这个抵消的证明如下. 我们预估方程(14.3.35)中的第二项和第三项足够小, 所以它们可以使用𝑢𝑁 (x)所满足

的Dirac方程的极端非相对论近似𝛽𝑢𝑁 (x) = 𝑢𝑁 (x). 另一方面, 尽管位置波函数𝑣𝑀 (x)中的Coulomb力可以被忽略掉,

第三项中对𝑀的求和得到了来自相对论性正电子的重要贡献, 所以我们可以使用近似𝑣p,𝜎(x) ≃ (2𝜋)−3/2𝑣(p, 𝜎)𝑒𝑖𝑝·𝑥,

其中𝑣(p, 𝜎)是5.5节中引入的正电子旋量, 对其归一化, 使得𝑣(p′, 𝜎)𝑣(p, 𝜎) = 𝛿𝜎′,𝜎. 因此, 在方程(14.3.35)的第二项和

第三项中, 对𝑀的求和近似地给定为

1
2

[︃∑︁
𝑀

Γ̃𝑖*
𝑀𝑁 (k)Γ̃𝑗

𝑀𝑁 (k) + (𝑖↔ 𝑗)

]︃
≃ 𝛿𝑖𝑗

(︂√
k2 +𝑚2

𝑒 +𝑚𝑒

2
√
k2 +𝑚2

𝑒

)︂
,

∑︁
𝑀

|Γ̃0
𝑀𝑁 (k)|2 ≃

(︂√
k2 +𝑚2

𝑒 −𝑚𝑒

2
√
k2 +𝑚2

𝑒

)︂
.

那么, 到𝜇/𝑚𝑒的领头阶, 方程(14.3.35)中的第二项和第三项分别是,

𝑒2

4𝑚𝑒(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

[︃
2

𝑘
− (3− 𝑘2/(𝑘2 + 𝜇2))√︀

𝑘2 + 𝜇2

]︃(︂√
k2 +𝑚2

𝑒 +𝑚𝑒

2
√
k2 +𝑚2

𝑒

)︂
≃ 𝛼𝜇2

4𝜋𝑚𝑒

和

− 𝑒2

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

(︂
1

k2
− 1

k2 + 𝜇2

)︂(︂√
k2 +𝑚2

𝑒 −𝑚𝑒

2
√
k2 +𝑚2

𝑒

)︂
≃ − 𝛼𝜇2

𝜋𝑚𝑒
.

(方程(14.3.32)排除了对后一表达式的相对论修正没有被因子k2/𝑚𝑒抑制的可能性, 这一因子在|k|2 ≪ 𝑚2
𝑒时会出现在

该表达式中.) 这两项被−𝛿𝑚𝑒(𝜇)
∫︀
𝑑3𝑥 �̄�𝑁 (x)𝑢𝑁 (x)中的+3𝛼𝜇2/4𝜋𝑚𝑒抵消掉了. 最后, 我们注意到, 对于对正电子态

求和的估计, 它的相对论修正将会包含额外的因子𝑣2/𝑐2 ≈ (𝑍𝛼)2, 这产生了阶为𝛼(𝑍𝛼)2𝜇2/𝑚𝑒 ≪ 𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒的贡献,

这证明了这里所使用的非相对论近似是合理的.
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所以, 到这一阶

− 𝑒2

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

∑︁

𝑀

⎡
⎣

(︁
|Γ𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ𝑀𝑁 (k)|2/k2

)︁

k2

−

(︁
|Γ𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ𝑀𝑁 (k)|2/(k2 + 𝜇2)

)︁

k2 + 𝜇2

⎤
⎦

≃ − 𝑒2

2(2𝜋)3
(v2)𝑁𝑁

∫︁
𝑑3𝑘

[︂
2

3k2
− 1− k2/3(k2 + 𝜇2)

k2 + 𝜇2

]︂

= − 𝑒2𝜇

16𝜋
(v2)𝑁𝑁 .

因此, 在质量重整化之后, 我们就剩下了方程(14.3.35)中的第一项, 而与能量差𝐸𝑁 − 𝐸𝑀相差不大

的项被扔掉了:

[𝛿𝐸𝑁 ]low energy =
𝑒2

2(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )

×

⎡
⎣

(︁
|Γ𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ𝑀𝑁 (k)|2/k2

)︁

k2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 + |k| − 𝑖𝜖)

−

(︁
|Γ𝑀𝑁 (k)|2 − |k · Γ𝑀𝑁 (k)|2/(k2 + 𝜇2)

)︁

(k2 + 𝜇2)(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 +
√︀
k2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖)

⎤
⎦ . (14.3.43)

再一次使用方程(14.3.41), 这是

[𝛿𝐸𝑁 ]low energy =
𝑒2

2(2𝜋)3

∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2

×
∫︁
𝑑3𝑘

[︂
2

3k2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 + |k| − 𝑖𝜖)

− 1− k2/3(k2 + 𝜇2)

(k2 + 𝜇2)(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 +
√︀

k2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖)

]︂
. (14.3.44)

尽管电子动量的特征值远大于原子能量差的特征值, 但它不是积分中|k|的真正特征值, 这是因为,

如果我们不保留分母中的𝐸𝑀−𝐸𝑁项,这一积分会红外发散.在极限𝜇≫ |𝐸𝑀−𝐸𝑁 | ∼ (𝑍𝛼)2𝑚𝑒下,

通过将方程(14.3.44)中积分的积分区域分为两段, 一段从0到𝜆, 另一端从𝜆到无穷, 可以把这个积

分算出来, 其中𝜆的选择使得|𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 | ≪ 𝜆≪ 𝜇, 但其它方面任意. 以这种方式, 我们发现
∫︁ ∞

0
𝑘2𝑑𝑘

[︂
2

3𝑘2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 + 𝑘 − 𝑖𝜖)

− 1− 𝑘2/3(𝑘2 + 𝜇2)

(𝑘2 + 𝜇2)(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 +
√︀
𝑘2 + 𝜇2 − 𝑖𝜖)

]︂

≃ 2

3

[︂
ln

(︂
𝜇

2|𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 |

)︂
+

5

6
+ 𝑖𝜋𝜃(𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 )

]︂
.

这里的虚部反应了原子从态𝑁衰变到能量更低的态𝑀的可能性. 这一项的贡献是给由能量偏移虚

部给定的衰变速率. 我们在这里感兴趣的是能量偏移的实部, 因而会在下文中扔掉这个虚项. 方
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程(14.3.44)现在给出

[𝛿𝐸𝑁 ]low energy =
𝑒2

6𝜋2

∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2
[︂
ln

(︂
𝜇

2|𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 |

)︂
+

5

6

]︂
. (14.3.45)

C. 总能量偏移

我们需要在方程(14.3.45)中的求和与高能项(14.3.22)中的矩阵元之间做一个连接. 由于这个

目的, 我们先来看看, 如果我们忽视掉方程(14.3.45)中的对数, 方程(14.3.45)中的求和将会给出什

么值. 我们注意到(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )v𝑁𝑀 = [v, 𝐻]𝑁𝑀 , 所以
∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2 = 1
2

∑︁

𝑀

(︁
[𝑣𝑖, 𝐻]𝑁𝑀 𝑣𝑖𝑀𝑁 + 𝑣𝑖𝑁𝑀 [𝐻, 𝑣𝑖]𝑀𝑁

)︁

= − 1

2𝑚2
𝑒

(︁
[𝑝𝑖, [𝑝𝑖, 𝐻]]

)︁
𝑁𝑁

.

非相对论哈密顿量𝐻中唯一一个不与动量算符p对易的项是势能项−𝑒A 0(x), 所以这给出
∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2 = − 𝑒

2𝑚2
𝑒

(︁
∇2A 0(x)

)︁
𝑁𝑁

. (14.3.46)

检查方程(14.3.45)和(14.3.22),现在它们证明了,高能项中正比于ln𝜇的项被低能项中正比于ln𝜇的

项抵消了:

𝛿𝐸𝑁 = [𝛿𝐸𝑁 ]high energy + [𝛿𝐸𝑁 ]low energy

=
𝑒2

6𝜋2

∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2
[︂
ln

(︂
𝑚𝑒

2 |𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 |

)︂
+

5

6
− 1

5

]︂

− 𝑒2

16𝜋2𝑚2
𝑒

(︁
𝜎 ·∇(𝑒A 0(x))× p

)︁
𝑁𝑁

. (14.3.47)

迄今为止, 我们所处理的是一般静电场A 0(x). 我们现在专门来处理纯Coulomb场, 其中

A 0(x) = 𝑍𝑒/ |x| . (14.3.48)

在这一情况下, 方程(14.3.46)变成

∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2 =
𝑍𝑒2

2𝑚2
𝑒

(︁
𝛿3(x)

)︁
𝑁𝑁

=
𝑍𝑒2

2𝑚2
𝑒

(︁
𝑓 †𝑁 (0)𝑓𝑁 (0)

)︁
. (14.3.49)

这仅对于ℓ = 0才是非零的. 另外, 方程(14.3.47)中后一项中的矩阵元有值
(︁
𝜎 ·∇(𝑒A 0(x))× p

)︁
𝑁𝑁

= −𝑍𝑒
(︁ 1

𝑟3
𝜎 · L

)︁
𝑁𝑁

, (14.3.50)

这个矩阵元仅当ℓ ̸= 0是才是非零. 因此, 现在分别考察两种情况, ℓ = 0和ℓ ̸= 0, 是有用的.

i. ℓ = 0

在这里定义平均激发能量Δ𝐸𝑁将是方便的:
∑︁

𝑀

|v𝑀𝑁 |2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 ) ln |𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 | ≡ lnΔ𝐸𝑁
∑︁

𝑀

|v𝑀𝑁 |2(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )

=
𝑍𝑒2

2𝑚2
𝑒

lnΔ𝐸𝑁

(︁
𝑓 †𝑁 (0)𝑓𝑁 (0)

)︁
. (14.3.51)
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对于氢原子的𝑠-波态, 指标𝑁由主量子数𝑛和自旋𝑧-分量𝑚构成, 而[𝑓𝑛𝑚(0)]𝜎 = 2(𝑍𝛼𝑚𝑒/𝑛)
3/2𝛿𝜎,𝑚

/
√
4𝜋, 所以

(︁
𝑓 †𝑁 (0)𝑓𝑁 (0)

)︁
=

1

𝜋

(︂
𝑍𝛼𝑚𝑒

𝑛

)︂3

. (14.3.52)

在方程(14.3.47)中使用方程(14.3.51)和(14.3.52)给出了这些态中的能量偏移

[𝛿𝐸]𝑛,ℓ=0 =
4𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒

3𝜋𝑛3

[︂
ln

(︂
𝑚𝑒

2Δ𝐸𝑛,ℓ=0

)︂
+

19

30

]︂
. (14.3.53)

ii. ℓ ̸= 0

对于不为零的轨道角动量, 求和(14.3.49)为零, 所以定义(14.3.51)是不合适的. 诚然, 在这里

将平均激发能量Δ𝐸𝑁定义为

∑︁

𝑀

(𝐸𝑀 − 𝐸𝑁 )|v𝑀𝑁 |2 ln |𝐸𝑁 − 𝐸𝑀 | ≡ 2(𝑍𝛼)4𝑚𝑒

𝑛3
ln

(︂
2Δ𝐸𝑁
𝑍2𝛼2𝑚𝑒

)︂
. (14.3.54)

(由于方程(14.3.49)为零, 这使得用来测量方程(14.3.54)中的𝐸𝑁 − 𝐸𝑀的单位无关紧要.) 另外, 在

总角动量为𝑗而轨道角动量为ℓ的态中, 标量积𝜎 · L有熟悉的值𝑗(𝑗 + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− 3
4 , 并且对于主

量子数𝑛, 算符1/𝑟3有期望值

∫︁
𝑑3𝑟 |𝑓𝑁 |2/𝑟3 =

2𝑍3𝛼3𝑚3
𝑒

𝑛3ℓ(ℓ+ 1)(2ℓ+ 1)
. (14.3.55)

将所有这一切代入方程(14.3.47), 对于ℓ ̸= 0, 我们有:

[𝛿𝐸]𝑗𝑛ℓ = −4𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒

3𝜋𝑛3
ln

(︂
2Δ𝐸𝑗𝑛ℓ
𝑍2𝛼2𝑚𝑒

)︂

+
𝛼(𝑍𝛼)4𝑚𝑒

2𝜋𝑛3

[︃
𝑗(𝑗 + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− 3

4

ℓ(ℓ+ 1)(2ℓ+ 1)

]︃
. (14.3.56)

这些结果留待使用以给出能量偏移的数值值. 这里的平均激发能量必须数值地进行计算; 利

用非相对论氢原子波函数, 它们有值:5

Δ𝐸1𝑠 = 19.769266917(6) Ry ,

Δ𝐸2𝑠 = 16.63934203(1) Ry ,

Δ𝐸2𝑝 = 0.9704293186(3) Ry ,

其中1 Ry≡ 𝑚𝑒𝛼
2/2 = 13.6057eV. 那么方程(14.3.53)给出

[𝛿𝐸]1𝑠 =
4𝛼5𝑚𝑒

3𝜋

[︂
ln

(︂
𝑚𝑒

2Δ𝐸1𝑠

)︂
+

19

30

]︂
= 3.3612× 10−6 eV

= 2𝜋~× 8127.4 MHz , (14.3.57)

[𝛿𝐸]2𝑠 =
𝛼5𝑚𝑒

6𝜋

[︂
ln

(︂
𝑚𝑒

2Δ𝐸2𝑠

)︂
+

19

30

]︂
= 4.2982× 10−5 eV

= 2𝜋~× 1039.31 MHz , (14.3.58)
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而方程(14.3.56)给出

[𝛿𝐸]2𝑝1/2 =
𝛼5𝑚𝑒

6𝜋

[︂
ln

(︂
𝑚𝑒

2Δ𝐸2𝑝

)︂
− 1

8

]︂
= −5.3267× 10−8 eV

= 2𝜋~×−12.88 MHz . (14.3.59)

经典地Lamb位移是氢原子2𝑠态和2𝑝 1
2
态之间的能量差, 这些态在没有辐射修正时是简并的.

我们的计算给出了

[𝛿𝐸]2𝑠 − [𝛿𝐸]2𝑝1/2 = 4.35152× 10−6 eV = 2𝜋~× 1052.19 MHz .

这与Kroll和Lamb6以及French和Weisskopf7的旧结果是相同的, 他们的结果是通过旧形式微扰论

的技巧获得的. 在本节开头, 我们通过仅考虑2𝑠能量偏移的高能贡献给出了1300 MHz的粗略估

计, 其中的红外截断预估为𝛼2𝑚𝑒 = 2 Ry阶的. 我们现在可以看到这个估计过高了, 这个过高的

估计大部分来源于有限红外截断的真实值Δ𝐸2𝑠 = 16.64 Ry远大于我们所估计的. 另一方面, 正

如1.3节中所描述的, 在1947年, Hans Bethe能够对Lamb位移做相当好的估计, 1040 MHz, 这个估

计是仅考察对2𝑠态的低能贡献获得的, 其中的紫外截断猜测为𝑚𝑒. (Bethe对激发能做了第一个估

计, Δ𝐸2𝑠 ≃ 17.8 Ry.)

这里所描述的Lamb位移的计算, 可以通过将高阶辐射修正以及核尺寸和核收缩的效应考虑

在内进行进一步的改善. 目前, 最大的不确定性来源于质子荷半径方均根𝑟𝑝的准确值. 对于𝑟𝑝 =

0.862×10−13cm或𝑟𝑝 = 0.805×10−13cm,一个计算9给出的Lamb位移为1057.87MHz或1057.85MHz,

而另一个计算10给出的是1057.883 MHz或1057.865 MHz. 给定质子半径中的不确定性, 理论结

果与目前的实验值1057.845(9) MHz11是高度一致的. 这个实验的精度主要被氢原子2𝑝态约

为100 MHz的自然展宽所限制, 所以在这里进一步的提高将是非常困难的.

最近几年, 关于1𝑠态本身的能量偏移的测量有一个重大的进展, 直接比较1𝑠-2𝑠共振的频率

与2𝑠-4𝑠和2𝑠-4𝑑双光子共振频率的4倍. 这些𝑠态和𝑑态要比2𝑝态窄的多, 所以这些频率的差可以比

经典的Lamb位移更准确地测出来. 理论和实验之间在短时间内曾经出现过矛盾. 计算12, 13表明,

对于𝑟𝑝 = 0.862(11) × 10−13 cm或𝑟𝑝 = 0.805(11) × 10−13 cm的质子半径, 将质子尺寸和其它修正

考虑在内使得理论上的1𝑠能量从之前的8127.4MHz分别提高到8173.12(6)MHz或8172.94(9)MHz.

对于质子半径𝑟𝑝 = 0.862(11)×10−13 cm的结果,我们认为更可靠些,但与测量值8172.86(5)MHz不

是非常一致. 然而, 在之后一个的计算中, 采用了该质子半径并包含了𝛼2(𝑍𝛼)5阶的项, 而这个计

算所给出的1𝑠, 2𝑠和4𝑠态的能量偏移与实验一致. 所以, 显然量子电动力学又一次胜利了.
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